Equations différentielles
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1. Soit f(x) = 3e**.
Pour tout x € R, f(x) = 3 x 2e** = 6e**.
Par conséquent : f'(x) —2f(x) =6e** —6e** =0 donc| f'—2f =0|.

2. SoitI'équation y' =4y —6.

(@) f(x)=3e*+ g s fl(x)=12e" et4f(x) -6=12e*"+6-6=12e"" donc| f =41 6|
f vérifie cette équation.

(b) g(x)=4e*-6
g'(x)=4e*;4g(x)—6=16e"—24-6=16e*-30donc| g’ # 4g — 6|; g ne vérifie pas cette équation.

(© h(x)=5e*+ g

h'(x) =5 x 4e** = 20e*; 4h(x) — 6 = 20" + 6 — 6 = 20e*".
donc h est solution de cette équation.

I Equations différentielles

Définition

Déﬁnition

Une équation différentielle est une équation dont I'inconnue est une fonction et ou interviennent des
dérivées de cette fonction.

Exemples :

1) Soitl'équation y’ = y; une solution est la fonction exp.
2)
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II Résolution de 'équation différentielley = ay, a # 0

‘ rd e .0
Deﬁnltlon
| Léquation différentielle y' = ay qui s'écrit aussi y' — ay = 0 ou1 a et b sont des réels est appelée équation
différentielle linéaire homogene de premier ordre a coefficients constants.

= <.
Proprlete
Les solutions de I'équation différentielle (E) y' = ay sont les fonctions définies sur R par y(x) = ke**, ou

k est un réel quelconque.
Pour tous réels xj et yy, il existe une unique solution y telle que y (x) = yo

Démonstration.

e Soient k un réel et y la fonction définie par y = ke®*.
Alors y'(x) = k x ae™* = a x y(x) donc y' = ay.
y est bien une solution de cette équation (E)

e Réciproquement:
Soit y une solution de (E) donc y' = ay.
On consideére la fonction g définie par g(x) = y(x)e~
g est dérivable et g'(x) = y'(x)e” " + y(x) x (—ae™**) = ay(x)e”
Pour tout x, g’ = 0 donc g est une fonction constante.
Il existe k € R tel que g = k donc g(x) = k pour tout x.
Or g(x) = y(x)e”**, donc y(x)e”** = k.
On en déduit : | y(x) = ke™ |.

ax

P —ay(x)e” ™ =0.

- L 3V4 Ve

Proprlete

Soient y; et y» deux solutions de (E) et k un réel.
Alors y; + y» et ky; sont aussi solutions de (E).

III Résolutiondey =ay+b,a#0

Déﬁnition
| Léquation différentielle (E) : y' = ay + b ou y — ay = b est appelée équation différentielle linéaire du
premier ordre a coefficients constants.
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Propriété

b
| Les solutions de (E) : y' = ay + b ou y' — ay = b sont les fonctions définies sur R par x — ke®* — 2

Remarque:: les solutions s’obtiennent en ajoutant une solution particuliere constante aux solutions de I’équa-
tion homogere y’ = ay associée.

Démonstration : Soit (E) 'équation différentielle y' = ay + b (# 0).

e On commence par chercher une fonction constante ¢ solution de cette équation.
@(x) = k; ¢'(x) = 0 donc ¢ est solution. de (E)si, et seulement si, pour tout x, 0 = ap(x) + b < 0=ak+b

donc k=——.
a

 Soit y une fonction dérivable sur R.
y est solution de (E) si, et seulement si, y' = ay + b donc, pour tout x, y(x) = ay(x) + b.
y—estdérivableet (y— ) =y —¢' = (ay+b) - (ap+b) = ay+b—ap—b=ay-¢).
On. en déduit que y — ¢ est sulution de I'équation différentielle (Ep) : y' —ay = 0.
D’apres le paragraphe précédent, on obtient : (y — ¢)(x) = ke** donc y(x) = ke®™ + ¢(x), c'est-a-dire :

y(x) = ke®™ — —

b
« Les solutions de (E) sont donc les fonctions définies par| y(x) = ke — P keR

Exemple : soit (E) : y =3y —2.
y'=ay+baveca=3etb=2.

Les solutions de cette équation. différentielle sont les fonctions: | y — y(x) = ke®* — =

IV Equation différentielley = f

f est une fonction continue sur un intervalle 1.

IV.1 Primitive d’une fonction continue

Déﬁnition
Soit F une fonction définie sur I. On dit que F est une primitive de f sur I si F est dérivable sur I et
F'=f.
On dit alors que F est une solution de I'équation différentielle y' = f.

Exemples :

a Soit 'équation différentielle y’ = x*. (remarque, on commet un abus de langage, car x> est un nombre, pas
une fonction).

1 1
Soit F(x) = gxs; F'(x) = 3% 3x% = x* donc F est solution de I'équation différnetielle y' = x*.

On peut remarque que Gi(x) = F(x) = k, ol k € R, vérifie aussi F' = x?, donc Gy est aussi une solution,
quelle que soit la valeur de k, ce qui montre qu’il n'y a pas unicité d’'une primitive.
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1
b Soit'équation différentielle y' = — sur]0; +ool;
X

1
F définie par F(x) = In x est solution de cette équation différentielle car In'(x) = —.
X

Théoréme (admis)

| Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur cet intervalle.

Théoréme

| Deux primitives d'une méme fonction sur un intervalle different d’'une constante.

Démonstration.
Soit f une fonction continue sur un intervalle 1.

e Soit F une primitive de f donc F' = f.
Soit k € R une constante. (F + k)’ = F' +0 = f donc F + k est aussi une primitive de f.

e Soient F et G deux primitives de f sur I.
Alors F' = fetG' = f.
G - F est dérivable; (G- F)' =G —F = f— f =0donc (G- F)' =0.
G- Festdoncconstant; G-F=kdouG=F+k, keR.

Propriété
On considere I'équation différentielle ' = f.
Soient xj et yo deux réels.

Il existe une unique solution de cette équation différentielle, donc une unique primitive F de f, telle que
F(x0) = Yo

Démonstration :
f est continue, donc admet une primitive F. Les autres primitives de f sont de la forme F + k.
On doit avoir F (xp) = yo donc k = yp — F (xo) ; k est donc unique et la primitive aussi.

Exemple : soit f(x) = e3*,
1
Une primitive de f est F(x) = —e>* car F'(x) = 3e*".

Il y a une seule primitive G de f vérifiant G(0) = —1.

W = I

1
G(x):F(x)+k:§e3x+k;G(O):—lak:—

1 1
donc|G(x) = —x——
3 3
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IV.2 Primitives des fonctions usuelles

Par lecture inverse du tableau des dérivées des fonctions usuelles, on obtient les résultats suivants :

Fonction une primitive validité sur
fx)=aeR F(x) =ax R
n+l
fx)=x"(neN") F(x) = ") R
f(x) :i F(x) =In(x) 105 +oof
1 1 i
f(x):; F(x):—; R
1 1 i
f(x):F,nEN,n>1 F(X):—m R
fx) = NG F(x)=Vx 10; +00[
fx)=¢* F(x)=¢e* R
f(x)=cosx F(x)=sinx R
f(x) =sinx F(x) =—cosx R
i . _ 2 _ 1 _ _nZ. r
Hors-programme: f(x) =1+tan“x = o s F(x)=tanx 2k-1) > k+1) Ak keZ

IV.3 Primitives et opérations :

Soient u et v deux fonctions admettant des primitives respectives U et V sur un intervalle I et g une fonction
admettant une primitive G sur un intervalle J contenant I'intervalle u(I).
On note u' la dérivée de u.

Fonction une primitive validité
f=au+pv(a, P eR?)| F=aU+pV I
f=u'xgou F=Gou I
un+1
=u'u"(neN* I
! ( . n+1
u
=— In|u| u ne s'annule pas sur
7 U 1
u
f=—,neN, n>1 ]F:——_1 u ne s’annule pas sur
u” i (n—1u"
u
= F=Vu u>0surl
2\/u
f=u'e" F=¢"
f=1ucos(u) sin(u) I
f = u'sin(u) —cos(u) I

Cela vient des formules de dérivation.
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Exemple:

Résoudre I'équation différentielle y' = (B).

(x2+1)°
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = m
f est continue sur R donc f admet des primitives sur R.

On remarque que f(x) =xx ———.
(x2+1)
Posons u(x) = X+ 1; alors u/(x) = 2x.

1 1 1 1
Onvoit que f = Eu'(x) x — dont une primitive est F = 3 X (——).
u u

1 1

1
Par conséquent : F(x) = —— x =
d (x) 2 x2+1 2(x2+1)

Exemple
Soit h la fonction définie par: h(x) = (x— 1)e >* + 1.

1
Montrer que H définie par H(x) = 1 (1 -2x)e”>* + x est une primitive de .

1 1
H'(x) = 2 [-2e7** —2(1-2x)e | +1= 7 ["2-2+4x] e +1=(x-1e *+1=h(x).

Pour tout x, H'(x) = h(x) donc H est bien une primitive de h.

V Résolutiondey =ay+f, a #0

’ Pl . .

Deﬁnltlon

Léquation différentielle (E) : y' = ay + f ou y' — ay = f est appelée équation différentielle linéaire du
premier ordre a coefficients constants avec second membre.

Propriété
Soit ¢ une solution particuliere de (E).

Alors y est une solution de (E)si, et seulement si, y — ¢ est une solution de ’équation différentielle ho-
mogene associée y' = ay.

Exemple :

Soit I'équation différentielle 2y’ +3y = 6x + 1.

On note ¢ une fonction affine qui est une solution particuliere de (E).
ATaide de ¢, résoudre (E).

1. On pose ¢(x) = mx+ p (fonction affine).

. 3m=6 m=2
@ estsolutionde (E)o 2m+3(mx+p)=6x+1< =
2m+p=1
On en déduit ¢(x) = 2x— 1.
3
2. Léquation homogene associée est 2y’ +3y=0< y' = —Ey.

3
Les solutions sont x — ke 2%, k € R.

3.
Les solutions de I'équation (E) sont donc|x — ke 2% +2x—1
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