Devoir sur feuille n° 3 (a rendre sur copie double)

« Lessence des mathématiques, c’est la liberté. » [Georg Cantor]

I Démonstrations des formules de croissances
comparées pour la fonction exponentielle

1) Partiel

On considere la fonction. f définie sur R par
flx)=e*—x.

1. Calculer I'expression de f’(x), étudier son signe et en
déduire le tableau de variation de f (les limites al'in-
fini ne sont pas demandées).

2. En déduire, que pour tout x € R, f(x) > 0.
3. Endéduire que lim e* = +oo.
X—+00
4. En effectuant le changement de variable X = —x, en

déduire lim e*.
X——00

X

e
2) Partiell:étudede lim —

x—+o00 X
£
Soit g la fonction définie sur R par g(x) =e* — =
1. Calculer g’ (x).

2. En déduire le tableau de variation de g sur R (utiliser

la partie I).
X
3. En déduire que pour tout x > 0, = > 7
X
4. Endéduire que lim — =+oo
x—+00 X

5. Onveut calculer lim xe*.
X——00
Pour cela, on pose X = —x.

(a) Exprimer alors x en fonction de —X.

X
(b) Montrer que xe* = ——.
e

(c) Sixtend vers —oo, vers quoi tend X ?

(d) Endéduire que lim xe*=0
X——00

X

e
3) Partielll: étudede lim — pour neN*

x—+oo0 x

1. Montrer que, pour tout x > 0 et pour tout entier n >

er en)\ (1)"
x| E (Z)

X er  (eX\" [(1\"
2. OnposeX:—;onaalors—z(—) x(—) .
n x" X n

On admet le théoréme suivant :

r 2 N
Theoreme
«Soient f et g deux fonctions, a, b et ¢ sont des

réels ou +oo ou —oo.
Si lim f(x) = b etsi lim g(x) = ¢, alors
x—a x—b

)lcl_lll'}lg (f(X)) = ;i_r}r;gof(x):C ».

X

e
hm — = +oo. On remar-

Démontrer alors que
+o0 X

n
quera que (—) est constant, la variable étant x.
n

4) Etudedelalimitede lim x"e* (neN™*)

X——00

On pose X = —x.

1. Montrer que calculer lim x"e* revient a calculer
X——00
(=D"(X™)

lim
eX

X—=00
n

. X .
2. Quevaut lim —-?]Justifier.
x—+o0 X
3. Conclure

Résumé : on a montré les quatre formules de croissances
comparées :

ex
a) lim — =400 b) lim xe*=0
X—+oo X X——00

. € .
¢) lim — =400 d) lim x"e*=0
x—+oo x7 X——00

Remarque : a) et b) découlent de c) et d)

II

On a étudié révolution du taux d’alcoolémie dans le
sang d'un homme majeur de 70 kg pendant les cing heures
suivant I'absorption de deux verres de vin au cours d'un re-
pas.

On suppose que le taux d’alcoolémie (exprimé en grammes
d’alcool par litre de sang) est modélisé en fonction
du temps écoulé depuis la consommation (exprimé en
heures) par la fonction définie sur 'intervalle [0 ; 7] par

f(y=2e"7-2¢e7".
Tauxd’alcoplémie
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1. Déterminer par le calcul au bout de combien de
temps, approximativement, le taux d’alcoolémie est
maximal.

2. Etudier la convexité de f sur [0; 7].

3. Déterminer au bout de combien de temps, approxi-
mativement, la diminution du taux d’alcool dans le
sang s’accélere.

III

La loi de refroidissement de Newton stipule que le taux
d’évolution de la température d'un corps est proportionnel
a la différence entre la température de ce corps et celle du
milieu environnant.

Une tasse de café est servie a une température initiale
de 80 °C dans un milieu dont la température, exprimée en
degré Celsius, supposée constante, est notée M.

Le but de cet exercice est d’étudier le refroidissement
du café en appliquant la loi de Newton suivant deux mo-
déles. L'un, dans la partie A, utilise une suite; I'autre, dans
la partie B, utilise une fonction.

Les parties A et B sont indépendantes.
Partie A

Dans cette partie, pour tout entier naturel z, on note
T, la température du café a I'instant n, avec T, exprimé en
degré Celsius et n en minute. On a ainsi Ty = 80.

On modélise la loi de Newton entre deux minutes
consécutives quelconques n et n + 1 par I'égalité :

Tn+1_Tn = k(Tn_M)

ol k est une constante réelle.

Dans la suite de la partie A, on choisit M =10 et
k=-0,2.

Ainsi, pour tout entier naturel n,on a:

Tpe1—Tn=—0,2(T, - 10).

1. D’apres le contexte, peut-on conjecturer le sens de
variations de la suite (7},)?

2. Montrer que pour tout entier naturel 7 :
Tpe1 =0,8T, +2.

3. Onpose, pour tout entier naturel n: u, = T, — 10.

(a) Montrer que (u;,) est une suite géométrique.
Préciser sa raison et son premier terme .

(b) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a :
T, =70x%0,8" +10.

(c) Déterminer la limite de la suite (7},).

4. On considere I'algorithme suivant :

Tantque T =40
T—0,8T+2
n—n+l

Fin Tant que

(a) Au début, on affecte la valeur 80 a la variable T
etla valeur 0 a la variable n.
Quelle valeur numérique contient la variable n
alafin de I'exécution de I'algorithme?

(b) Interpréter cette valeur dans le contexte de

I'exercice.

Partie B

Dans cette partie, pour tout réel ¢ positif ou nul, on note
0(t) la température du café a I'instant ¢, avec 0(¢) exprimé
en degré Celsius et f en minute. On a ainsi 8(0) = 80.

Dans ce modele, plus précis que celui de la partie A,
on suppose que 6 est une fonction dérivable sur I'intervalle
[0 ; +o0[ et que, pour tout réel ¢ de cet intervalle, la loi de
Newton se modélise par I'égalité :

0'(r) =-0,2(0(t) — M).

1. Dans cette question, on choisit M = 0. On cherche
alors une fonction 6 dérivable sur lintervalle
[0; +ool vérifiant 8(0) = 80 et, pour tout réel ¢ de cet
intervalle : 0'(r) = —0,20(1).

(a) Si# est une telle fonction, on pose pour tout ¢

o(t
de l'intervalle [0; +ool, f(f)= e‘i

Montrer que la fonction f est dérivable sur
[0 ; +ool et que, pour tout réel ¢ de cet inter-
valle, f'(1) =0.

(b) En conservant I'hypothese du a., calculer f(0).
En déduire, pour tout ¢ de l'intervalle [0; +oo[,

une expression de f(t), puis de 8(¢).

(c) Vérifier que la fonction 8 trouvée en b. est solu-
tion du probléeme.

2. Dans cette question, on choisit M = 10. On ad-
met qu’il existe une unique fonction g dérivable sur
[0 ; +oo[, modélisant la température du café a tout
instant positif ¢, et que, pour tout ¢ de l'intervalle
[0; +ool : g(t) = 10+ 70e”%?!, oi1 ¢ est exprimé en
minute et g(#) en degré Celsius.
Une personne aime boire son café a 40 °C.
Montrer qu’il existe un unique réel ¢y dans [0 ; +oo[
tel que g (tp) = 40.
Donner la valeur de #; arrondie a la seconde.

Page 2/2



