Spécialité mathématiques : correction du devoir sur feuille n° 2

Exercicel (5 points)

Le 1°f septembre 2015, un ensemble scolaire compte
3000 éleves.
Une étude statistique interne a montré que chaque 1¢" sep-
tembre :

o 10 % de l'effectif quitte 'établissement;
¢ 250 nouveaux éleves s’'inscrivent.

On cherche a modéliser cette situation par une suite
(up) ou, pour tout entier naturel n, u, représente le
nombre d’éléves le 1¢" septembre de I'année 2015 + n.

1) En septembre 2005, il y 3000 éleves donc 1 = 3000.

Le coefficient multiplicateur associé a une baisse de

10
10%estC=1—-—=0,9.
100

On en déduit | u,+1 =0,9u, +250 | puisque 250 nou-
veaux éleves d’inscrivent.

2) Pour tout entier naturel n, on pose v, = u; —2500.

(a) Pourtoutn:

Un+1 = Up+1 —2500
= (0,9u, +250) — 2500

=0,9u, —2250
2250
—0,9(un— )
0,9
=0,9 (u, —2500)
=0,9v,

Pour toutn: v, =0,9v,.

La suite (v,) est géométrique de raison g = 0,9 et
de premier terme vy = 1y — 2500 = 3000 —2500 =
500.

(b) On en déduit que, pour tout n: v, = vy x q" donc:

v, =500x0,9"

Comme u;, = v, + 2500, on peut en déduire que
pour tout entier naturel 7,

| 11, =500 x 0,9" +2500. |

3) Pourtout n, u,.1 — uy,
=500 x 0,9*! +2500] - [500 x 0,9" +2500]
=500 x 0,9 x0,9" —500 x 0,9"
=500x0,9" (0,9-1) =500 x0,9" x (—0,1)
|=-50x0,9" <0

Pour tout n, u,.1—u, <0:lasuite (u,) est décroissante.

4) La capacité optimale d’accueil est de 2 800 éleves. Ainsi,
au 1°¢* septembre 2015, I'ensemble scolaire compte un
sureffectif de 200 éléves.

On veut déterminer a partir de quelle année, le contexte
restant le méme, I’ensemble scolaire ne sera plus en sur-
effectif; cela arrivera la premiere année pour laquelle
I'effectif sera inférieur ou égal a 2 800.

Comme la suite (u,,) est décroissante, ce sera également
le cas pour les années qui suivront.

Voici un algorithme qui répond au probleme :

Variables n entier et u réel
Initialisation 7 prend la valeur 0
u prend la valeur 3 000
Traitement Tant que u > 2800 faire
n prend la valeur n+1
u prend la valeur 0,9 x u + 250
Fin de Tant que
Sortie Afficher n

ExerciceIl (3 points)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.
Soit @ un nombre appartenant a I et 4 un nombre non nul
telquea+hel.

1) Par définition : f'(x) = }lin}) w

R LT,

donc pour &

proche de 0, f'(x) =

fla+h)—f(a) = f'(a)hetdonc:| f(a+h) = f(a)+ [ (a)h|

2) (a) f(x)=x*donc f'(x)=2x.
On applique la formule précédente aveca=1:
fA+h) =0+h?>= f)+f(Dh=1>+2x1xh
donc| f1+h) =(1+h?=1+2h
(b) On en déduit :

. 1,0052z1+2><0,005:avech=0,005
* 0,999 = f(1-0,001) ~1—2x0,001 =1-0,00

o Lavaleur exacte de f(1,005) est
£(1,005) = 1,005 = 1,010025 donc nous avons
truffé une bonne approximation.

o Lavaleur exacte de f(0,999) est
£(0,999) = 0,999 = 0,998001 donc nous avons
trouvé une bonne approximation.
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3) On consideére la fonction racine carrée g : x — vx, déri-
vable sur ]O ; +ool. )
X =vx; g x)=—.
g =vx; g'x) NE:
Pour h proche de 0, onadonc: g(1+h) =~ g(1)+g'(1)h =

1
V1+ xh=|1+—|
21 2

4) On en déduit:

. \/1,02z1+¥=
. \/0,96z1—0'204 :

Remarque : cela bien de ce que localement, on approxima-
tivement la courbe en un point par sa tangente en ce point.

ExerciceIll (4 points)
Le plan est rapporté a un repere (O 7 ; 7) ortho-
normé. On considere dans ce repére la parabole & d’équa-
1
tion y = —Exz +x-1.
1
On pose f(x) = —Exz +x-1.

1. Représentation graphique en fin d’exercice.
1
Le sommet a pour coordonnées (1 ; —5) et cette pa-
rabole a pour axe de symétrie la droite d’équation
x=1.
On calcule les coordonnés de quelques points d’abs-
cisses supérieures a 1 et on compléte la courbe par

symétrie.
X 1 1,5 2 2,5 3 4
fx)|-05]0625|-1]|-1625 | -25]| -5

2. L'équation de la tangente a ¢’y en a est
y=fl@x-a)+ f(a).
Eno0:y=f'(0)x+ f(0).

. f(0)=-1
o f'(x)=-x+1donc f'(0)=1

La tangente a ¢ en 0 est : . (représentée

sur la courbe).

7 7
3. On cherche a tel que f'(a) = 3 donc —a+1= 3 quia

. 7 5
pour solutiona=1--=|——|
2 2

4. Soit a un nombre réel. Léquation de la tangente en a

est:
2

y=f@x-a)+fl@ey= (—a+1)(x—a)—%+a_1
2 a*
oy=(a+)x+a"-a-——+a-1

a2
= y:(—a+1)x+?—1.

On cherche les tangentes passant par B(0; 1).
Les coordonnées de B doivent vérifier 'équation de

la tangente, donc:
2 2

a a 5
1:?—1432:7@@ =4 a==2.
Les tangentes en -2 et 2 a 6 passent par B.
Elles ont pour équations :

. Poura:—Z:
o Poura:2:
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Exercice IV (4 points)

Soient f : x — —x? + 3 une fonction définie sur R et
g: x— — une fonction définie sur R*.
X
On appelle €y et 6 leurs courbes représentatives dans un

repere orthonormal (O; 7 ; 7)
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1. Courbes:

AT

*
T
O i G

=P =P

|
o

|
N

|
W
—

Au.atéo N

PPND

f—

o
.

2
f(1)=3—12 =2etg(l) = 1 =2 donc A(1; 2) ap-
partienta ¢’y et ¢y
f'(x) =-2xdonc f'(1) = -2

(x)=2x 1 donc g'(x) =2 x (—i) =
g - X g - x2 -

gy=-2
En A, f et g admettent lue méme nombre dérivé
donc les deux courbes admettent la méme tan-

2
——Z.Alors:
X

gente en A.

o L'équation de la tangente T en A est:
y=fOx-D+f) o y=-2(x-1)+2

=[s= -2

3. e Position de T par rapporta ¢ :
Vx€R, f(x)—(—2x+4) = 3—x*+2x—4 = —x*+2x-1
=—(x*-2x+1)=|-(x-1)*<0]|
Pour tout x € R, f(x) — (-2x+4) <0 donc ¢ esten
dessous de la tangente T en A.

* Position de T parrapporta ¢rg:

2 2x% —4x+2
Vx#0,8x)—(-2x+4)=—+2x—-4=—"—""
X X
2(x*x+1 2(x—1)?
= ( P )z (x) qui est du signe de x,

donc négatif pour x < 0 et positif pour x > 0.
% est en dessous le tangente T pour x < 0 et au-
dessus pour x > 0.

Exercice V (4 points)Triangle de Sierpinski

a)

b)

c)

d)

On note a, le nombre de triangles coloriés en blanc lors
de la n-iéme étape.

Ona:a; =1;ap =3; a3 =9 et, de maniere plus générale,
an+1 =3ay.

La suite (a;) est géométrique, de premier terme a; = 1
et de raison g = 3.

Par conséquent : a,, = a; x q"_l = .
Alors: aj5 =1x3"={3"=4782969 |

Le nombre de triangles coloriés en blanc lors de la quin-

zieme étape est| 4782969 |.

Le nombre total de triangles coloriés en blanc apres
quinze étapes est :

15 15
ai+az+---+a-15=143+---4+3"=——=

3-1 2
- [T7a553]

Notons b,, la surface des triangles coloriés en blanc lors
de la n-ieme étape.
Ona: )
o« by==
Ty

1
e bp=3x I (car I'aire de chaque nouveau triangle co-

lorié est celle du triangle de 1'étape précédente divi-
sée par 4)
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e)

f)

g)

1
e D2 =9 x —
3 64 1
e Plus généralement: b, = a, x — =3""1 x —
4n 4n
1 3 n—1
B (_) i
4 4

(by) est une suite géométrique, de premier terme b; =
1
2 et de raison ¢’ = T
Lors de la septieme étape, la surface coloriée en blanc
1 (3)" | 729
esth;=—x|[-| = soit | 4,45 %
Ty (4) 16384
La surface totale coloriée en blanc de la piéce apres la
septiéme étape est :

=~ 0.045

1-q° _1 1-(3)

by +bo+---+ b7 = by x =—x
1+ 02 7= b1 g 11 %
14197 . .
=| ——— ~ 0.867 | soit environ 86,7 %.
16384
Au bout de n étapes, la surface coloriée en blanc est :

1 1-(3)" 3)"
by+by+---+by=—x =1-|-
s "Ta -3 (4)
1lorsque 7 tend vers +oo.
La proportion de 'aire de départ qui reste en bleu tend

vers 0 lorsque 7 tend vers +oo.

qui tend vers




