Exercices de baccalauréat sur la fonction logarithme

I Centres étrangers mai 2022 sujet 2

Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]0 ; +oo[ par

fx)=xIn(x)+1

On note €y sa courbe représentative dans un repére du
plan.

1. Déterminer la limite de la fonction f en 0 ainsi que
sa limite en +oo.

2. (@) Onadmetque f estdérivable sur ]0; +oo[ et on
notera f’ sa fonction dérivée.
Montrer que pour tout réel x strictement posi-
tif :
f'(x) =1+In(x).

(b) Endéduire le tableau de variation de la fonction
fsur]0; +oo[. Ony fera figurer la valeur exacte
de I'extremum de f sur]0; +oo[ et les limites.

(c) Justifier que pour tout x€]0; 1[, f(x) €]0; 1[.
3. (a) Déterminer une équation de la tangente (T) a
la courbe €r au point d’abscisse 1.

(b) Etudier la convexité de la fonction f sur
10; +ool.
(c) Endéduire que pour tout réel x strictement po-
sitif :
fX)=x

4. On définit la suite (u;) par son premier terme 1 €lé-
ment de l'intervalle ]0; 1[ et pour tout entier naturel
n:

Up+1 = f (un)

(a) Démontrer par récurrence que pour tout entier
naturel n,ona:0<u,<1.

(b) Déduire de la question 3. c. la croissance de la
suite (uy).

(c) Endéduire que la suite (u;) est convergente.

II Asie mai 2022 sujet 1

Soit f une fonction définie et dérivable sur R. On consi-
dere les points A(1; 3) et B(3; 5).

On donne ci-dessous € la courbe représentative de f
dans un repere orthogonal du plan, ainsi que la tangente
(AB) ala courbe € au point A.
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Les trois parties de U'exercice peuvent étre traitées de ma-
niere indépendante.

Partie A

1. Déterminer graphiquement les valeurs de f(1) et
.

2. La fonction f est définie par l'expression f(x) =
In(ax®+1) + b, ol a et b sont des nombres réels po-
sitifs.

(a) Déterminer I'expression de f'(x).

(b) Déterminer les valeurs de a et b al’aide des ré-
sultats précédents.

Partie B

On admet que la fonction f est définie sur R par

f) =In(x*+1)+3-1n(2).

1. Montrer que f est une fonction paire.
2. Déterminer les limites de f en +oo et en —oo.
3. Déterminer I'expression de f’(x).
Etudier le sens de variation de la fonction f sur R.

Dresser le tableau des variations de f en y faisant fi-
gurer la valeur exacte du minimum ainsi que les li-
mites de f en —oo et +oo.

4. ATaide du tableau des variations de f, donner les va-
leurs du réel k pour lesquelles'équation f(x) = k ad-
met deux solutions.

5. Résoudre I'équation f(x) =3+1n2.
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Partie C
On rappelle que la fonction f est définie sur R par
fx) =In(x*+1)+3-In(2).

1. Conjecturer, par lecture graphique, les abscisses des
éventuels points d’inflexion de la courbe €.

2. Montrer que, pour tout nombre réel x, ona: f’(x) =
2(1-x?)
(x2+1)° '

3. En déduire le plus grand intervalle sur lequel la fonc-
tion f est convexe.

III Antilles-Guyane juin 2017

Dans tout I'exercice, n désigne un entier naturel stric-
tement positif. Le but de I'exercice est d’étudier 'équation

In(x) B l

(En):

X n
ayant pour inconnue le nombre réel strictement positif x.

Partie A

Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]0 ; +oo[ par

In(x)
f (x) = T
On admet que la fonction f est dérivable sur l'intervalle
10; 4+o0ol.
On donne ci-dessous la courbe représentative € de la
fonction f dans un repére orthogonal.
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1. Etudier les variations de la fonction f.

2. Déterminer son maximum.

Partie B

. 1
1. Montrer que, pour n = 3, 'équation f(x) = — pos-
n
sede une unique solution sur [1; e] notée a;,.
2. D’apres ce qui précede, pour tout entier n = 3, le
nombre réel a;, est solution de I'équation (E;,).

(a) Sur le graphique sont tracées les droites D3, Dy

et D5 d’équations respectives :
1 1 1
)’—g»)’—z»)’—g-

Conjecturer le sens de variation de la suite (a;).
(b) Comparer, pour tout entier n = 3, f(ay) et

f (@pe1).

Déterminer le sens de variation de la suite (aj).
(c) En déduire que la suite (a,) converge.

Il w'est pas demandé de calculer sa limite.

3. On admet que, pour tout entier n = 3, 'équation (Ej,)
possede une autre solution ;, telle que

lsaps<es<fj.

(a) Onadmet que la suite (f,) est croissante.

Etablir que, pour tout entier naturel n supérieur
ouégala3,

ﬁn = n?.

(b) En déduire la limite de la suite (8;,).
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