Exercices sur les équations différentielles

I Quand boire sa tasse de café?

La loi du refroidissement s’énonce ainsi en général :
« La vitesse de refroidissement d'un corps inerte est pro-
portionnelle a la différence de température entre ce corps
et la température ambiante. »

1. Onnote Ty la température ambiante et T la tempéra-
ture a l'instant ¢ du corps considéré. (T est une fonc-
tion de t.) Montrer que T vérifie 'équation différen-
tielle : T' = k(T — Ty).

2. Résoudre cette équation différentielle.

3. Dans une piece ou la température est de 20 °C, une
personne verse du café a 80 °Cdans une tasse. Deux
minutes plus tard, le café est a 60 °C.

Au bout de combien de temps la personne pourra-t-
elle déguster son café, qu’elle aime consommer a 40
°C?
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Dans une boulangerie, les baguettes sortent du four a
une température de 225 °C.

On s’intéresse a I’évolution de la température d'une ba-
guette apres sa sortie du four.

On admet quon peut modéliser cette évolution a
l'aide d’'une fonction f définie et dérivable sur I'intervalle
[0; +o0ol.

Dans cette modélisation, f(t) représente la tempéra-
ture en degré Celsius de la baguette au bout de la durée ¢,
exprimée en heure, apres la sortie du four.

Ainsi, f(0,5) représente la température d'une baguette
une demi-heure apres la sortie du four.

Dans tout I'exercice, la température ambiante de la
boulangerie est maintenue a 25 °C.

On admet alors que la fonction f est solution de 'équa-
tion différentielle y’ + 6y = 150.

1. (a) Préciser la valeur de f(0).
(b) Résoudre I'équation différentielle y' + 6y = 150.

(c) Endéduire que pour toutréel 1 =0, on a

f(t) =200e5 +25.

2. Par expérience, on observe que la température d'une
baguette sortant du four :
— décroit;
— tend a se stabiliser a la température ambiante.

La fonction f fournit-elle un modele en accord avec
ces observations?

3. Montrer que I'équation f(#) = 40 admet une unique
solution dans [0 ; +oo].
Pour mettre les baguettes en rayon, le boulanger at-
tend que leur température soit inférieure ou égale a
40 °C. On note 9 le temps d’attente minimal entre
la sortie du four d’'une baguette et sa mise en rayon.
On donne en page suivante la représentation gra-
phique de la fonction fdans un repére orthogonal.
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4. Avec la précision permise par le graphique, lire 9.

On donnera une valeur approchée de 9 sous forme
d’'un nombre entier de minutes.

5. On s’intéresse ici a la diminution, minute aprés mi-

nute, de la température d'une baguette a sa sortie du
four.

Ainsi, pour un entier naturel n, 9, désigne la dimi-
nution de température en degré Celsius d'une ba-
guette entre la n-ieme etla (n+1)-iéme minute apres
sa sortie du four.

On admet que, pour tout entier naturel 7 :
2= f (=) -1 (n_“)
"7 60 60 |

(a) Vérifier que 19 est une valeur approchée de
9y a 0,1 pres, et interpréter ce résultat dans le
contexte de I'exercice.

(b) Vérifier que I'on a, pour tout entier naturel 7 :

D =200e” 1" (1-e7"1).

En déduire le sens de variation de la suite (2,,),
puis la limite de la suite (2,,).

Ce résultat était-il prévisible dans le contexte de
I'exercice?



