Correction de. la feuille

La suite (I,,) est définie sur N par:

1
I,,:f (1+¢") dr.
0

1 1 1 1
1. Pour tout n, I"“_I":f (1+¢"1) dt—f (1+1") dt:f (" — ") dr = f (t"(t-1) dr|
0 0 0 0

Sur[0; 1], t—1<0et " =0donc #"(t—1) <0 donc I'intégrale est négative.
I,+1 —I,, <0 donc la suite () est décroissante.

2. Elle est positive car on inteégre des fonctions positives.
(I,) est décroissante positive (donc minorée); elle converge.

n+l n+l 7l
Remarque : F,,(t) = t+ enposant f,,() =1+t"doul,=|t+ =1+ ui converge vers 1, donc
d n(f) n+1 P fu(® " n+1ljy, n+1q 8
lim I,=1
n—+oo

Pour tout entier naturel non nul #, on pose :

1 1
1. x— — est décroissante sur [n; n+ 1] donc < —

X n+l x
En intégrant (conservation de I'ordre), on trouve :

n+1 1 n+11 n+11
f dxsf —dxsf —dx
n n+1 n X n n

pour x€[n; n+1].

d 1, 1]
d n+1 " n
. 1 . . s P
2. lim = lim —=0,donc| lim I, =0]|d apresle théoréeme des gendarmes.
n—+oon+1 n—+oon n—+oo

+1 1
Remarque: [, = [lnx]Z“ =In(n+1)-In(n) =In (HT) =In (1 + ;) qui tend vers 0 quand n tend vers +oo.

3. On pose, pour tout entier naturel non nul n :

1 1 1
Up=1l+-+—-+--+—.
2 3 n

On a successivement :

1 1 1 1 1
—+-+—=<hi+DL+cdots+ I, <1+ _-+-+--+—.
3 "1n 2 3 n
OrIl+Iz+---+In:f — dx = [Inx]} =1In(n) qui tend vers +oo donc| lim u, = +oo]|.
1 X

n—+oo
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III Liban mai2018
On considere, pour tout entier n > 0, les fonctions f;, définies sur I'intervalle [1; 5] par :

Inx

fn(x) = W

. Pour tout entier n > 0, on note %, la courbe représentative de la fonction f;, dans un repere orthogonal.
Sur le graphique ci-dessous sont représentées les courbes 6, pour n appartenanta {1; 2; 3; 4}.

0,5 +
O T % T T }
0 1 2 3 4 5
1 f ulx)=Inx
= — avec
"oy, vu(x)=x"
f,_(u)' u'vy,—uv), u'(x)=—
=|—1 = >
Un Uy V;,l(.X') — nxn—l

1
—xx"—-nxMlnx n-1
X l1-nlnx 1-nlnx 1-nlnx
Alors : f(x) = X = ( ) _ _

x2n x2n - x2n—(n-1) - i+l

2. Pour tout entier n > 0, on admet que la fonction f; admet un maximum sur l'intervalle [1; 5].
On note A, le point de la courbe 6, ayant pour ordonnée ce maximum.
Labscisse x,, de A, est la valeur pour laquelle f; (x) s’annule, donc

In (e%) 17 11 1
Lordonnée de A, est alors y;, = f (x,) = == o XT =X In (en) = —In(xy,).
(eﬁ) el e n e e

1
Les points A, appartiennent donc a la courbe I d’équation y = —In x.
e

l-nlnx, =0 < xn:e%€[1;5].

3. (a) Quel que soit x appartenant a 'intervalle [1; 5], 0 < Inx < In(5) car la fonction In est croissante; en divisant
par x" positif, on trouve
x" x"

(b) fid =|- ! ]5— ! [— ! —(—1))— ! (1— ! )
T e , n-1] 571 | n-1 5n-1) [

. . 5 Slnx
(c) Laire cherchée est o, = f fn(x) dx = f — dx.
1 1 X

Inx In(5)

0s—=< .

. Inx In5 . ,
On sait que 0 < —~ < —- donc par conservation de I'ordre,
x x

5 Shx 5ln5 51 In5 1
[(otre [ gee [0 s [ L g 5 (1 1)
1 1 x" 1 x? 1 xn n-1 5n-1

):o.

5n—1

5>1donc lim 5" ' =+oodonc lim (
n—+oo n—+oo

In5
lim n

n—+oopn—1

=0.

Par produit:| lim <7, =0|

n—+oo
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IV Métropole juin 2014

Partie A

1. Limage de 0 par la fonction fj est: f;(0) =0+e " =1.
Le point d’abscisse 0 sur la courbe €6, représentative de la fonction fi, est le point de coordonnées (0; f1(0)), c’est
adireici (0; 1). Le point A, de coordonnées (0 ; 1) est donc bien un point de la courbe %6.

2. Lafonction f; est dérivable sur R, en tant que somme et composée de fonctions dérivables sur R.
Sa dérivée est définie sur R par:
fl)=1+(-e*=1-e7"
Ona: fi(x)=0 < 1-e*
— lze”*
<= 0= —x, car In est strictement croissante sur ]0 ; +oco[
<~ x=0.
On en déduit donc le tableau de variations suivant :
X —00 0 +00
fix) - 0 +
+00 +00
1
Justifions maintenant les deux limites :
Ona lim x=+4ocoet lim e™*= lim e’ =0, et donc par somme :
X—+00 X—+00 y——00
lim fi = +oo0.
+00 fl *©
Pour tout xona: fi(x) =e * x (xe*+1). Etona: lim xe® =0, d’apres la propriété des croissances comparées.
X——00
On en déduit, par somme : xlim xe*+1=1.
——00
Comme par ailleursona: lim e *= lim e’ =+oo, on en déduit, par produit : lim f; = +o0.
X——00 y—+oo —00
Partie B
1. (a) Soitun entier naturel #» non nul, et un réel x, choisi dans l'intervalle [0 ; 1].

(b)

x étant dans l'intervalle [0 ; 1], x est positif. La fonction exponentielle étant a valeurs strictement positives,
on en déduit que e est également un nombre positif. La somme de deux nombres positifs étant elle-méme
positive, on en déduit que f;,(x) est positif.

On a donc prouvé que pour tout entier naturel n, la fonction f;, est a valeurs positives sur I'intervalle [0 ; 1].
I, est donc l'intégrale sur un intervalle d'une fonction positive sur cet intervalle, c’est donc l'aire (exprimée
en unité d’aire) de la portion de plan délimitée par : 'axe des abscisses; la courbe 6, représentative de f;,,
et les droites verticales d’équation x = 0 (I'axe des ordonnées) et x = 1.

Sur l'intervalle [0 ; 1], il semble que, plus n augmente, plus les courbes %6, semblent se rapprocher du seg-
ment d’équation y = x, chaque courbe semblant étre en dessous de la courbe d’indice précédent.

On en déduit que les aires successives sous ces courbes doivent étre de plus en plus petites, et donc que la
suite (I;) doit étre décroissante.

Comme de plus il semble que les courbes "s’écrasent” sur le segment d’équation y = x, a la limite, I'aire sous

. . 1
la courbe devrait tendre vers I'aire sous le segment, c’est a dire 3

. . . 1 o
On peut donc émettre la conjecture que la suite converge vers 5 en décroissant.
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1 1
2. Ona: Iy —1Iy= fnr1(x) dx_j(; fn(x) dx

1
(f+1(2) — f(x)) dx, par linéarité de l'intégrale.

1
(x+e DY (x+e7)) dx

1
(x+e MDY _x—e7™) dx

= | e "D¥(1-¢¥) dx
Ce que 'on souhaitait démontrer.
On va maintenant en déduire le signe de cette différence. Pour tout entier n naturel non nul et pour tout x dans
I'intervalle [0; 1], le nombre e”""*D* est strictement positif, car la fonction exponentielle est 4 valeurs strictement
positives, quant au nombre 1—e”, il est négatif, car x étant dans I'intervalle [0; 1], on a x = 0, et comme la fonction
exponentielle est strictement croissante sur R, donc on en déduit que e* = €°, soit e* > 1, donc il suit que 1 —e” < 0.
Le produit de deux nombres de signes contraires étant négatif, on vient de prouver que, pour tout entier n naturel
non nul et pour tout x dans I'intervalle [0; 1], le nombre e”"*1¥ (1 — &) est négatif. L'intégrale entre deux bornes
bien rangées d'une fonction négative étant négative, on en déduit que, pour tout entier n non nul, la différence
In+1 — I, est négative. On en déduit que la suite (I,,) est décroissante.
Comme par ailleurs, on a déja prouvé que, pour tout n naturel non nul, la fonction f,, est a valeurs positives sur
I'intervalle d’intégration [0; 1], on en déduit que I'intégrale de cette fonction positive entre des bornes (0 et 1) bien
rangées est positive, donc cela signifie que pour tout n naturel non nul, I,, est positif. On a donc prouvé que la
suite est minorée par 0.
(I,,) étant une suite minorée et décroissante, on peut en conclure qu’elle est convergente vers une limite ¢ = 0, car
la suite est minorée par 0.

I
S—5—5—5—S

3. Nous allons maintenant déterminer cette limite ¢. Pour tout entier n naturel non nul, une primitive de f; sur
I'intervalle [0; 1] est définie par :

1 - 1 1
Fp(x)==-x’+—e ™ =2x*>- "¢ . Onadonc:
. 2 n 2 .

In=| fa@dx=|-x*—=e"™| =F,(1)-F,0)

0 0

1 1 1 1 1 1
In:—><12——e_”—(—><02——e0):—+—><(1—e_").

2 n 2 n 2 n

n

. - . . - 1 . .
Commeona: lim e " =0, onendéduitque hIP 1-e " =1etcomme llrll — =0, par produit, puis par somme
n—+oo n—+oon

n—+
de limites, on en déduit :
. 1
lim I,,=-.
n—+oo 2
Finalement, nos deux conjectures sont bien vérifiées : la suite est bien décroissante, et converge vers une limite

1
qui est bien x l'aire sous la droite d’équation y = x entre les abscisses 0 et 1.
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