Correction des exercices sur les limites de fonctions

Exercice I

Déterminer les limites en —oo et +oo des fonctions

définies par les expressions suivantes :

a) Fo0= X2 +2

On a une forme indéterminée pour le calcul de la

limite a 'infini.

flx) =

e lim x =
X——00
1

lim (——1
x—-oco\ x

Par produit et quotient :

xlirfloof ) =

e De méme : | lim f(x)=

X—+00
celle de —x. (Voir calculs précédents)
(x) = x+3

8= o1 ) ,

On a une forme 1nd§’:term1née.
x+3  x(1+3) 1

—2x2+1

b)

3
1+;

]
xz(—2+x—12) X 2+

Ona:

1
e lim —):0

x—-0o\ X

car la limite est

 Par quotient, on en déduit:

b) Calcul de lim

lim (
x—2
x>2

3x—6

| = +o0

x—23x—6

x<2

e lim=2
x—2
x<2

e lim@Bx—-6)=
x—2

x<2

e Par quotient :

Oavec3x—-6<0

lim (
x—2
x<2

3x—6):

—00

2, positif, par un nombre négatif)

c) Calculde hm X :
—44—x

x>4
e limx*>=16
x—4
x>4
e lim(4—x)=
x—4
x>4

e Par conséquent:

Oavec4—x<0

(quotient de

x>4

NS
hm( ):—oo
x—4\4—-x

2

d) Calcul de hmx—

e lim
X——00

e lim
X——00

g
1+-—
x

-2+ —

=1

12
):—2.

¢ par produit et quotient, xlim gx) =
——00

Pour la limite en +o0o, on a la méme réponse :

Jim 0=

On en déduit que 'axe des abscisses est asymptote

ala courbe ¢,

Exercice 11

a) Calcul de:lim
x—23x—6"
x>2

e limx=2
x—2

44—x
x<4
e lim=16
x—4
x<4
* lim@4-x)=0avec4-x>0
T<d
) x2
e donc: hm( ):+oo
x—4\4—x
x<4
1 2
e) Calcul de hm 4+ = ——
-0 X X
x<0
e lim4=14
x—0
x<0
e lim—=-c0
x—0 X
x<0

2
. hm( 2) +00
x—0\ Xx

x<0

e Par somme et différence, on trouve :

x—0
x<0

X

1 2
11rn(4+———)——oo

12

x>2
e lim(3x—6)
x—2

x>2

=0avec3x—-6>0
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f) Calcul de hn(l) (

x>0

wl2)
x x?



e lim4=14
x—0
x>0

1

e lim— =+oc0
x—0 X
x>0

2
e lim = +00
x—0 x2
x>0

e Par somme et différence, on obtient une forme.|

indéterminée!

e Onlevel'indétermination : )
x —_—

Onremarqueque 4+ ——-— =4+
x

x? x?2
lim4 = 4; hm(x 2) = =2 et lim x°
x—0 x=0

x>0 x>0 x>0
x2>0.

-2
On en déduit : lim (x 5 ) = —00
X

= 0 avec

x—0
x>0

x—2)
= —00
2

D'ou :

lim (4 +
x—0
x>0

Exercice II1

3x+1

On définit la fonction f par f(x) =

On note % la courbe representatlve de f f dans un re-

peére orthonormé (O, ,])

1y
2)

3)

f estdéfinie sur| 7 =R\ {5} |

On a une forme indéterminée.
x(3+1) 3+4

x - .
x(3-1) 2-1

. 5
=3et lim (——1):—1.

X—to0o | X

AT 09 =

Vxe 9, f(x)=

. 5
lim (3 + —)
X— 100 X

Par quotient,

La droite d’équation. y = —3 est aysmptote a ¢ en
—oo et en +oo.

3x+1 3x+1+306—-x
Vxe %, f(x)— —(=3)= ( )
5-— 5-x
_3x+1+15—3x_ 16
B 5—-x 5-x
1

6
Comme 16 est positif, : est dusigne de 5—x sur
—-X

9.

5—-x<0 << x>5etb—-x>0 < x<5.

% est au dessus de la droite d’équation y = —3 sur
]—o0; 5[ et en dessous sur 15 ; +ool.
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Exercice IV

2x*-3x-1
On définit la fonction f par f(x) = ﬁ.

On appelle ¢ la courbe représentative de f dans le re-

—_—

pere orthonormé (O; i ) d’'unité 1 cm.

2 =R\ {1}

2) o Limiteen —ooet+oo:

On a une forme indéterminée.

2 3 1
FPRoxmw) o 2-i-w
f(x)——1=xx—1
x(1-5) 1-+
3 1
lim |2—-—-—]=2¢e¢t lim [—-—| =1 donc
X—+oo X x2 X— oo X
3 1
lim 2_}_?:2
X—+00 _.l

On en déduit que xliry f(x)=-oc0| et

lim f(x)=

X—+00

e Limiteenl:

lin}(Zx:Z—Sx—l):—
x—»

lim(x—1)
x—1

x<1

lim f(x) =
x—1

x<1

=0avec x—1 <0, donc, par quotient :

lin} (x—1) =0avec x—1 >0, donc, par quotient :
X—

x>1
lim f(x) = —
x—1

x>1




¢ admet comme asymptote la droite d’équation | 5) Une équation de la tangente ala courbe % en 2 est:

x=1. y=F2)x-2)+fQ2) < y=4(x-2)+1
2 2x-1D(x-1)-2 — |y=4x-7
2x*-2x—-x+1-2 2x*-3x-1
= = f(x) donc
x—1 x—1 o) /.
2
=2x-1-—— 7
Tz - /
2 U
b) Alors:d(x) = f(x)—(2x—-1) = 1 5 /
x_
On en déduit : xl_iHl d(x)=0]| 4 6
c) Pour étudier la position de la droite A par rap- : /
port a la courbe %, on étudie le signe de f(x) — < v /
(2x —1), donc le signe de d(x).. 111
2 o !
d(x) = e qui a le signe opposé de celui de I g / )
x—1.
dx)<0 < x>letd(x)>0 < x<1. 2
% est au-dessus de A pour x < 1 et en dessous 3
pour x > 1. / 4
1 A L
4 =2x-1-2 d '(x) = 2-2 7
) f(x) ) X sz—l onc f'(x) X l/ )
- =2+ >0 . / ~
( (x—l)Z) TR 7 '
On en déduit que f est croissante sur ] —oo; 1] et e}
sur]l; +ool. 9
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