Spécialité : correction du DM n° 2

Exercicel Suite homographique

Soit la suite (u;) définie par uy = 2 et pour tout n € N,

3u,+2
Upsl = .
n+1 Uy +4
3up+2 3x2+2 8 4 4
1)'u1: = =—==;lU; ==
Up+4 2+4 65 3 3
3up+2 3x3+2 6 3 Zx3x3 9
* Uy = = :—:6)(—:—:—;
up +4 3+4 16 Zx8 8
9
Uo = —
°7 8
2) Montrons par récurrence que U, # 1 pour tout n € N :

3)

o Initialisation : ug = 2 # 1 donc la propriété est vraie
pour n =0.

» On suppose que u, # 1 pour une valeur quelconque
de n.

3u,+2 3up+2—-u,—4 2u,-2
Up+1— 1= —1= =
Uup,+4 Uup+4 Up+4
2(up—1) .
= ————— # 0 puisque u, # 1.
up,+4

La propriété est héréditaire.
D’apres I'axiome de récurrence, la propriété vraie pour
tout n, donc u, # 1.
Up+2
u,—1"
a) Pour tout n,

On pose v, =

Up+1+2

Un+1
Unp+1—1

3u,+2
_ upt4 +2
T Bupt2 1
Up,+4
3u,+2+2(u,+4)
u,+4
3u,+2—(u,+4)
u,+4
S5u,+10 u,+4
= X
u,+4 2Uup—2
5(Up +2)

S 2(u,-1)

5 u,+2

==X
2 up,—1
5

:—l}n

5 . .
Pour tout n, v,4q = EV" donc la suite (v,) est géo-

5
métrique, de raison | g = 5|
, Ug+2 242
Son premier ere est vy = =——=4.
u—1 2-1

5 n
b) On en déduit : v,1:4><(§)

— vy(Uup—1)=u,+2

Up+2
Up—1
=S UpUp—Up=Vp+2 = Uu,(vy,—-1)=v,+2
vp+2

Cc) v, =

| Uy =

v,—11
On remplace v, par son expression.

5 n
4><(—
_ 2

+2
n— 5\"
4x(—) -1
2

On obtient :| u

Exercice I1

1y

2)

Soit la suite (u,) définie pour tout entier n par :

Up=>5
Up+1 =V 2u,— 1.

Soit P, la propriété« 1< ;41 < u, <3» pour n € N*,
Démontrons-la par récurrence.

e Initialisation : uy =5, u; = \/2u0—1: V2x5-1
=v9=3etu,=v5donc1<u<u <3.
P, est vraie.

¢ Hérédité : On suppose P, vraie pour une entier n
quelconque non nul, donc 1 < w4 < Uy <3.
Alors :
l<upii<su,<3
=>2<2Upt1 S2U, <6
=>2-1<2upy1-1<2u,-1<6-1
=>1<2up1—-1<2u,-1<5
> V1<V 2up-1<\2u,-1<V5
car la fonction racine carrée est croissante
=>1<Ups1 < Upip < VH<3.

P,, est donc héréditaire.

D’apres|'axiome de récurrence, la propriété P, est vraie
pour tout n.

On en déduit que :

¢ (up) est minorée par 1.

o (uy) est décroissante puisque U+ < Uy

Par conséquent, la suite est convergente vers une limite
¢ avec ¢ = 1. (La limite n'est pas demandée!)
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Exercice IIl Conformité a un modele

On modélise le taux de disponibilité des ressources par
la suite (T},), définie sur N par Ty = 0,9 et, pour tout n € N,
Tye1=T,-0,1 (Tn)z, ou n estle nombre d’années écoulées
depuis 2020.
1) On peut remarquer que T,,+; =T, (1-0,17,)Le taux en

2025 est Ts. On a successivement :

e« Ty=Ty(1-0,1T)=0,9(1-0,1x%0,9)

=0,9x(1-0,09) =0,9x0,91=0,819:| T, = 0,819
e T,=Ty(1-0,1T}) ~0,751924 :| T, ~ 0,751 924

e T3~0,695385
e Ty ~0,647029
| 5 =0.605164 ~ 0,6
Laffirmation est donc conforme au modele.
2) Soit f(x) =x—0,1x%.

/ ., 1 10
f'(x) =1-0,2x qui s’annule pour x = 02-32 =5.
Sur [0; 1], f'(x) > 0 donc f est croisante.

x [0 1
fflo | +
0,9
fx) /
0

3) Montron que, pourtoutneN,0< Ty < Ty < 1.
Effectuons une démonstration par récurrence :
Notons P, la propriété: «0< Tyy1 < T, < 1».
e Initialisation : Ty = 0,9 et T} = 0,81 < T, donc Py, est
vraie.
o Hérédité : on suppose P, vraie pour une valeur quel-
conquede ndonc0< Ty < Tp<1.
On remarque que Ty41 = f (Ty).
f est croissante donc respecte 'ordre.
Alors:0<s Ty 1< Ty <1
= fO)< fO) < f(Tp) < f()
>0< Tpio < Tpi1<0,9<1.
P, estvraie.
(P;,) est héréditaire.
D’apres 'axiome de récurrence, la propriété P, est vraie
pour tout n.

4) Ty+1 < T, pour tout n donc la suite (T5) est décrois-
sante;de plus, elle est minorée, donc, d’apres le théo-
reme de convergence monotone, elle est convergente,
vers une limite £ = 0.

5) Ona: Tj3 ~0,400844524 > 0,4 et Ty, ~ 0,38477689.
Le taux de disponibilité des ressources va passer en des-
sous de 40 % et ce, au bout de 14 ans, donc en 2034.

Exercice IV

Etudions les variations sur ] — 2 ; 1[ de la fonction f dé-
—5x*+4x-8

X+x-2
Remarquons que -2 et 1 sont les racines du dénominateur
donc f est bien définie sur] —2; 1[.

finie par f(x) =

u u(x) = -5x* +4x-9
f=—avec )
v v(x)=x"+x-2
. uv—uv u'(x)=-10x+4
f'=——=—avecq ,
v vix)=2x+1
Alors :
, (~10x+4) (x> +x—-2) - 2x+1) (=5x% + 4x - 8)
fx)= 3
(x2+x-2)
=103 —10x? +20x +4x% + 4x— 8 — (-10x> +8x% — 16x - 5x% + 4x - 8)
(x2+x-2)°
 —10x3 —10x% +20x + 4x? + 4x — 8+ 10x> — 8x? + 16x +5x% —4x +8
N (2 +x-2)2
_-9x®+36x | 9x(x—4)
(x2+x-2)° (x2+x-2)?

f'(x) sannule en 0 et 4 et est du signe du numérateur
—9x(x —4), positif (du signe opposé a celui du coefficient
de x°) entre les racines et du signe opposé a l'extérieur de
I'intervalle formé par les racines.

Limitesen-2eten1 :
o lim (-5x*+4x-8)=-36

x—-2

. lim (x* + x—21) = 0 en étant négatif.
P

¢ Par quotient : lirn2 f(x)=+o0|
P

x>-2

o lim (-5x%* +4x-8)=-9
x—1

* lim (x* + x - 21) = 0 en étant négatif.
X—

e Par quotient : lirr} f(x)=+o0|
X—

x>-2

Tableau de variation

x -2 0 1
1)

m&ﬁ}/m

f(x)

Exercice V

On considere la fonction f définie par :
Fo) = 2x% +6x+1
)

dans un repére orthonormal.

. Soit ¥ la courbe représentative de f
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1. Pour tout x € R, x*> +2 > 0 donc I'ensemble de défini-
tion de f est
u {u(x):2x2+6x+1

2. f=—avec
! v v(x)=x*+2

, uv—uv u'(x)=4x+6

f= — avec { V() = 2x

(4x+6) (x?+2) —2x(2x* +6x+1)
(x2+2)?

_Ax®+8x+6x% +12—-4x3 —12x% - 2x

- (x2+2)°

_ —6x2+6x+12 | —6(x"-x-2)

- (x%+ 2)2 - (x2 + 2)2

-1 est une racine évidente de x> — x—2; le produit des

flx) =

_ -2 .
racines est T = —2 donc 'autre racine est 2.

—-6(x+1)(x—-2)
(x2+2)
f'(x)=0pour x=-1o0ux=2.

f'(x) est du signe de —6(x + 1) (x —2).

—6(x +1)(x — 2) est du signe du coefficient de x2, -6,
donc négatif a I'extérieur de I'intervalle formé par les
racines et positif entre les racines.

Alors:| f(x) =

3. Tableau de variation sur [—10 ; 10].

x |10 -1 2 10
TEY - 0 + 0 -
7 7
34 2
f) \ / \
. 87
34

4. Léquation de la tangente T a 4 en son point d’abs-
cisse 0 est:
y=fOx-0+=f(0) < y=f0x+f(0)

1
— y:3x+§

Courbe a la fin du corrigé
5. Pour tourner le nombre de points d’intersection de

1
% etde T, onrésout I'équation f(x) =3x+ 3

f)=3x+ 1 — 20° +6x+1 —3x+1
B 2 x+2 2
2x2+6x+1 1
——————|3x+=|=0
X2 +2 2
2x*+6x+1 6x+1
X2 +2 2
2(2x°+6x+1) - (6x+1) (x*+2) _
2(x%+2)

Page 3/4

4x2+12x+2-6x3—12x—x2-2
=0
2(x?+2)

—6x% +3x?

(x? +2)2
> 3x*(-2x+1) =0.
Y= {0; l}
2

% et T ont deux points d’intersection, de coordon-

=0 < —6x°+3x*=0

1 1
nées (0 ; E) (point de tangence) et (E ; 2).
1
Le signe de f(x) - (3x + 5) est celui de 3x%(-2x +1).
1
3x?(—2x+1) s'annule en 0 et >

1
3x°20et—2x+120 < x< X Tableau de signes :

X -10

0 = 10
f(x)—(3x+%) +0+

= N -

1
© est au-dessus de la tangente T pour x < 2 et en

1
dessous pour x = 3 (avec point de tangence en x = 0)

Exercice VI

Partie A

Dans le repere ci-dessous, on note 6y la courbe repré-

sentative d'une fonction f définie sur l'intervalle [-10; 2].
On a placé les points A(0; 2), B(2; 0) et C(—2; 0).

On dispose des renseignements suivants :

» Lepoint B appartient a la courbe 6.

» Ladroite (AC) est tangente en A a la courbe €.

» Latangente ala courbe € au point d’abscisse 1 est
une droite horizontale.

Répondre aux questions suivantes par lecture graphique.



2. f'(1) est le coefficient directeur de la tangente en 1. Tableau de variation :
f'(1) = 0| (tangente horizontale) x -10 1 2
3. Une équation de la tangente a la courbe ¢y au point

e
Aest: / \
y=f'(1)(x— D+ Q).

- 2 '(x) [12e7'° = 0,0005 0
iy =24 yc:gzl; #/(1)=1] On en déduit : /
XC— XA , . N

B — (b) Sur [-10; 1], f(x) pass d’environ 0;0005 a
y=1x(x-0)+2 ' e = 2,7 donc passe par 1; sur [1; 2], f(x) passe

de e 2 0 donc passe par 1.

4. L'équation f(x) = 1 semble avoir deux solutions.

5. f semble croissante sur [-10 ; 1] puis décroissante Léquation f(x) = 1 a donc deux solutions.
sur [1; 2]. A la calculatrice, on trouve que les deux solu-
Partie B tions sont‘ x1=-1,15 ‘et‘ Xy~ 1,84 ‘

Remarque : nous verrons cette démarche plus

Dans cette partie, on cherche a vérifier par le calcul les ré- o ) )
en détail dans un prochain chapitre.

sultats lus graphiquement dans la partie A.
On sait désormais que la fonction f est définie sur l'inter-
valle [-10; 2] par: f(x) = (2— x)e*.

Lo f(0)=2e"=2;f(0)=2]

«[f@=0
item f = wv donc f' = u'v+ uv avec
{u(x):x—z {u’(x):—l
et
v(x)=e" v'(x)=e*
Alors : f'(x) = —e*+ 2 -x)e* = [-1+2 - x]e*

donc| f/(x) = (1-x)e*|.

(a) Alors: f'(1)=0xe' =0;| f'(1)=0
2. Une équation de la tangente a la courbe représenta-
tive de f au point d’abscisse 0 est :
y=f'0)xx+f(0) = y=1x+2 < .
3. (@ f'(x)=(1-x)e" estdusignedel- xcare®>0.
f'(x)=0pour x<1et f'(x) <0pourx=1.

Courbe de I'exercice V
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\ S
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