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I Nombre dérivé, tangente a une courbe

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, a un nombre appartenant a I et 4 un nombre réel non nul
tel que a + h appartienta I.
Soit A le point de la courbe représentative de f d’abscisse a et H le point de la courbe représentative de f
d’abscisse a + h.
fla+h) - f(a)

Lorsque h tend vers 0, le point H se rapproche de A et la sécante (AH) de coefficient directeur 3

se rapproche (dans certains cas) d'une «droite limite ».
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'Déﬁnition

Si le quotient flath-j@

a une limite qui est un nombre réel quand h tend vers 0, on appelle f'(a)
ce nombre limite qu’'on appelle nombre dérivé de f en a.
fla+h) - f(a)

h
La tangente a la courbe % au point d’abscisse a est la droite qui passé par A(a ; f(a)) et de coefficient

directeur f'(a).

On dit que [ est dérivable en a. On écrit [ (a) = }lin})

Exemple : soit f : x — x* définie sur R.
Soit a =3.
fla+h—f@ B+h?*-3* 9+6h+h*-9 6h+h* h(6+h) _

7 . 6+ h.

Lorsqu% h tend vers 0, % + h tend vers 6.
f est dérivable en 3 et f'(3) = 6.

Remarque : il existe des fonctions n"admettant pas de nombre dérivé.
Exemple : soit f la fonction valeur absolue x: x — |x|.

Rappel : |x| = { .
-xsix<0

Etudions si f a un nombre dérivé en 0.

xsix=0

FO+m) = £©) _|kI=10] _I|hl

h ~ h R’ .,
hl h h

-Sih>0,|—h|:E:1donchciI%%:—1. :

x<0
oSih<0,|—Z|:_7h:—llir%|—Z|:1 &

=0 3 442 11 1 2

Lexpression n’a donc pas de limite en 0, la courbe repré- T

sentative de f n’a pas de tangente en 0.

Remarque : cette expression a une limite a gauche et une
limite a droite, on dit que la courbe admet deux demi-
tangentes.

Courbe représentative de x — | x|

II Equation de la tangente

= <l

Proprlete

Soit f une fonction définie sur un intervalle / et soit a € I.

On suppose que | est dérivable en a, donc que f admet un nombre dérivé f'(a) en a.

Alors I'équation de la tangente en a est| y = [ (a)(x — a) + f (a)

Démonstration : f'(a) est le coefficient directeur de la tangente, donc I’équation de cette tangente est de
laforme y = f'(a)x + p.
Calcul de p : par définition, la tangente passe par le point A(a ; f(a)).
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Par conséquent: f(a) = f'(a)a+p dou p = f(a) - f (a)a.
Alors: y= f'(@x+ f(a)- fl(@a= f'(a)x— f'(@a+ f(a) = [ (a)(x—a)+ f(a).

Exemple : f(x) = x* et a = 3. On a trouvé précédemment f’(3) = 6.

Léquation de la tangente a 4’ en 3 est: y = f'(3)(x—3) + f(3) donc y =6(x—3) +9 d’out

IIT Dérivée d’une fonction

‘ rd e .0
Deﬁnltlon
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

On suppose que f admet un nombre dérivé f’(x)pour tout x de 1.
On appelle fonction dérivée de f, notée f’, la fonction f': x — f'(x).

III.1 Dérivée des fonctions usuelles

Fonction Fonction dérivée | Domaine de dérivabilité
f(x) = k constante réelle f’(x)=0 R
fxX)=mx+p flx)=m R
f(x)=x" (nentier,n=>2) | f'(x)=nx"" R
1 !/ 1 *
= — - R
f(x) X f (%) X2
_ 1 : ! _ *
f(x)—ﬁ,nentler,nZZ f(x)——xn+1 R
1
= >0 "(x) = ——= 0; +
) =vVx(x=0) f'(x) N 105 +oo|
fx)=e*surR flx)=¢e* R

Exemples :
o f)=3;f(x=0
e f(x)=x"; f(x)=x" avec n =5.
Alors: f'(x) = nx" ! =5x*

1 1
. f(x):?;f(x)— avecn=7.

==
1 1 1

CFl ) — _ _
Alors: f'(x) s i i
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III.2 Dérivée et opérations

Soient k un réel et u et v deux fonction dérivables sur in intervalle I.

Fonction | Dérivée
(ku) ku'
! !
u+v u+v
! !
uv uv+uv
1 u'
—(u#0) ——
u u
u u'v—uv
—(v#£0) 0
v v

Exemples :
f(x)=5x"; f=kuaveck=5et u(x) =x°.
Alors: f' = (ku)' = ku' avec u'(x) =3x* d’otr: f'(x) =5 x 3x° :.
e f(x)=3x%+5x.

f =u+vavec u(x) = 3x* et v(x) = 5x.

f'=w+v)=u+v avec u'(x) =3 x2x =6x et v'(x)5.

Par conséquent :| f'(x) = u/(x) + V' (x) =6x+5

o f(x)=5x*(7x*+5x+1).
f=uvavecu(x) = 5x% et v(x) =7x* +5x+1.
Onaalors: f' = (uv) =u'v+uv'
u(x) =5x x*> donc ' (x) =5 x 2x = 10x
v est une somme de fonctions, donc v'(x) =7 x2x+5x1+0=14x+5.

Alors : f'(x) = 10x x (7x% + 5x +1) + 5x* x (14x +5) = 70x> + 50x* + 10x + 70x° + 25x* =| 140x” + 75x° + 10x

o f(x)=@Bx+5)Vxsur]0; +oo[

ux)=3x+5
f =uvavec
v(x) = vx
u'(x)=3
f'=wv) =u'v+uv avec
1
! [
v(x)—z\/z
po _3Vxx2y/x+(Bx+5) |9x+5
f(x)—3\/}+(3x+5)x2ﬁ_ N =150
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ux)=7x+5
= — avec
f v

v(x)=2x+3

!
wy u'v-uv wx) =17
f'= (;) =—— 5 —avec
vV(x)=2
o 7@x+3)-2(7x+5) [ 11
Ja= (2x +3)2 | 2x+3)2

IV Dérivée et variation d’une fonction

Théoréme (admis)
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R.
e Si, pour tout x de I, f'(x) > 0, alors f est strictement croissante sur I.
e Si,pourtoutxdel, f '(x) <0, alors f est strictement décroissante sur /.

 Si, pour tout x de I, f'(x) =0, alors f est constante sur I.
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