Droites et systéemes d’équations
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I Equation cartésienne d’une droite

I.1 Vecteur directeur d’une droite
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= i .
Proprlete (admise)
Soient 7 un vecteur non nul et soit A un point.

Lensemble des points M tels que AM et u sont colinéaires est une droite qui passe par A.
Le vecteur u est appelé vecteur directeur de cette droite

(=
Proprletes
Soit d une droite de vecteur directeur # et une droite d’ de vecteur directeur v .

. . pd . ~ g
o Les vecteurs directeur de d sont les veccteurs colinéaires a u.

o Les droites d et d’ sont paralleles si, et seulement si, et v sont colinéaires.
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1.2 Equation cartésienne de droite

' L IV4 rd pd e .0

Proprlete et définition

Soient a, b et c trois réels tels que I'un au moins des nombres a et b est non nul.

Lensemble des points M(x ; y) dont les coordonnées vérifient I'équation ax + by + ¢ = 0 est une droite

. e _b
d de vecteur directeur u ( 4 )

Léquation ax+ by + ¢ = 0 est appelée une équation cartésienne de la droite d.

Exemple : soit I'équation cartésienne 3x —2y — 1 = 0. C’est une droite Z.
Pour x =-1,ontrouve2y=3x—-1=3x(-1)—1=-4donc y = -2.
2 passe par A(—1; —2).

a=3
L'équation est de la forme ax+ by +c=0avec { b=-2
c=-1

Un vecteur directeur est 1 (_ab) donc u (g) .

Représentons cette droite :
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Propriété

Soient a et b deux réels tels que I'un au moins des nombres a et b est non nul.
. . — _b 2 . 2z .
Toute droite de vecteur directeur u ( 4 ) admet une équation cartésienne de la forme ax+ by + ¢ =0,

avecceR
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Exercice : trouver une équation cartésienne de la droite (AB) avec A(1; 5) et B(5,—2).

. . — (4
e Un vecteur directeur de cette droite est AB (_7).

e M € (AB)si, et seulement si, AB et AM sont colinéaires.
M a pour coordonnées (x ; J).

Ondoitavoirdet(E;AL_]\j):O.
— (4 —(x—-1
)
det(@’;m):o@‘

4 x-1
-7 y-5

‘:0©4(y—5)—(—7)(x—1):0©4y—20+7x—7:0© 7x+4y—-27=0

II Equation réduite d’'une droite
II.1 Droite parallele a ’axe des ordonnées
Propriété

Soit d une droite parallele a I’axe des ordonnées.
Léquation cartésienne de d peut se mettre sous la forme x = k, o1 k € R.

Remarque :
« tous les points de la droite d ont une abscisse égale a k et tous les points d’abscisse k appartient a d.

o Une telle droite (parallele a 'axe des ordonnées) ne représente pas une fonction.

II.2 Droite sécante a I’axe des ordonnées

' L V4 pd L] L]
Proprlete et définition
Soit d une droite sécante a ’axe des ordonnées.

L'équation cartésienne de la droite d peut s’écrire sous la forme y = mx + p, ou m et p sont deux réels.
On dit que y = mx + p est'équation réduite de la droite d.

. —(1
Remarque : un vecteur directeur est u (m)

Remarque : c’est I'expression d'une fonction affine.

YB—Y)aA
XB— XA

Rappel:si A(xa; ya) et B(xg; yp) sontdeux points distincts de la droite, ona: m = et m s’appelle

le coefficient directeur.

Propriété

| Deux droites de coefficients directeurs m et m’ sont paralléles si, et seulement si, m = m’.
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III Systemes d’équations linéaires
III.1 Systéemes de deux équations linéaires a deux onconnues
P
Deﬁnltlon
Un systeme de deux équations linéaires a deux inconnues peut d’écrire sous la forme :

ax+by=c
ax+by=c

oua, b,c, a,b etc sontdesréels donnés.

’ Pl . .

Deﬁnltlon

Une solution d’un tel systéme est un couple (x ; y) pour lesquelles les deux équations sont vraies simul-
tanément.

’Déﬁnition

| Résoudre un systéme consiste a trouver tous les couples (x ; y) solutions du systeme.

III.2 Lien avec les droites

ax+by=c < ax+by—c=0quiest!'équation cartésienne d'une droite.
Un systeme de deux équations linéaires a deux inconnues est donc le systeme formé par deux équations car-
tésienne de droites.
Un couple (x ; y) est solution du systéme si, et seulement si, (x; y) sont les coordonnées d’'un point apparte-
nant aux deux droites simultanément.

Trois cas sont possibles :
« les deux droites sont sécantes; elles n'ont qu'un point d’'intersection et le systéme n’a qu'un couple solution.

« les deux droites sont strictement paralleles, donc n’ont aucun point d’intersection : le systéme n’a aucune
solution.

* les deux droites sont confondues : le systeme a une infinité de couples solutions.

Exemples :

3x-2y=5 (Ey)

1. Soitle systéeme :
5x+3y=13 (E,)

e L'équation (E;) s’écrit: 3x—2y—5 =0 qui est 'équation cartésienne d'une droite de vecteur directeur

= 2
Nt
e L'équation (E;) s’écrit: 5x+3y—13 = 0 qui est]’équation cartésienne d'une droite de vecteur directeur
—_— _3
5(3)
o det(u; V)=-10+9=-1#0.

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc les droites sont sécantes; le systéme n’a qu'une solu-
tion (on verra dans le paragraphe suivant comment résoudre ce systéme).
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3x—-2y=5
[ ]
6x—4y=1
Les vecteurs directeurs des deux droites correspondantes sont colinéaires (cordonnées proportion-
nelles); 6 =2 x 3 et —4 = 2 x 2 donc les droites sont paralléles.
2 x5 # 1 donc les droites sont strictement paralleles (équations incompatibles)

Sx—-2y="7

e Soitle systeme
15x—-6y =21

Les vecteurs directeurs des deux droites sont u (5) et v ( ), clairement colinéaires, car v =3 u.

15
Les droites sont paralléles; de plus, les équations sont proportionnelles, donc on a en fait deux fois la
méme équation.

Les deux droites sont confondues : il y a une infinité de couples solutions, correspondant aux coor-
données des points de la droite.

III.3 Méthode de résolution par substitution

On considere un systeme de deux équations linéaires a deux inconnues.
I s’agit, a partir d'une des deux équations, d’exprimer une des inconnues en fonction de I'autre et de rempla-
cer (substituer) par cette expression dans I'autre équation.
Celan’a d’intérét que si I'expression d'une inconnue en fonction de I'autre, est facile (pas de fraction).

Exemple :
3x+y=19 (E
Résoudre : Yy (E1)
2x-5y=7 (E2)

On voit que (E;) équivauta y =19 —3x.

‘Onremplace y par 19 —2x dans (E») :
2Xx—=5(19-3x)=7©2x-95+15x=717x-95=7T17x = 102@.
Ory=19-3xdoncy=19-3x6=1.

Le couple solution est (6; 1) : | = {(6; 1)} |.

III.4 Méthode de résolution par combinaison ou élimination

Exemple :

. 3x-2y=5 (Ey) On additionne:
Reprenons le systeme : . 41
Sx+3y=13 (E2) On obtient: 19x =41 d’oit| x = — |.
On multiplie les termes de chacune des équations par 19

. o . 41
un nombre pour obtenir le méme coefficient pour x | Pour trouver y, ont remplace x par — dans une des
19
ou y.
On additionne ou on soustrait alors les deux équa-
tions pour faire disparaitre I'inconnue ayant le méme

i 28 14
coefficient. o 2y y=—.
19 19

équations initiales :

3x-2 5¢3 - 2 5@123 5=2
X — = X — — = _— =
Y 19 <Y 19 Y

Multiplions la premiere équation par 3 et la
deuxiéme par 2; on obtient :

9x—6y =15 (E}) o {(2.1_4)}
10x+6y =26 (E)) ‘ 19° 19/ |

Page 5/5

~




