Résumé sur les fonctions du second degré

I Fonction carré x — x°

I.1 Définition

(= o ..

Deﬁnltlon
On appelle fonction carré la fonction x — x°.
La fonction carré x — x> est définie sur R.

En effet, on peut calculer x* pour n'importe quelle
valeur de x € R.

I.2 Parité

Déﬁnition

Une fonction f définie sur un ensemble ! est paire si :

o [ est symétrique par rapport a I'origine O du repere (donc, pour tout x € I, —x € I).

e pourtoutx€ I, f(—x) = f(x)

Conséquence graphique : la courbe représentative de cette fonction est symétrique par rapport a I’axe des
ordonnées.

Propriété

| Lafonction carré f:x— x? est paire

Démonstration
o f estdéfinie sur R et R est symétrique par rapporta O.

e Pourtout x€R, f(—x) = (—x)* = x* = f(x)

I.3 Variations

Propriété

| fix— x? est décroissante sur | —oo; 0] et croissante sur [0 ; +ool.

Démonstration :

e Sur [0; +oo[ : soient deux réels x; et x, quelconques de [0; +oo[ avec 0 < x; < Xo.
Il s’agit de comparer les nombres f (x1) = x% et f(x2) = x%.
f(x2) = f(x1) = x5 — x{ = (X2 + x1) x (x2 — x1) =0 donc f (x1) < f (xa).
—_——— —

=0 >0
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En effet, x, + x; = 0 comme somme de nombres positifs et x, — x; > 0 car on a supposé x; < xo.
Les images sont classées dans le méme ordre que les antécédents, donc f est croissante sur [0 ; +ool.

e Sur]—o0; 0] : soient deux réels x; et xo quelconques de ] —oo; 0] avec x; < xp <O0.
Onaleméme calcul: f (x2)—f (x1) = (x2 + x1) % (X2 — x1) < 0 (X1 + X2 < 0) car les deux nombres sont négatifs.
—_——  —\—

<0 >0
Les images cette fois sont classées dans 'ordre inverse des antécédents : la fonction est décroissante.

Remarque : sur | —oo; 0], on aurait pu utiliser la parité de la fonction et la symétrie de la courbe par rapport
I’axe des ordonnées.

Tableau de variation:
X |—oo 0 +00
fx) \ /
0

I.4 Courbe représentative

Pour tracer la courbe, on calcule des coordonnées de points (il en faut plus que deux, puisque la courbe
n’est pas une droite). Comme la courbe est symétrique, on se limite a des points dont les abscisses sont des
valeurs positives et on construit ensuite les points symétriques par rapport a ’axe des ordonnées.

En général, on prend ces cinq valeurs positives :

X 0

S = |

fx)=x*10

La courbe représentative de la fonction carré est appelée parabole.
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Exercice : résoudre graphiquement puis algébriquement I'équation x* = 3x + 2.
On pose f(x) = x> et g(x) =3x+2.
1. Graphiquement :

On trace les courbes représentatives de ces fonctions. Les solutions éventuelles de cette équation sont
les abscisses des points d’intersection de ces deux courbes.

Puisqu’il s’agit d'une lecture graphique, les valeurs trouvées sont des valeurs approchées des solutions.
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On trouve deux solutions: x; = —0,5 et xp = 3,6.

2. Algébriquement : on résout I'équation f(x) = g(x) © x* =3x+2 & x> -3x—2=0.
A=(-3)?-4x1x(-2)=9+8=17>0.
Puisque A > 0, I'’équation a deux solutions :

3-V17 3+V17
2

et x; =
2 2

X1 =

II Fonction polynéme du second degré

II.1 Définitions

Déﬁnition

On appelle fonction polynéome du second degré toute fonction f définie sur R de la forme

f(x)=ax*+bx+c

0~ a, b et c sont des réels appelés coefficients avec a # 0.

Exemples : Exemples de fonctions polyndmes du second degré

fonctions polynome de degré 2 coefficients

f(x)=2x*-5x+3 a=2,b=-5.c=3
f(x)=-x+3 a=-1,b=0,c=3
f(x):—7x2+3x a=-7,b=3,c=0
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Déﬁnition

b
Lexpression f(x) = ax® + bx + ¢ peut s’écrire sous la forme f(x) = a(x—a)?+ f avec a = e et = f(a).

Cette forme est appelée forme canonique

Démonstration :

b\\* b? 5
+c=alx—|-—|| ——+c=|alx—a)" + |en posant

b\?> (b)?
[vze) -z
2a 2a 4qa

b b
a= ~3a ;onaalors = “1a +c = f(a), car en remplacant x par @ dans f(x) = a(x — a)* + f, on trouve S.

b
ax2+bx+c:a(x2+—x +c=a
a

Exemples :

1. Soit P(x) =2x*> —4x+5=ax’*+bx+caveca=2,b=—4etc=>.

b —4
Onaa=-—=- =1
2a 2x2

p=P(a)=P1)=3
Par conséquent P(x) = a(x — @)’ + p=2(x- 1)% +3.

2. P(x)=-5x>+2x—7=ax*+bx+caveca=-5b=2etc=-7.
b 2 1

x=——=- = —
2a 2x(=5) 5
1 1) 1 34
f=Pl@)=P|=|=-5x|=| 42x==-7=—-—.
5 5 5 5
1\ 34
On en déduit P(x) = -5 (x— E) -5

II.2 Variations et représentation graphique

Propriété

La fonction polyndéme de degré 2 définie sur R est :

4 strictement décroissante sur | —oo; @] puis strictement croissante sur [« ; +oo[ si a >0,

4 strictement croissante sur ] — oo ; a]puis strictement décroissante [« ; +oo[sia <0,

Démonstration dans le cas a > 0: Sur [a ; +ool:
On prend deux nombres x; et xp avec & < X1 < Xp.
asx <sxH=>0sx1—-asx—-a=>0<(x - a)2 < (X — a)2 (car la fonction carré est croisante sur [0 ; +oo)
On en déduit0<0 < a(x; — @)’ < a(x; — a)? puis f < a(x; —a)? +p<a(x —a)zﬁ.
Les images sont classées dans le méme ordre que les antécédents, donc la fonction f est croissante sur
[a + ool.

Démonstration analogue sur | —oo; a] etdansle casotta<0
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Tableau de variations et représentation graphique :

=
I
S

fx \ /
0]
p a
Le sommet S a pour coordonner (a ; f3) pl-- _&;Z_ L

minimum

Sy
-

Maximum

Le sommet S a pour coordonner (a ; 3)

1
1

a<0 :

1

1

1

b 1

X |—oo - +00 :
2a I

p 1

1

fx) / \ .
—00 —00 :

1

1

1

1

1

b
2a
Dansunrepere (O A | ), la courbe représentative d'une fonction polynéme de degré 2 est une parabole
Cette parabole admet un axe de symétrie parallele a 'axe des ordonnées.

Remarque : pour calculer f(x) = a(x — a)? + 8, on effectue plusieurs transformations successives :
x— (x—a)?— alx—a)® — alx—a)* +p.
La premiere transformation correspond a une translation parallelement a I’axe des abscisses de a unités; la
deuxieme, multiplication par a, correspond a une dilatation (et un renversementsi a < 0) et la troisieme a une
translation parallelement a I’axe des ordonnées de f unités.
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