Fonction dérivée
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I Nombre dérivé et tangente

I.1 Taux d’accroissement

Déﬁnition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I; soient A(a; f(a)) et B(b; f(b)) deux points de la courbe
¢y représentative de f.

A b) - f(a
Le taux d’accroissement de f entre a et b est le quotient A—i = %




Exemple :

\]

Ce taux d’accroissement est le coefficient directeur de la droite sécante (AB) a la courbe € 2

I.2 Nombre dérivé

Déﬁnition
On suppose A(a; f(a)) fixe et on considére un point M variable. On note a + h 'abscisse de A.
fla+h)-f(a)

A .

tend vers un réel quand & tend vers 0, la sécante tend vers une « croie

Le taux d’accroissement entre a et a + h est

fla+h)—f(a)

Si ce nombre
limite »appelée tangente a la courbe ¢ en a et ce nombre limite est appelé nombre dérivé de f en a.

f(a+h)—f(a))
A .

On ne note f’(a) et on écrit: f'(a) = }liII(l)(

Remarque: f'(a) est alors le coefficient directeur de la tangente a la courbe € en a.
Exemples :

Exemple 1 f(x)=x*

fla+h)-f(a) (a+h?—h*> a*+2ah+h*—a®
h - h - h

f'(@) =2a|

Le coefficient directeur de la tangente a ¢y en a est 2a.

=2a+ h qui tend vers 2a quand h tend vers 0.

1
Exemple2 f(x) = p

h) - L1k 1
flax =@ @5 ~a _ aad _ qui tend vers —— quand h tend vers 0.
h h h ala+h) a?

] 1
f(d):—?

1
Le coefficient directeur de la tangente a ¢y en a est ——.
a
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1.3 Equation de la tangente en a

La tangente en a a pour coefficient directeur le nombre f’(a).
Son équation est de la forme y = mx + p avec m = f’(a) donc y = f'(a)x + p.
La droite passe par le point de coordonnées (a ; f(a)) donc les coordonnées de ce point vérifient 'équation :
fla)=f'(a)a+ p.

p=-fa)a+ f(a)

Onendéduit: y= f((@)x— f (@a+ f(a) = f(a)(x—a) = f(a).

Propriété

| Léquation réduite de la tangente en a a la courbe €y est| y = f'(a)(x — a) = f(a)

Exercicesn®1; 2; 3 page 119

IT Fonction dérivée
II.1 Fonction dérivée

Exemple : soit [ : x — x°.
Pour chaque nombre a, on peut calculer le nombre dérivé f'(a) = 2a.
A chaque valeur de a, on peut associer le nombre dérivé f'(a) = 2a.
On définit ainsi une fonction f': a— f'(a).

- rd e .0
Deﬁnltlon
Soit f une fonction définie sur un intervalle / et admettant en chaque valeur a de I un nombre dérivé

f(a).

On appelle fonction dérivée de f la fonction f: x— f'(x)

Exemples :

e Si f:x— x*surR,alors f':x— 2x

1 1
. Sif:x»—»;sur]—oo; O[ousur]0; :oo[,alorsf’:x»—»—?
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1.2 Dérivée des fonctions usuelles

Fonction f Fonction dérivée f’
f(x) =k, k € R (fonctions constantes) flx)=0
f(x) = ax + b (fonctions affines) flx)=a
fx)=x fx)=1
flx) =x° fl(x) =2x
fx)=x",AeN (n=2) fl(x) = nx"!
_I ) = —
f(xi—x f)= e
f(x)zﬁ,nel\l* f(JC):l—W
_ () — =
fX)=vVx(x=0) f(x)—zﬁ,x>0

Exemples :
o f(x)=x; f(x)=x" avec n =3 donc f'(x) = nx""" =

e fx)=x"=x"avecn=7:f(x) = nx"' =7x%donc| f'(x) = 7x°

1 1 n
. f(x)=F:Fabvecn:5doncf’(x):—W: -

1.3 Dérivée d'une somme

- [ 3P4 2

Proprlete

Soient f et g deux fonctions définies et dérivables sur un méme intervalle 1.
Alors f + g estdérivableet (f+g) = f'+ g’

Exemple : u(x) = O+x*u= f+gavec f(x) = x° et g(x) = X2,
u=(f+g =f+g avec f'(x)= 5x* et g'(x) =2x.
On en déduit| u/(x) = 5x* +2x|.

II.4 Dérivée du produit d'un réel par une fonction

- [ 3P4 V4

Proprlete

Soit k un réel et soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.
Alors kf est dérivable sur I et (kf) = kf’.

Exemples :
1. f(x)=2x"; f=kuavec k=2et u(x) = x°.

f'=ku' avec u'(x) =5x* donc f'(x) =2 x5x* d’otr| f'(x) = 10x* |,
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II.5 Dérivée d’'une fonction polynome

Exemple : Soit f: x— 3x° +7x* +2x — 1.
On peut voir f comme f =3u—7v+2w -t avec u(x) = x°, v(x) = x%, w(x) = xet t(x) = 1.

On a vu que la dérivée d'une somme est la somme des dérivées et en appliquant la propriété sur la dérivée
d’'une constante multipliée par une fonction, on obtient :

fl=3u -7V +2uw -t avec u/(x) =5x*, V' (x) =2x, W' (x) =1et t'(x) = 0.
On en déduit f'(x) =3 x5x* = 7x2x+2x1-0donc| f'(x) = 15x" — 14x+2

II.6 Dérivée d'un produit de deux fonctions

Propriété

Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un méme intervalle I, alors u x v est dérivable sur I et

(wv) =v'v+uv

Exemples
a) f(x)=(7x-52x+3); f=uvavecu(x)=7x—-5etv(x)=2x+3.

f'=wv) =dvv+uv avec u'(x) =7 et v'(x) = 2.

On en déduit f'(x) = 7(2x+3) + (7x—5) x 2=7(2x +3) +2(7x—5) = 14x+ 21 + 14x - 10=[28x + 11|
b) f(x)=@x+3)Vx; f=uvavec u(x) =2x+3 et v(x) = Vx.

1
=u'v+uv avecu'(x) =2et V' (x) = )
/ év/x
2
1 2vx) +2x+3 4x+2x+3 6x+3 |[3Q2x+1
Alors f/(x) =2vx+ (2x+3) x :(\/_) = = = ( )
2v/x 2v/x 2Vx 2v/x 2V/x

I1.7 Dérivée de I'inverse d’une fonction

< L IV4 V4
Proprlete
Soit u ne fonction dérivable sur un intervalle I et ne s’annulant pas.
1 1) u
Alors — est dérivable sur I et (—) =-=.
u u u

Exemple
1
x)=———surR: f = = avec u(x) = x> + x + 1 qui ne sannume pas sur R.
A ), x2+lx+1 f u (x) d p
1 u
f':(—) =—— avec u'(x) = 2x+1.
u u

2x+1

Par conséquent :| f'(x) = ————
q YRS xX2+x+1

II.8 Dérivée d’'un quotient
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‘ L V4 V4
Proprlete
Soient u et v deux fonction dérivables sur I, v ne s’annulant pas sur I.
u . uy  uv—-uv
Alors — est dérivable et (—) ——
v v

v2

Exemple :
£ 2x+3 s R\{l}
= ur —r.
7x—1 7
u
f=—avecu(x)=2x+3etv(x)=7x-1.
v
uv—uv
fl=——=—avecu'(x)=2et v'(x) =7.
v
) , 27x-1)-72x+3) 14x-2-14x-21 23
Par conséquent : f'(x) = = =|-
(2x+3)? (2x+3)? (2x+3)?

IIT Sens de variation et dérivée

r V4 N

Theoreme

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.

o Si f’ est strictement positive (en s'annulant éventuellement en des points isolés), alors f est croissante.

e Si f'=0sur I, alors f est constante sur I.

o Si f’ est strictement négative (en s’'annulant éventuellement en des points isolés), alors f est décrois-
sante.

Exemples :

1. f:x—xsurR; f'(x) =3x* =0 (f'(x) = 0 pour x =0).
f estdonc croissante sur R, ¢y admettant une tangente horizontale en 0
Tableau de variation :

X —00 +00

flx) +
f(x) /

2. Soit f=x—x*: f(x)=2x; f(X) =0 x=0; f/(x) >0 x>0
On en déduit le tableau de variation

X |—oo 0 +00o
f'(x) - 0 +
fx) \ /
0
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3. Soit f:x— x> +5x> +3x—1surR.
f'(x) =3x*+10x+3

P 1
Etudions le signe : A =100—-36 =64 > 0.1l y a deuxracines : -3 et -3

1
Le coefficient de x° est 3, positif, donc 3x°+10x+3 est positif (du signe de 3) sur | —oo; —3]U ~3 5 +00
1
et négatif sur [-3; “3l
On en déduit le tableau de variation :
1
X —00 -3 3 +00
3x°+10x+3 + 0 - 0 +

w7
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IV Liens Internet vers le site euler pour s’entrainer

Exercices guidés :

Calculer la fonction dérivée d'une fonction polynome en indiquant les propriétés utilisées

Calculer la fonction dérivée de I'inverse d'une fonction polynéme en indiquant les propriétés utilisées

Calculer la fonction dérivée d'une fonction rationnelle en indiquant les propriétés utilisées

Calculer la fonction dérivée du produit d'une fonction polyndme et de la fonction racine carrée en indiquant les pr
Calculer la fonction dérivée du produit de deux fonctions polynémes en indiquant les propriétés utilisées

Calculer la fonction dérivée d'une fonction homographique en indiquant les propriétés utilisée

Générateur d’exercices (cliquer sur format .pdf)

Expression algébrique de la fonction dérivée d'une fonction monéme

Expression algébrique de la fonction dérivée d'une fonction polynome

Expression algébrique de la fonction dérivée de I'inverse d'une fonction polynéme

Expression algébrique de la fonction dérivée d'une fonction rationnelle

Expression algébrique de la fonction dérivée du produit d'une fonction polyndéme et de la fonction racine carrée
Expression algébrique de la fonction dérivée du quotient d'une fonction polynéme et de la fonction racine carrée
Expression algébrique de la fonction dérivée du produit de deux fonctions polynémes

Expression algébrique de la fonction dérivée d'une fonction homographique

Expression algébrique de la fonction dérivée d'une fonction rationnelle dont le numérateur est une fonction affine

Expression algébrique de la fonction dérivée d'une fonction rationnelle dont le numérateur est une fonction trinon
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http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/pi/derivee/operations/derivee39.jsp
http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/pi/derivee/operations/derivee40.jspCalculer la fonction d�riv�e de l'inverse d'une fonction polyn�me en indiquant les propri�t�s utilis�es 
http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/pi/derivee/operations/derivee41.jsp
http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/pi/derivee/operations/derivee46.jsp
http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/pi/derivee/operations/derivee47.jsp
http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/pi/derivee/operations/derivee48.jsp
http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/pi/derivee/operations/latex/derivee1.jsp
http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/pi/derivee/operations/latex/derivee2.jsp
http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/pi/derivee/operations/latex/derivee3.jsp
http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/pi/derivee/operations/latex/derivee4.jsp
http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/pi/derivee/operations/latex/derivee9.jsp
http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/pi/derivee/operations/latex/derivee10.jsp
http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/pi/derivee/operations/latex/derivee11.jsp
http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/pi/derivee/operations/latex/derivee12.jsp
http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/pi/derivee/operations/latex/derivee13.jsp
http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/pi/derivee/operations/latex/derivee14.jsp
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