J’écris « rac » au lieu du symbole de racine carrée, « N » pour l’ensemble des entiers naturels, et « inf » au lieu du symbole de l’infini.
J’espère ainsi éviter les trous qui remplacent les formules pour certains d’entre vous.

Enoncé de l’exercice

La suite  (un ) est définie par 

    u0 = 0           et  pour tout  n  de N     un+1  = rac( un + 6 ) .

1) Démontrer que la suite  (un )  est majorée par 3.

2) Démontre que la suite  (un )  est croissante.

Correction de la question 1)
On remarque d’abord que pour tout  n  de  N, on a  un+1 positif ou nul car une racine carrée est toujours positive ou nulle. 
D’où   u n   positif ou nul pour tout  n  de  N*.

Comme de plus   u0 = 0 ,  on en déduit que    u n   est positif ou nul pour tout  n  de  N. 

On va démonter que la suite  (un )  est majorée par  3  par récurrence.
Pour  n  élément de  N, on pose  Pn :  u n < 3 .

Je n’ose pas utiliser le symbole  « inférieur ou égal » ; j’utilise donc   <   à la place. En fait l’inégalité stricte est vraie et se démontre exactement de la même façon.

-  Initialisation :  u0 < 3  est vraie car  u0 = 0  .

-  Hérédité :  On suppose  Pn  vraie  pour  un certain  n  de  N.

On suppose donc      u n < 3 .     On a alors    u n  + 6  <  9 .

La fonction racine carrée est croissante stricte sur l’intervalle [ 0 ; + inf [, donc   rac( u n  + 6  )  <  rac( 9 ) ; c'est-à-dire     un+1  <  3 .

Pn+1  est donc vraie sous réserve que  Pn  le soit.

-  D’après le principe de récurrence,  Pn  est vraie pour tout  n de  N.

On a donc, pour tout  n  de  N,   u n < 3 .

La suite  (un )  est majorée par le réel  3.

Remarque 1 : Pour éviter la remarque préliminaire, on aurait pu poser

                   Qn :   0  =<  u n  < 3 .

« =< » remplaçant le symbole « inférieur ou égal » .

Remarque  2 : La question 2) était déjà pratiquement complètement corrigée. 

 Remarque  3 : Si on veut démontrer 2) sans utiliser 3), on choisit de poser  Rn :   0  =<  u n   =<  un+1  .

Pour cette démarche, voir l’exercice résolu 4 page 13. Attention,  n  est supérieur ou égal à 0 dans la conclusion.
Pour calculer les premiers termes de l’exercice ci-contre, vous pouvez faire ceci :
Taper  0  puis   entrer ou enter

actionnez la touche   racine carrée  (au dessus de x2)

actionnez la touche   rep   ou   ans  (au dessus du moins en bas)

puis   + 6    et fermez la parenthèse

tapez enter ou enter autant de fois que vous voulez de termes.

C’est amusant, mais il faut que vous appreniez à utiliser le mode séquentiel de votre calculatrice pour les suites ! 
Pour cela consultez l’intérieur de la couverture de votre livre : B SUITES
Ne cherchez pas le TD2 page 162, il n’existe pas...

Attention,  le  u  de u(n-1) n’est pas celui de alpha mais celui au dessus du 7.

Testez votre savoir faire avec des suites que nous avons déjà rencontrées.

Pou la suite ci-contre par exemple, il faut utiliser  u(n) = rac(u(n- 1) +6 ) .

Pour la somme des cubes, il faut utiliser  u(n) = u(n- 1) + n3.

Pour la somme des carrés (ex 33 p16), c’est  u(n) = u(n- 1) + n2 .
