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Planche n° 1: Pour s’entrainer a la plage

Chercher les quatre premiers exercices pour la rentrée.

Exercice 1

Etablir le tableaux de signes de ces expressions.

programme de la STI2D ! Nous verrons cela & la rentrée.

Il est inutile d’utiliser les techniques de calcul de A dont pourrait vous
parler votre cousine ou votre oncle. En effet, cela n’est pas officiellement au

a) e)
~(z-1)(z+2) zt - 22
b)
-2x+3 f)
c) 22 - 3x
~2(x+5)2+3z+15
(x+5) 2
d) , L2 2
(z+2)"-5 -4 x+4

Exercice 2

Résoudre ces équations et inéquations.

a) 2r+4=x+2 e) (v+4) 2 (x+4)>
b) —(z 1)>2x 3 3

oBre ERCE
d)i g) ﬁ21

Exercice 3

Résoudre ces équations.

a) 3¢ +2=5 e) e** =2¢”
b) e*+2=1 f) (2 =1
c) (e ) +2=4 g) 2@ =4
d) e +e”=-1 h) In(3z+2)=0

Exercice 4

Soit la fonction :
g: R-{-1} - R
2x

1: = x+1

On note C, sa courbe représentative et D la droite d’équation y = 4x

1. Existe-t-il des tangentes & C, paralléles & D ? Si oui, combien ?

h)

T (@-2)?

1 _ 1
(x-2) (z-2)3

oT N 4
(x-3)(x+2) 3-

v
8

r+4

In(x) -In(4z) =5

In(z) - In(z*) =5

In(z) - In(z*) +1n(3) =0
ecos(w) =1

2. Existe-t-il des tangentes & C4 qui passent par l'origine du repére 7 Si oui, combien 7



Exercice 5

Etablir les tableaux de signes des expressions suivantes.

a) c)
o 251? 1+ L - 7
r+l o am+l 6(r—1) 3(x+3)
b) d)
N 21 N 1 14 154 B 44
4(x-5) 4(x+1) 75(x—-3)  T5(x+2)
Exercice 6
Résoudre dans R les équations ci-dessous :
a) 2 +1=2x e) z* =222
b) 22 -z =V2(z+1) f) a*=1
4 —
¢) (z+1)(22+2x-3)=0 g)ai +1=0
d) 2=z h) = =2x+1
x
Exercice 7
Résoudre dans R les équations ci-dessous :
a) 23-392+70=0 d) 2> +22% -2 =2
b) z® +6 =3z + 222 e) ¥ —a2?+x-1=0
¢) ¥3 -2z =22-2 f) ' -422+3=0

Exercice 8

Résoudre les inéquations suivantes :

a) 6r+5<-4x+3 g) zt > a?

b) 3z +2>5x-1 h) (22 +x+1)2-4(z?-2+1)2
¢) 2? <4z i) 2 +22%-3<0

d) (z+5)(x-2)<0 j)i— 3

e) x(x+2)<2x+6 r-1 w+2

f) 23 < k) 2i:x<1

Exercice 9

>0

15 15

S e 2we )

r-2 x+2 18
r+2 x-2 a2-4

(x—l)Q_(x+2)2_O
x+1 x-2/)

Déterminer ’ensemble de définition, puis calculer la dérivée des fonctions suivantes.

2
1
flzx»—>x+ fora e In(z?-1)
z-1
5
farx e exp(a® - 1) R (@)
Inz

f3:a— cos(2x) - sin(3x)



Exercice 10

On se place dans le plan complexe. Dans les cas suivants, préciser I’ensemble des points dont affixe z
vérifie I’équation ou le systéme d’équations. On pourra s’aider de dessins.

(a) |z +i]=1 © arg(z+1) = =
|2| =1

(b) [zl =lz-1] (d) [zl =lz-1]=1
Exercice 11

1. Calculer T _ T En déduire la valeur de cos (1) et sin (1)

3 4 12 12

2. En remarquant que 2 x g = %, calculer la valeur de cos (g) et sin (g)
Exercice 12
Résoudre dans R les équations ou inéquations suivantes :
a) sin(2z) = sin(z) cos?(z) - %COS(:C) +3=0 m) sin(2z) + sin(6z) = sin(4z)

g
cos(z) < —@ h) cos(2x) + cos(x) =0
cos(2z) -3 cos(z)+2=0
cos(2z) —sin(z) =1 o) cos(z) > cos(z — =
1++/3sin(2z) - cos(4z) = 0 ) (1) > cos( 6)

V3tan(z) +4sin®(z) = 0 p) V3 -4cos?(z) > 1+ 3sin(x)

=)

n) 6cos(2z) - 1 = 6tan®(z)

o

cos(z) = sin(3z) i

joR

e) tan(3z-7/5) = tan(z +4n/5) k

)
)
)
) sin(x) = —cos(x) J
)
f) sin(2z)(v/3 + 2sin(2z)) = 0 1

Exercice 13

Résoudre dans R les équations ci-dessous de paramétre réel m :

a) (m-1)z+1=0 d) 2*+2ma?+1=0 ) x—2m:m_1
b) 2mx -3 =x+5m 9z + 1 mz +5
¢) 22 +mx-2m2=0 e) =m

T+3

Exercice 14

Déterminer selon les valeurs du réel m le signe des trindmes suivants :

A =227 —mzx-m? B=maz?+2(2m+ 1)z +1

Exercice 15

Comparer les expressions A et B suivantes :

a)




Exercice 16

Résoudre dans R les équations ou inéquations suivantes :

a) Ve+1l=v2z-3 c) V1i-2z=xz+1
b) Va2-3x-3=x+2 d) Ve+1l<v3-2z

Exercice 17

X

On rappelle que la valeur absolue d’un réel x est définie par |z| = { y

et inéquations suivantes.

(a) |2[=3; (8) [z -2[<

(b) [z]=-2 (h) |z -2[<
(@||g3 (i) |22 - |:

(d) |z |z3 G) |o? -8z +11|=
(e) |z |2 (k) |2% - 8m+11|<4
(f) |z - @) |z +1=[22-3;

(m) |1-2z|=

e) Va2 +bx+3<x+2
f) 2-z<Vr+1

six >0,

. Résoudre les équations
six<O0.

T+ 1;

(n) |22 -3z - 3|
2

=x+2;

)
)
(0) |z* +5z+3|<z+2;
(p) 2-z<fz+1];
(@) |z[+]z+1]=
(r) |[z=7]+]x-2|<3.



Corrigé de la planche n° 1: Pour s’entrainer a la plage

Exercice 1

On donne directement les formes factorisées et le tableau de signes.

a)

x —00 -2 1 +0o
1 - - _
(z-1) - - 0 +
(x +2) - 0 + +
—(z-1)(x+2) - 0 + 0 -
b)
T —00 3 +00
-2 - —
(=) -0
2(e-3) 0 -
)
T —00 -5 -1 +00
i) - _ _
(z +5) - 0 + +
(=+3) - 0
-2(z+5)(z+1) - 0 + 0 -
d)



z —o0 -2-V6  -2+6 +00
(z+2+5) 0
(z+2-V5) 0
(z+2-V5)(z+2+V5) 0 0
x ~00 -1 0 1 +00
z? + 0
(z - 1) - 0
(z+1) -0
a?(z—~1)(z +1) + 0 0 0
x —o0 -3 0 3 +00
@ 0
(x-3) 0
(z+V3) 0
(z-/3) (2 +3) 0 0 0
x ~00 -4 0 4 +00
x? + 0
(z - 4)(z +4) + 0 0




i)

x —00 -1 2 5 +00
(z-5)(x+1) + 0 - - 0 +
(z - 2)? + + 0 + +
(x=5)(x+1)
T (@-22 A B

Pour faire le tableau de signes, on remarque que (x —2)? est de méme signe que (z —2). De maniére
générale, (x —2)" est du signe de (z —2) quand n est un nombre entier impair.

x —00 1 2 3

+00

(z-3)(x-1) + 0 - - 0 +

(z -2)3 - - 0 + +

(2=3)(x-1)
(a-2)°

Exercice 2

a

=

)
)
)
)

Q. o

)

@

s

)
)
h)

1

o]

On obtient 'unique solution x = 2.

On obtient l'intervalle z € |-o0; 3!].

On obtient 'union d’intervalles x € [-1; 0] U [1; +oo].
0fv]
On obtient 'union d’intervalles x €] — co; —4]

On obtient 'union d’intervalles x €] — co; 1[U]1; +oo[, ce qui s’écrit aussi z € R\{1}.
On obtient 'union d’intervalles x € [1 - \/3; 1[ U ]1; 1+ \/3]

On obtient x € |-2; 2] u]3; +oo.

9
On obtient z €] - 4; 0].

On obtient 'union d’intervalles x €] - 1; 1; +oo[.

U [-3; +oo[.

Exercice 3

a)

=

o

)
)
)

o

Pour tout z, 3e* +2=5 <= e” =1. On obtient 'unique solution x = 0.

Pour tout x, e* +2=1 <= ¥ =-1. Il n’y a pas de solution.

In(2)

Pour tout z, (em)2 +2=4 < e** =2 <= 2z =In(2). On obtient I"'unique solution x =

Pour tout z, €*® + e = -1 est impossible car exponentielle ne prend que des valeurs strictement
positives. Il n’y a pas de solution.

Pour tout z, e2* = 2e* <= e® (e —2) = 0. Or exponentielle ne s’annule pas. On a donc une unique
solution z =1n(2).

On obtient 'unique solution x = 0.
On a pour tout z, e2'(®) =4 «— 2In(x) = In(2?) < z=2.

L’expression est valide pour tout 3z + 2 > 0. On raisonne donc pour x > ;32 :

Onaln(3z+2)=0 < 3z+2=1 — gc:_?l.



i) Pour tout z >0, on a In(z) —In(4z) =5 < 1n(ﬁ) =5 < -1In(4) =5, ce qui est faux. Il n’y a
donc pas de solutions.

j) Pour tout x >0, In(z) —~In(z?) =5 <= In(x) -4In(z) =5 < In(z) = _?5
L’unique solution est donc z = e%/3.

k) Pour tout z > 0, In(z) —In(z*) +In(3) =0 <= -3In(z) = -In(3).
L’unique solution est donc x = en(3)/3 — NE)

1) Pour tout x, e®*(*) =1 <= cos(z) =0 < z¢ {g + km avec k € Z}.

Exercice 4

1. On rappelle que deux droites affines sont paralléles si et seulement si elles ont le méme coefficient
directeur.
Il s’agit donc de savoir si I'une des tangentes a pour coefficient directeur 4.

Mais nous savons que, pour tout nombre a # —1, le coefficient directeur du point d’abscisse a est
g'(a). Un petit calcul donne ¢'(a) = ﬁ Il s’agit donc de résoudre, pour tout a # -1 :

2
"a)=4 = ——— =4
g(a) (a+1)2
2-4(a+1)?
(a+1)2
L_(a+1)?
—4|2—7 (a+1) =0
(a+1)2
2 2
@(@—(a+1))(§+(a+l))20 <:>a:—1+§oua:a:—1—§
Il y a donc deux tangentes qui conviennent. Ce sont celles relatives aux deux abscisses trouvées
plus haut.
2. On rappelle que pour un point d’abscisse a # —1, ’équation de la tangente est y = f'(a)(z-a)+ f(a).
L’ordonnée & lorigine de la tangente est donc f(a) —af’(a).
Il s’agit donc de savoir si cette ordonnée & l'origine peut éventuellement étre nulle. On va donc
résoudre, pour tout a + -1 :

2a 2a
a+1l (a+1)2
2a(a+1)-2a
R )
(a+1)?
— 72&
(a+1)2

f(a)~af'(a)=0 =

On obtient ainsi I'unique tangente correspondant & 1’abscisse nulle.

Exercice 6

Voici les solutions de ces équations :
a) {1}
b) {\/§+1+\/6\/§+3' \/§+1—\/6\/§+3}

2 2
o) {-1; 1; -3}
d) {0; -1; 1}
e) {0; v2; -2}
f) {1; -1}



Exercice 7

Voici les solutions de ces équations :

a) {2; 5; -7}

b) {2; -V3; V3}

¢) {1;-v2; V2}

d) {1; -1; -2}

e) {1}

f) {-v3; V3; -1; 1}
g) {0; —v2; V2}

h) {1}

Exercice 8

Voici les solutions de ces inéquations :

(a) ]—00; —é[;

(d) [-5; 2];

(8) ]-o0; —1[U{0} U[1; +oo;

(4) 1-11; =2[ U ]1; +oo;
D e |

Exercice 11

3

1. On utilise les formules usuelles. On obtient :

COS (

i)
12

(b) ]—oo; 5]; (c) 10; 4]

(e) ]-V6; V6]; (f) J-oo; —1[u ]0; 1[;

a [255 2 () 1-1; 1

(k) ] =005 1[u]2; +oof; (1) ] =005 =7[;

(n) ]—w; _\/Ag_g[u]l; \/4—;_3[@5; +oo[;  (0) ]—o00; =3[
_V6+V2 : ( )_ V6 +V/2
= et sm|—|=

4 1 4

2. On sait, a partir des formules de duplication que :

cos? (f) =
8

Or, cos (%) et sin (g) sont positifs car

™

os(—
8

)

1+cos(§) ot sin2(ﬁ): l—cos(%)
2 8 2
5 € ]O; %[ On obtient donc, aprés calcul :
= 2+ V2 et sin(ﬁ): 2-V2
2 8 2



Exercice 12

On donne les mesures principales des solutions, toutes définies 4 un multiple entier de 27 prés.

a) {0; m 55 5}

b) [ %]

ORG i = Sl i

d) {5 )

e) {35 0; 55 7}
DA{Z05m 3 T35
e {0 5 5}

) {5 5 7}

D {0 5 5}

A 0w

W) {5 5 3 % 3 )
DA 5T 0T

w) {0 B T R R )
n) {5 & T T

o) [ 5]

p) [% 7]

Exercice 16

a) On obtient {4}.
b) On obtient {-1}.
c) On obtient {0}.
)

] 2
@) On obtient |-1; .
e) On obtient _5+Tl3; 1[.
f) On obtient y; +w[.




Planche n° 2: Logique

Exercice 1

Soient P et Q deux propositions. Montrer, en écrivant les tables de vérité, que les propositions « P = @ »
et «non P ou @ » sont équivalentes.
De méme, montrer que les propositions « P <= @Q » et « (P = Q) et (Q = P) »sont équivalentes.

Exercice 2

Soient P, @ et R trois propositions. A 1’aide de tables de vérités, montrer les équivalences des propositions
suivantes :

a) (PvQ)=—=Ret (P=—= R)A(Q = R)
b) (P=Q)A(Q=—=>R)A(R=P)et (P<=Q)A(Q < R)

Exercice 3

Dire si les énoncés suivants sont vrais ou faux puis écrire la négation de ceux qui sont faux.

(a) 1+1=2et5+2=6 (f) Iz eRz+2 (k) VneN,3keN,n=2k
(b) 1+1=20ub+2=6 (g) Yz eR,e*>0 (1) Vz eR,VyeR,y > —z>
() 1+1=2=5+2=6 (h) VzeR,e®>1 (m) VzeR,IyeR,y>-z?
(d) 5+42=6=1+1=2 (i) 3y €]0,+oo[,Iny =1 (n) Iz eR,Vy e R,y > —2>
(e) Ve eR,z#2 (G) Az eR,cos2=0 (0) Iz eR,y e R,y > —z?

Exercice 4

Soit x un réel. Dans chacun des cas suivants, écrire le lien logique entre les deux propriétés (sens de
Pimplication ou équivalence).

a) r=letx=1; g) v<-2etz?>4;
b) z>1etx>2; h)xZQetlgl;
c)x<letx=1; xl 2
d) z>letz=1; i)a:g—letgz—l;
e) z+3>4detx>1; j)a:>3eta:2>3a:'
f) 23 =222 et x=2; k) x>-3et 22> -3x.

Exercice 5
Dans chacun des cas suivants, comprendre le sens des deux phrases proposées et déterminer leur valeur

de vérité.

1. (a) VneN,3N eN,n < N. 2. Soit f une fonction réelle définie sur R.
(b) IneN,YN eN,n<N. (a) Vo eR,IyeR,y = f(z).
(b) JyeR,Vz eR,y = f(x).

Exercice 6

Soit f une fonction réelle définie sur R.



1. Traduire les propositions suivantes en lan- formel (a l’aide des quantificateurs)

gage naturel et les interpréter. (a) N’importe quel nombre compris entre 2

(a) Yu,veR, u<v= f(u) < f(v) et 3 posséde un antécédent par f.

(b) Jzg e R/Vz eR, f(z) < f(x0) (b) f est une fonction constante.

(¢) Jxp e R/ f(wp) =1 (c) f n’est pas une fonction constante.

(d) VxeR, f(z)+0 (d) f est une fonction polynome du second
2. En s’inspirant de la question précédente, tra- degre.

duire les propositions suivantes en langage (e) f est décroissante.

Exercice 7

Soient A et B deux parties d’'un ensemble E. Ecrire en langage formel les propositions suivantes :
(a) A et B ne sont pas disjointes.

(b) Il y a un et un seul élément commun a A et B.

(c) A n’est pas incluse dans B.

(d) A et B sont complémentaires.

Exercice 8

Soient A, B et C trois parties d’'un ensemble E. Montrer les propositions suivantes :

(a) (A%)°=A. (d) (AnB)c(CnB))A((AuB)c(CuB)) =
(b) Ac B=—= B°c A" (AcC).
(c) AnB*=AnC°«<—= AnB=AnC. (e) (AnB)uU(AnB)=A.

Exercice 9

Soient x et y deux nombres réels. Montrer :
(@) z+y>1= ((x >1/2) ou (y > 1/2)).
(b) 22 +9%>=0= ((x=0) et (y=0)).

Indication: On pourra raisonner par contraposée. Les propositions réciproques sont-elles vraies ?

Exercice 10

Montrer qu’un nombre entier est pair si et seulement si son carré est pair. Quelle proposition peut-on en
déduire concernant les nombre impairs ?

Exercice 11

Nadia est prisonniére d’un roi logicien qui lui propose comme défi de deviner la couleur des cheveux de
ses enfants. Il aligne donc devant elle ses cinq enfants, cheveux cachés et lui annonce :

« Parmi mes enfants, trois sont blonds et les autres sont bruns. Ceux qui sont blonds mentent toujours
tandis que les bruns disent toujours la vérité. Pourras-tu en un minimum de questions, deviner la couleurs
des cheveux de mes enfants ? »

Nadia accepte le défi, se présente devant le premier enfant et lui demande « de quelle couleur sont tes
cheveux 7 »

Cet enfant lui répond en langage des signes, langue que Nadia ne maitrise pas mais que connaissent les
autres fréres.

Puis elle se présente devant le second enfant et lui demande « qu’a répondu ton frére? ». Celui-ci dit « il
a répondu "mes cheveux sont blonds." »

Enfin, elle va vers le troisiéme enfant et lui demande « quelle est la couleur des cheveux des deux personnes
précédentes ? ». Celui-ci répond « la premiére a les cheveux bruns tandis que la seconde est blonde. »

Nadia annonce alors au roi connaitre la couleur des cheveux de tous ses enfants. Comment est-ce possible 7



Corrigé de la planche n° 2: Logique

Exercice 2
a) Comme suggéré on fait la table de vérité :

PvQ | (PvQ)=—R

I

(P == R)A(Q = R)

o o | | <] < <| <|
o | <| <| = | <{ <|©
o <| | <{ | <| = <|
o o <| < <{ < <{ =
<| <= <| = <{ = <
<< <| <= <= <
o
<|<{=<|<{<[=]
>
<| <| = <| = <{ | <

Les colonnes 5 et 8 sont identiques, ce qui prouve 1’équivalence des deux opérations logiques.

b) Faisons de méme la table de vérité :

P—Q | Q=—R (P=—=Q)A(Q=R)A(R==P) | (P < Q)A(Q < R)
\% \%

o sl <l < < < o
SN EEEEER
sof <[l <=l <= <{ =
B
SEEEEEEEI]
9

<SS <<
<SP SIS
<)
B e e e s/ B> s>

Les deux derniéres colonnes sont identiques, ce qui permet de conclure.

Exercice 3

Dire si les énoncés suivants sont vrais ou faux puis écrire la négation de ceux qui sont faux.
(a) C’est faux. Le contraire est « 1+1#2 oub5+2+#6 ».

(b) C’est vrai.

(c) Clest faux. Le contraire est « 1+1=2et 5+2 %6 ».

On rappelle que le contraire de "A = B" est "A A (=B)".

C’est vrai.

C’est faux. Le contraire est « Iz e R/x =2 ».

C’est vrai.

C’est faux. Le contraire est « 3z € R/e” < 1 ».
C’est vrai.

)
)
)
g) C’est vrai.
)
)
)

C’est faux. Le contraire est « il n’existe aucun ou bien un nombre strictement supérieur & un de
nombres z tels que cos(z) =0 ».

C’est faux. Le contraire est « In e N/ Vk e N, n # 2k »

C’est faux. Le contraire est « 3z € R, Jye R/y < —2% »

)
)
(m) C’est vrai (il suffit de prendre y = 0).
) C’est faux. Le contraire est « Vr e R, 3y e R/y < 22 »
)

C’est vrai.



Exercice 4

a) 22=1<—zx=1.

)
b) z21<—ux2>2.
c) x<le=uzx=1,
d) Aucun lien.
e) z+324 — x>1;
f) 23 =222 = 1=2;
Le réciproque est fausse (z = 0 est aussi solution de la premiére équation).
g) r<-2=2%>4;
Le réciproque est fausse (z = 3 est aussi solution de la seconde inéquation).

1 1
h) z22=— -<—;
T 2
Le réciproque est fausse (z = -1 est aussi solution de la seconde inéquation).

1
) z<-1= —>-1;
x
Le réciproque est fausse (z = 1 est aussi solution de la seconde inéquation).
j) ©>3=2?>3z;
Le réciproque est fausse (z = -1 est aussi solution de la seconde inéquation).

k) Aucun lien. En effet, les solution de la seconde inéquation sont | — co; =3] U [0; +oo[

Exercice 5
1. (a) Pour tout entier n, il existe un entier N qui lui est supérieur ou égal. C’est vrai (considérer
N =n).
(b) Il existe un entier n qui est inférieur & tous les entiers. C’est vrai, n = 0 fonctionne.
2. (a) Pour tout réel z, il existe un nombre y qui correspond a "image de z. C’est vrai.

(b) Il existe un nombre y tel que, pour tout réel  'image de = vaut y. C’est faux (sauf si f est
constante).

Exercice 6
1. (a) Pour tous réels u et v, les images de u et v par f sont dans le méme ordre que u et v.
Cela traduit le fait que f est croissante.

(b) Il existe un réel x tel que toutes les images des réels par f sont inférieures a 'image de x par
f.

Cela traduit le fait que f posséde un maximum en x.

(c) Il existe un réel zp dont 'image par f est 1.
Cela traduit le fait que 1 posséde un antécédent par f.

(d) Pour tout réel z, f(zx) est non nul.
Cela traduit le fait que f ne s’annule pas.

) Vyel2: 3], 3 e R/ f(x) = .
) dkeR/VzeR, f(z) =k.

c) VkeR, Iz e R/ f(x) # k.
) 3(a; b; ) eR3/a+0et VreR, f(x)=ax?+bx +c.
) Vu,veR, u<v = f(u) > f(v).



Exercice 7

(a)

JxreE/xre AnzeB

zxeE/xeAnzeB

JrxeAl/x¢ B

VeeE, (xeAnz¢B)v(xeBax¢A)

Exercice 8

(a)

Soit z € E. On a les équivalences suivantes :

ze(A°)¢ = - (-(zecA))

— zeA

Donc A = (A°)°.

On suppose A c B. On veut montrer B¢ c A°. Considérons x € B€. Faisons une disjonction de cas :
(Casn°1) Sixze A, alors x € B puisque A c B, ce qui est absurde puisque x € B°.

(Casn°2) Sixz¢ A, alors x € A°.

Ainsi, forcément, x € A°.

Il y a une double implication & montrer. Commengons par prouver le sens direct.

On suppose ainsi An B¢ = An C¢. On veut montrer que An B = An C. En théorie, il faut donc
montrer la double inclusion. On considére ainsi x € An B, c’est & dire x € A et x € B. Faisons la
encore une disjonction de cas :

(Casn°l) SizeC,alorsxze AnC.

(Casn°2) Siz¢C, alors xe AnC*. Or, An B°=AnC° donc cela entraine que = € B, ce qui est
absurde puisque x € B.

Ainsi, forcément, z € C donc z € AnC.

On a donc prouvé que AnBc AnC. Or B et C jouent dans cet énoncé des roles interchangeables.

On peut donc invoquer un argument de symétrie. En particulier la démonstration de AnC c An B
est tout a fait identique. On donc prouvé le sens direct de la proposition.

Attaquons-nous maintenant a la réciproque. Supposons AnB = AnC et cherchons a prouver AnB€ =
ANnC*. En remarquant que B = (B)¢ et C = (C¢)°, on peut appliquer le sens direct de la proposition.
Ainsi, partant de AnB = AnC, on a An (B°%° = An (C°°. En exploitant le sens direct de la
proposition, que ’on a montré précédemment, on en déduit An B¢ = An C¢ ce qui permet de
conclure !

On suppose ((AnB)c (CnB))A((AuB)c(CuB)) et on veut prouver (A c C).

Pour cela considérons x € A. Faisons une disjonction de cas sur son appartenance & B.
(Casn°1l) Size B,alors x € AnB donc « € BnC puisque (AnB) c (CnB). On obtient bien x € C.

(Cas n°2) Siz ¢ B, alors on sait, au pire, que z € Au B. Or, (Au B) c (C u B) donc cela entraine
que x € C' ou x € B. Comme x ¢ B, on en déduit que nécessairement x € C'.

Dans les deux cas, partant de x € A, on aboutit & x € C donc Ac C.

On va montrer la double inclusion.

Soit z € (AnB°)U(ANB). On a alors x € An B¢ ou x € An B. Dans les deux cas, on obtient z € A.

On en déduit que (AnB¢)u(AnB)cA.

Montrons I’inclusion réciproque. Soit = € A. Faisons une disjonction de cas sur 'appartenance de x

aB.



(Casn°l) Size B, alorsxe AnB donc z € (AnB¢)u(AnB).
(Casn°2) Sixz ¢ B, alorsx € An B¢, donc z € (AnB¢)u(An B).

Dans les deux cas, x € (An B°) U (An B), ce qui permet de conclure.

Une erreur largement constatée consiste a faire des tables de vérité sur les
A ensembles. C’est abusif! Si 'on veut relier proprement ensemble et logique,
il faut obligatoirement passer par la condition d’appartenance, ce qui nécessite une
rédaction trés rigoureuse. Je propose plus bas une telle rédaction.

Alternative au corrigé de 1’exercice 8.c :

Soit x € E, on pose les prédicats suivants :

Pa(z): zeA;
Pg(x): x€B.
Po(z): xzeC.

x € An B se dit Pa(x) A Pg(z). De méme, x € An B¢ se dit Pa(x) A (=Pg(x))
Ainsi, AnB=AnC sedit « Vz e E, (Pa(x) A Pg(x)) < (Pa(x) A Pc(x)) ».
Finalement, on veut donc prouver que 1’énoncé suivant est une tautologie :

VreF,
[(Pa(z) A Pp(x)) <= (Pa(z) A Po(x))] <= [(Pa(z) A (=Pp())) < (Pa(z) A (-Fc(x)))]
On peut alors faire une table de vérité pour arriver au résultat :

PAaANPg | PANPc | PAnN(=Pg) | PAn(=Pc) | (PAAPg) < (PaAPc) | (Pan(=Pg)) < (Pan(-Pc))
Vv |4

o ¥ RS SRS RS
|| < <) | | < <
| < < | < | |

] ' BT ST s eS| NI RS

]! BT T s N RS R

5] 5! BT s NS IS s s’
5] 5! BT eS| I eS| N s’

< << <[<|™=| ™
< < << <| = =

On constate que les deux derniéres colonnes sont identiques. L’équivalence est bien prouvée!

Exercice 9

(a) On exploite 'indication. La contraposée s’écrit :

1 1
r<-—AYy< —=—=ax+y<l1
2 "3 Y
Cette phrase est vraie car on peut sommer membre & membre deux inéqalités.
La réciproque est fausse. Considérer pour cela x = 3 et y = —4.
(b) La contraposée s’écrit
(z£0)v(y20) =22 +4y> %0
Elle est vraie. En effet, 22 > 0 et y? > 0 donc il suffit que = ou y soit non nul pour que z2 + y? soit
strictement positif, donc non nul.
La réciproque est aussi vraie.



Planche n° 3: Géométrie du plan

Les exercices 1 & 5 sont maintenant & la limite du programme. Ils présentent
A cependant un intérét pour se préparer au contenu du second semestre. Pour
résoudre ces exercices, il faut se souvenir de la définition des coordonnées d’ un point,
d’un vecteur.

Exercice 1

. L . S (1 -
Le plan est muni d’un repére quelconque (O; 7; j) . Soient les vecteurs @ (2) et ¥ (

a(3)

1. Justifier que % et ¥ ne sont pas colinéaires.

-1 .
9 ) et le point

2. Déterminer les coordonnées (5) de A dans le repére (O;4;v).

Exercice 2
- 1 N - . L1 (2 . 2
Le plan est muni d’un repére quelconque (O; 7; j) . Soient les vecteurs @ 9 et U 4 et le point A 3]

1. Justifier que % et ¥ sont colinéaires.

2. On cherche a déterminer les valeurs de x et y telles que zt + yo = @)1

(a) Montrer que pour tout x et y, xi + yo est colinéaire & .

(b) Les vecteurs @ et OA sont-ils colinéaires ?

(c) Conclure quant au nombre de solutions (5) de ce probléme.
3. On cherche a résoudre le systéme

r+2y = 2
2x + 4y 3

(a) Montrer que ce systéme est équivalent au probléme posé a la question précédente puis le
résoudre.

Exercice 3

Le plan est muni d’un repére quelconque (O; 7; 7) . On considére le systéme suivant :

{ 2z + 3y

1

r=y

—
1. Montrer que résoudre ce systéme est équivalent & trouver les valeurs de z et y telles que zti+yv = OA.
On précisera les coordonnées de i, ¥ et A.

2. Montrer que les vecteurs 4 et ¢ ne sont pas colinéaires.

3. Résoudre le systéme.



Exercice 4
Dans le plan muni d’un repére orthonormal direct (O,7,7), on considére le point Q(-1,1) et les vecteurs
(1,2) et 6(3,-2).

1. Montrer que (2,4, 9) est un repére. Est-il orthonormal ? direct ?

2. On note d le vecteur de coordonnées (2,2) dans la base (i,9). Déterminer les coordonnées de d
dans la base (7,7).

3. On note A le point de coordonnées (1,2) dans (2,4, 9). Déterminer les coordonnées de A dans
(0,7,7).

4. On note b le vecteur de coordonnées (2,2) dans la base (7,7). Déterminer les coordonnées de b dans
la base (1, 7).

5. On note B le point de coordonnées (2,-3) dans (O,7,7). Déterminer les coordonnées de B dans
(Q,4,9).

Exercice 5
On munit le plan d’un repére orthonormal direct (O,7,7). Soit # € R. On note gy et vy les vecteurs de
coordonnées respectives (cos,sinf) et (—siné,cosd) dans (0,7, 7).

1. Montrer que (g, Ug) est une base orthonormale directe du plan.

2. Soit M un point. On note (z,y) ses coordonnées dans (O,%,7) et (zo,ys) ses coordonnées dans
(O, tg,vg). .
(a) Exprimer z et y en fonction de zy et yp.

(b) Exprimer xgy et yg en fonction de x et y .

Exercice 6

On munit le plan d’un repére orthonormé (0,7,7). On considére les points A(1,3), B(3,2), C(2,2),
D(1,1), E(-1,1) et F(1,0). Déterminer les produits scalaires et les déterminants suivants :

AB-AC, AB-DE, AB-(AC+3DE), det(AC,BE), det(BE-TAC,AC), det(2AB-5AC,EF).

Exercice 7

On munit le plan d’un repére orthonormé (O; 7; 7

. . 1 3 -1
Soient les points A (1), B (2) et C (_2).

1. Déterminer une équation paramétrique et une équation cartésienne de la hauteur du triangle ABC
issue du point C.

2. Déterminer une équation cartésienne de la médiatrice de [BC'].

3. Déterminer une équation paramétrique de la médiane issue de C.

Exercice 8
Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation cartésienne ainsi qu’une représentation paramé-
trique de la droite considérée :

1. D; est la droite passant par le point A(4,3) et dirigée par le vecteur u;(1,1).

2. Dy est la droite passant par le point B(5,7) et dont un vecteur directeur est u2(2,3).

3. Dj est la droite passant par le point C(0,3) et dont un vecteur normal est 13(2,2).

4. Dy est la droite passant par le point D(-2,-1) et orthogonale au vecteur 14(-1,3).

5. Dj est la droite passant par les points de coordonnées E(—4,1) et F(0,2).



Exercice 9

Dans les cas suivants déterminer les intersections de Dq et Ds si elles existent.

a) D passe par le point A; (_11) et est dirigée par le vecteur dy (;) tandis que Dy passe par le point
3 e - (1
Aq 9 et est dirigée par le vecteur ds 1)

b) D; passe par le point A; (:2) et est dirigée par le vecteur da (1) tandis que Dy a pour équation
cartésienne 2y + 3z = —1.

c) D; a pour équation cartésienne y = —z + 5 tandis que D5 a pour équation cartésienne 2y + 2x = 3.

d) D; a pour équation cartésienne x —y = —1 tandis que Dy a pour équation paramétrique

r=-3+2t
s teR.
y=-2+2t

Exercice 10

Le plan étant muni d’un repére orthonormal, on considére les points A(1,1), B(2,3) et C'(4,0).
1. Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.

2. Déterminer les coordonnées du centre 2 du cercle circonscrit au triangle ABC, puis donner une
équation de ce cercle.

3. Déterminer les coordonnées de 'orthocentre H du triangle ABC.
4. Déterminer les coordonnées du centre de gravité G de ABC.

5. Montrer que €, H et G sont alignés.

Exercice 11

Donner une équation cartésienne et une représentation paramétrique des cercles suivants :
1. le cercle C; de centre ©(1,3) et de rayon 5;
2. le cercle Cy de diamétre [A, B] avec A(2,5) et B(-1,1);
3. le cercle circonscrit au triangle ABC ou A(0,0), B(2,1) et C(2,3).

Exercice 12
Déterminer le centre et le rayon des cercles d’équation cartésienne
1. 22 +y? — 4o +4y-1=0.
2. 222 +2y? — 122 + 16y = —48.
3. 222 +2y? - 122 + 16y = -52.
4. 2% +y? +a(3a-4x) +b(b+2y) = 0.

Exercice 13

Soient C le cercle de centre A(1,0) et de rayon 2 et D la droite d’équation cartésienne x —y -1 = 0.
Déterminer l'intersection de C et D, ainsi qu’une équation de la tangente & C en ces points.

Exercice 14

Déterminer une équation des droites passant par A(2,1) et tangentes au cercle de centre B(1,-1) et de
rayon 1.



Exercice 15
1. Soient A, B, C et D quatre points. Montrer la relation d’Euler :
—_ — — — —— ——
AB-CD+AC-DB+AD-BC=0
2. Soit ABC' un triangle non aplati. Déduire de la relation d’Euler que les trois hauteurs de ABC
sont concourantes.

Exercice 16

On considére un hexagone régulier ABCDEF de coté 1.
1. Faire un dessin.

2. Calculer les produits scalaires

AB-BC AB-AC AC-AD AC-AF
AC-AE FC-BE FC-AD

Exercice 17

i; ©) (on se place dans un repére orthonormé direct).
oo () 01(o) (%)
) (Js) oefi)es )
)« (i) ofe)ee

Le plan étant muni d’un repére orthonormal, on considére le point M (-1,1). Déterminer les coordonnées
du projeté orthogonal de M sur

Dans les cas suivants, déterminer ’angle (4

e
oe()os(d
()

Exercice 18

!

vy
i s
04,

1. D; la droite d’équation 3z -2y +1 =0;
2. Dy la droite passant par le point A(-1,2) et dirigée par le vecteur u1(1,1);
3. Dj la droite passant par le point B(3,4) et dont un vecteur normal est 7(2,2) ;

4. Dy la droite passant par les points de coordonnées C(—4,1) et D(0,2).

Exercice 19

le plan P est muni d’un repére orthonormal. Décrire les lieux suivants, et les représenter :

O I B
o T R 1 e

£5:{M (z)ep/m2+y2£4} zﬁz{M (;)GP/yz\/maxe[—l; 1]}

Quel lieu décrit cette équation paramétrique ?

=1+¢?
(L7) v ) avec t € R
y=1+2¢



Corrigé de la planche n° 3: Géométrie du plan

Exercice 1
1. Par le critére de colinéarité, 1 x 2 # 2 x (-1).

2. On cherche (z; y) tels que OA = wii + yv. Dans le repére (O; 7; j) , cela conduit au systéme :
T-y=2
2 +2y =3

On obtient aprés résolution

Exercice 3

1. On s’inspire des exercices précédents. On pose

() ) )

2. Le critére de colinéarité donne 2 x —1 # 1 x 3 donc les vecteurs sont non colinéaires.

3. Ce systéme posséde une unique solution car les deux vecteurs forment une base. Aprés résolution,
on obtient :

Exercice 4

1. Le critére de colinéarité permet de prouver que (4; ¥) forment une base.
Cette base n’est pas orthogonale car % -9 = —1 # 0. De plus, elle n’est pas normée car | = /5.
On vérifie enfin le signe de sin (4; ¥) en examinant le déterminant

[4; 0] =-8

Ainsi, angle est indirect car sin (4; 9) < 0.
(Q,1,0) est un repére quelconque.

2. On sait que @ = 2% + 20. On en déduit en coordonnées dans (7, ) :

()

3. On sait que QA = 7 + 2. On obtient donc les coordonnées de OA dans (,7) :

(%)

Connaissant les coordonnées de Q dans (O; 7; 7) , on en déduit celles de A :



4. Ici, c’est plus compliqué, il s’agit de trouver les nombres z et y tels que

b=zt +yv

En coordonnées dans (7; 7), cela donne un systéme :
r+3y=2
20 -2y =2

On obtient, aprés résolution :

—
o
PN N[

5. On cherche z et y tels que

Sl

En coordonnées dans (O; 7; ) ,on a
B (3
-4

En coordonnées dans (7; 7), on veut donc résoudre le systéme :

T+3y=3
20 -2y =-4

On obtient, aprés résolution :

Exercice 5
1. On calcule ||tg| = Vcos2 6 +sin?# = 1. De méme, on a |7y = 1.

Ces vecteurs sont orthogonaux car g - 99 = —cosfsinf + cosfsinf = 0.
Enfin, I'angle (ug; vg) est nécessairement 7 car leur déterminant vaut

[ug; vg] = cos?f +sin®f =1> 0.

2. (a) Par construction, on a 0_1\)4 = xgtig + ypUs. Cela donne, en coordonnées dans (O; 7; j) :
AN cost N —sinf
y] ="\ sing ] TV coso

T =xgcoslh —ygsinb
Yy =xpsinf + ygy cosf

On obtient ainsi :

(b) Il s’agit de résoudre le systéme précédent ol g et yg sont maintenant les inconnues :

x=xzpcosl —ygsind (Lq)
y=xgsinh +ygcosf (Ls)
On raisonne par opérations sur les lignes en exploitant la formule cos? 0 +sin?6 =1 :
e cosf x Ly +sinf x Ly donne xg = xcosf +ysinb
e —sinf x Ly + cosf x Ly donne yg = —zsinf + y cos 6
Finalement, on a :
xp = xcosh +ysinf
Yo = —xsinf + ycosd



Exercice 6
_— — —_— —
On obtient AB-AC =3, AB-DF =-4.
_— — —
En utilisant la distributivité, on obtient, AB- (AC +3DFE) = -9.
Aprés calcul, on a det(A_C),EE)) =-5.
—— —_— —
On utilise la linéarité, et les propriétés du déterminant, pour calculer det(BE - TAC, AC) = 5.
Enfin, on calcule également det(QZB) - 5A—C)’,El_{') =-b.

Exercice 7

— 2
1. La hauteur issue du point C' passe par C et a pour vecteur normal AB ) Ainsi, un vecteur

1

directeur de cette droite est d (_21)

On obtient donc aisément une équation paramétrique :

—_1-
v A AeR
y=-2+2\

Une équation cartésienne est donnée par le critére d’orthogonalité. Ainsi M (;) appartient  cette
droite si et seulement si

CM-AB =0 <> 2(x+1)+(y+2)=0
— 2r+y=-4
1

2. Déterminons les coordonnées du milieu de [BC] noté I, I (0) Un vecteur normal de la média-

. == (-4 . T |
trice est BC | 4] qui est colinéaire a 7

1). On en déduit ’équation cartésienne grace au critére

d’orthogonalité :
(z-1)+y=0 <= x+y=1
3. La médiane issue de C passe par C et par le milieu de [AB] noté K. On calcule K (372). Un

. - (6
vecteur directeur de cette droite est donc KC ( ) qui colinéaire & d’ (

7). On en déduit une

-3
-7/2
équation paramétrique de la médiane issue de C' :

=-1
T +6A ACR
y=-2+TA

Exercice 8

1. Une équation paramétrique est :

r=4+A A€R
y=3+A

Une équation cartésienne est :
(y-3)=(z-4) <= z-y=1
2. Une équation paramétrique est :

- 5+2)
{x TEAAeR

y=T+3A



Une équation cartésienne est :
2(y-7)=3(x-5) < 3z-2y=1

2

{x:_A AR

3. Un vecteur directeur de cette droite est Jg ( 1

) qui est colinéaire & ( ) Un équation paramétrique

est, donc :

y=3+A
Une équation cartésienne est donnée par la critére d’orthogonalité :
z2+(y-3)=0 < z+y=3
4. Méme démarche! On obtient une équation paramétrique :

- 243\
{x T AeR

y=-1+X

Puis une équation cartésienne :

—(x+2)+3(y+1)=0 <= -3y =1

1

{x:4A  AeR
y=2+A

. . 4 . .
5. Cette droite passe par F' et a pour vecteur directeur EF ( ) Une équation paramétrique est donc :

Exercice 9

a) On commence par déterminer les équations cartésiennes de D et Do grace aux critéres de colinéarité.
On en déduit ensuite que les coordonnées d’une intersection de ces deux droites vérifie le systéme :

{%x—D:y+1 c:‘Fx—y:3

r-3=y-2 r=y+1
2y+2-y=3
<~
z=y+1
— y=1
=2

. . . 2
L’unique intersection a donc pour coordonnées (1 .

. . . . 1
b) Méme démarche, on obtient une unique intersection de coordonnées (_ 4//55)

c) Ici, il faut résoudre directement le systéme :
=-r+5H +x=5
y=-x y+z
20+2x =3 20+2x =3
. s (1
Par lecture du systéme, on constate que les deux droites ont des vecteurs normaux colinéaires : 77 (1)

et Ny (;) Les deux droites sont donc paralléles.

Or, elles ne sont pas confondues puisque les deux lignes du systéme ne sont pas équivalentes! Ainsi,
ces deux droites sont paralléles et distinctes. On en déduit que le systéme ne posséde pas de solutions.



. U ' N .
d) Ici, on constate qu'un vecteur normal de D; noté 7i; (_1) est orthogonal & un vecteur directeur de

D5 noté JQ (;) car 1 - CZQ =2-2=0. Ces deux droites sont donc paralléles.

De plus, le point A (:3) qui est sur Do appartient aussi & Dy car -3 - (-2) = -1.

Ainsi, les deux droites sont confondues. Leur intersection est D; elle-méme.

Exercice 10

Cet exercice est particuliérement lourd en terme de calculs. On ne donne ici que des éléments de correction
ainsi que les solutions.

1.

— —
Le critére de colinéarité appliqué aux vecteurs AB et AC' nous montre que ces deux vecteurs ne
sont pas colinéaires. Par suite, les points A, B et C' ne sont pas alignés.

. Il s’agit de déterminer les équations cartésiennes des meédiatrices de [AB] et [AC] puis de déter-

miner 'intersection de ces deux droites. Or ces deux droites passent par les milieux respectifs de
[AB] et [AC] et ont pour vecteurs normaux AB et AC.
On obtient le systéme

2x+4y =11

3x—-y="7

39/14

Dont la solution correspond aux coordonnées de €2 (19 /14

9V'26

Le rayon du cercle vaut R =QA = T

L’équation cartésienne de ce cercle est donc :

( 39)2 ( 19)2 325
r-— ) +|ly-—) =—
14 14 98
On doit déterminer les équations des hauteurs issues de B et C par exemple puis déterminer
I'intersection de ces deux droites. Apreés calcul, cela revient & résoudre le systéme :

), le centre du cercle circonscrit.

T+2y=4
3r-y=3

9/7

On doit déterminer les équations des médianes issues de B et C puis déterminer l'intersection de
ces deux droites. Cela revient & résoudre le systéme :

On obtient les coordonnées de H (10/7).

4z + by = 16
S5r+y=13

. L. 7/3
On obtient ainsi G (4/3).

1/42 -1/21
vecteurs sont colinéaires. Plus précisément, on a

On calcule les coordonnées de vecteurs GS) (19/42) et GH (_19/21). Il est clair que ces deux

90 = GH



Exercice 11

1. Equation cartésienne :
(x-1)*+(y-3)*=25

Représentation paramétrique :

{x=1+5cos(9) 0e]—m: 7]

y =3+ 5sin(h)
5
2. On calcule AB = 5. Le rayon est donc de 2"

- . 1/2
Le milieu de [AB], qui est le centre du cercle, est m[AB] ( / )
De tout cela, on déduit une équation cartésienne :

25

o3 o2

Et une représentation paramétrique :

1,5
{m—2+2cos(9) e -m ]

z =3+ 3sin()

3. On calcule les équations de deux médiatrices (par exemple celles de [AB] et de [BC]) en précisant
pour chacune de ces droites un vecteur normal (le vecteur formé par les points du segment) et un
point (le milieu du segment).

Les coordonnées du centre du cercle vérifient ainsi le systéme :

2z +y = 3 (médiatrice de [AB])
y = 2 (médiatrice de [BC1])

Apres résolution, on en déduit que le centre du cercle circonscrit, noté K, a comme coordonnées

K (144). On calcule enfin le rayon AK = %

Une équation cartésienne de ce cercle est donc :
1\2 5 65
z——) +(y-2)"=—
( 4) (v=2"= 15
Et une représentation paramétrique :

x:i+@cos(9)
x=2+

,0el-m w
@sin(@) ] ]

Exercice 12

On utilise & chaque fois les formes canoniques pour retrouver, par identification, les coordonnées du
centre ainsi que le rayon. On obtient

1. Centre : (_22), rayon 3.

2. Centre : ( 34), rayon 1.

3. Ce n’est pas un cercle car I’équation est, aprés calcul, équivalente & :

(z-3)2+(y+4)*=-1

2
4. Centre : (_Z), rayon |al.



Exercice 13
Une équation cartésienne de C est (z - 1) + 52 = 4.

Un point M (;) est & l'intersection de C et de D lorsque :

rz-y=1 rz=y+1
2y% =4
<
rz=y+1
< y:ﬂ ou y _\/5
r=v2+1 r=—/2+1

La droite coupe donc le cercle en deux points M; (\/_\2/% 1) et Ma (_\_/_\2/42—— 1)

Ici on a fait une substitution sur z (en bleu) pour résoudre le systéme.

{(:c—l)2+y2=4 . {(y+1—1)2+y2=4

Pour trouver les équations de tangente, il faut se rappeler que la tangente en M; passe par M; et est

orthogonale & AM; (g)

On en déduit que n est un vecteur normal de cette tangente en M;. On obtient donc une équation

1

1

cartésienne de cette tangente en Mj, notée T}, par le critére d’orthogonalité :
1><(a:—\/§—1)+1><(y—\/§):0<:>x+y:2\/§+1 (T1)

De méme, on calcule une équation de la tangente en M5 notée T par le méme genre de raisonnement :

1x(x+\/§—1)+1x(y+\/§):0<:>x+y:—2\/§+1 (T2)

Exercice 14

Un point M du cercle est sur l'une de ces deux droites si et seulement si le rayon [ BM ] est orthogonal
a (AM).

Les coordonnées (y) de M vérifient donc a la fois ’équation du cercle et la relation AM - BM = 0, ce qui

donne le systéme :

(x-1)*+(y+1)*=17 [P -2mezy =
(z-2)(x-1)+(y-1)(y+1)=0 2?2 +y? -3z =-1
z+2y=0
= {7 B
¥ +y“-3xr=-1
T =-2y
<
592 +6y+1=0

. . . . I . 2
On résout cette derniére équation, on obtient deux racines -1 et 5 Ainsi les points M; (_1//55) et

2 . . .
Mo (_1) sont les deux points d’intersection de ces deux tangentes avec le cercle.

. ——= (-3/5 — (1
Notons D et Do ces droites. Elles ont pour vecteurs normaux BM; 4f5 et BM, ol En outre, elles

passent toutes les deux par le point A.
On en déduit leurs équations cartésiennes respectives —-3(x -2) +4(y—1)=0 < -3z +4y=-2 (D,)
etx-2=0 < z=2 (D2).



Exercice 15
1. Utilisons la relation de Chasles & bon escient :
AB-CD+ AC- DB + AD - BC = AB - CD + (AB + BC) - DB + AD - BC
-AB-CD+AB-DB+BC-DB + AD - BC
- 3B (0D + DB) « I (DB + D)
-AB-CB+A4B-BC
= 4B (CB + BC) = AB-0=0

2. Notons H l'intersection de la hauteur issue de A et de la hauteur issue de B.
Ecrivons alors la relation d’Euler pour les quatre points A, B, C et H :

AB.CH + AC-HB + AH - BC =0

. -2 b . — —
Or, on sait que AC - HB = 0 car H est sur la hauteur issue de B et AH - BC' = 0 car H est sur la
hauteur issue de A.

On en déduit : o
AB-CH =0

Ce qui prouve que H est sur la hauteur issue de C.

Exercice 16
1.

2. On exploite le fait que les triangles formés ci-dessus sont tous équilatéraux ainsi que la relation de
Chasles.



g
| &
|
|

S

sl

5 &l
3 &l

Exercice 17

Par définition, pour % et ¥ tous non nuls, on a :
cos (1;
sin (4;

A partir de ces deux relations, on détermine les sinus et cosinus de I'angle (4; ¥), ce qui permet de
retrouver sa valeur, en utilisant éventuellement les fonctions trigonométriques réciproques.

S

a-v
det(a; v)
]l

S

) = e
) =

W 1) 3 9 =
b) ¢) T h) arctan(%)+7r
¢) =x f) —arctan(3) + i) —arctan (%)

Exercice 18
On note M’ (;) le projeté de M.
1. M’ vérifie :
e M'eDn;

e
e MM’ est orthogonal & Dy ;
Ces deux conditions donnent un systéme :

{33:—2y: 1

Aprés résolution, on obtient :

2. M’ vérifie :
o AM' est colinéaire & u ;
e
e MM’ est orthogonal & 1} ;
Ces deux conditions donnent un systéme :

Aprés résolution, on obtient :

3. M’ vérifie :
e BM' est orthogonal & 7i;

7 s -
o MM’ est colinéaire & 7 ;



Ces deux conditions donnent un systéme :

|

Aprés résolution, on obtient :

4. M’ vérifie :
. . -
o CM’ est colinéaire & CD ;
—_—> —
e MM’ est orthogonal a CD.
Ces deux conditions donnent un systéme :

Apres résolution, on obtient :

r+y="7
T-y=-2

——
< 8
o

10



Planche n° 4: Applications et dénombrement

Exercice 1
Soit F et F' deux ensembles et u: E — F une application.

A et B sont deux sous-ensembles de E non vides.
C et D sont deux sous-ensembles de F' non vides.
Montrer les assertions suivantes :

a) u(AuB) = (u(A)Uu(B)).

b) u(AnB)c (u(A)Nu(B)).

¢) w(CnD)=(u'<C>Nut<D>).
d) v (CuD)=(u'<C>Uu'<D>).
e) uw(F\C)=(E\u'<C>).

Exercice 2

2+

Soient f et g les fonctions réelles a valeurs réelles définies par f(z) =x+1et g(x) = . Les fonctions

f et g sont-elles égales ?

Exercice 3

1. Soitf:{ N =N

, . ) PP MUV PR
o L’application f est-elle injective ? surjective 7 bijective ?

. . P —  sin est pair
2. Meémes questions pour l'application g : N — N définie par g(n) =4 2 P
n sl n est impair.

3. Déterminer les applications go f et f o g. Sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?

Exercice 4

(Démonstration d’un théoréme du cours)
Soit f: F — F une application. On suppose qu’il existe une application g : I’ — F telle que go f =idg
et fog=1idp. Montrer que f est bijective et que g est la réciproque de f.

Exercice 5

Soient f: E — F et g: F — G deux applications.

1. On suppose que go f est injective sur F. Montrer que f est injective sur F.
L’application g est-elle nécessairement injective ?

2. On suppose que g o f est surjective de FE sur G. Montrer que g est surjective de F' sur G.
L’application f est-elle nécessairement surjective ?

3. Soit h: G — H une application.
Montrer que go f et h o g sont bijectives si et seulement si f, g et h sont bijectives.

4. Soit ¢ : E — F une application telle que ¢ o p =idg (on dit que ¢ est involutive).
Montrer que ¢ est bijective. Que vaut sa réciproque ¢~ ?



Exercice 6

N — N

N — N .
et g: n-1 sin>1

n — n+1l n +— .
0 sin=0

Montrer que g o f =idy. Peut-on en déduire que 'application g est la réciproque de f?

Soient f : {

Exercice 7

1. Déterminer I'image directe par la fonction sinus de R, Ry, [0,27],[0,7/2], [-7,7/2].

2. Déterminer I'image réciproque par la fonction sinus de [-1,1], [0,1],[3,4], R, {1}, {-1,1}.

Exercice 8
. R — R
Soft f{ z — 2% -4z +1
1. La fonction f est-elle injective sur R?

2. Montrer que f est injective sur [1,+oo[. En déduire que f réalise une bijection de [1,+oo[ sur son
image (que ’on précisera) et déterminer son application réciproque.

3. Determiner f([0,1]), f(R-), F(R.), F([-2.2]), £~ ({=1}), 1 ({1}), £2([0.1]), F~"([-2.1]).

Exercice 9

Dans un sac contenant n billes numérotées, on préléve k billes (avec k < n) simultanément.
1. Déterminer le nombre de tirages possibles.
2. Déterminer le nombre de tirages possibles :
(a) contenant la bille 1;
(b) ne contenant pas la bille n° 1.

3. Quel résultat retrouve-t-on ?

Exercice 10

Soient A, B et C trois ensembles finis. Montrer que 1'on a
Card(AuBuUC) = Card(A)+Card(B)+Card(C)-Card(AnB)-Card(AnC)-Card(BnC)+Card(AnBnC).

Application. Dans un lycée, il y a 800 éléves. 300 sont des garcons, 352 font partie d’une association,
424 étudient l'anglais, 188 garcons font partie d’une association, 166 gargons étudient l’anglais, 208
font partie d’une association et étudient I’anglais, 144 garcons étudient 'anglais et font partie d’une
association. Combien y a-t-il de filles qui ne font pas partie d’une association et n’étudient pas ’anglais ?

Exercice 11

Une course oppose 12 hommes d’affaire.

e Déterminer le nombre de tiercés possibles (I’ordre est important).

e Déterminer le nombre de trios possibles ('ordre n’est pas pris en compte).

Exercice 12

On colore les faces d’'un cube en rouge puis on découpe ce cube en 27 petits cubes de méme taille que
I’on place dans un sac.

1. Faire l'inventaire des petits cubes selon le nombre de faces colorées.
2. On tire avec remise 3 petits cubes. Déterminer le nombre de tirages donnant :

(a) exactement 3 cubes ayant chacun deux faces rouges;



(b) exactement 2 cubes ayant chacun deux faces rouges;
(c) exactement 1 cube possédant deux faces rouges;

(d) un nombre total de faces rouges égal & quatre.

Exercice 13

Soit F ’ensemble des nombres & 7 chiffres ne comportant aucun 1.

1. Déterminer le cardinal de E.

2. Déterminer le cardinal de F1, la partie de E constituée des nombres ayant 7 chiffres différents.
3. Déterminer le cardinal de FEs, la partie de E constituée des nombres pairs.
4

. Déterminer le cardinal de Fj3, la partie de E constituée des nombres dont la suite des chiffres (dans
Pordre ou ils sont écrits) est strictement croissante.

Exercice 14

On tire simultanément 5 cartes d’un jeu de 32 cartes. Combien de tirages différents peut-on obtenir ?
sans imposer de contraintes sur les cartes?

contenant 5 coeurs ou 5 tréfles ?

contenant 2 cceurs et 3 tréfles ?

contenant au moins un as ?

contenant au plus un as?

S U N

contenant 2 as et 3 coeurs ?

Exercice 15

On souhaite ranger sur une étagére 13 livres distincts comprenant 4 livres de mathématiques , 6 livres
de physique et 3 de SI. De combien de fagons peut-on effectuer ce rangement

1. si les livres doivent étre groupés par matiéres ?

2. si seuls les livres de mathématiques doivent étre groupés ?

Exercice 16

Déterminer le nombre d’anagrammes des mots « maths », « rire » et « ananas ».

Exercice 17

Combien y a-t-il de fagons de ranger dans n tiroirs
a) p couteaux distincts deux a deux?

b) p couteaux identiques ?

Exercice 18

Vous étes 26 éléves dans la classe. Je parie que deux d’entre vous (au moins) ont la méme date d’anni-
versaire. Quelles sont mes chances d’avoir raison ?

Exercice 19

Soit E un ensemble fini de cardinal n > 1. Déterminer le nombre de parties de E de cardinal pair (proposer
une conjecture et la démontrer par récurrence).

Exercice 20

Soit £ un ensemble fini. Calculer ) Card(A).
AeP(E)



Exercice 21

Soit (n,p) € (N*)2. On note S(n,p) le nombre de surjection d’un ensemble de cardinal n dans un ensemble
de cardinal p.

1. Calculer S(n,p) pour p >n, S(n,n), S(n,1), S(n,2).

2. Calculer S(n+1,n).

3. Démontrer que pour tout n > 1 et tout p> 1, on a S(n,p) =pS(n-1,p)+S(n-1,p-1).

4

. Proposer un algorithme en Python pour calculer S(n,p).

Exercice 22

Ecrire en Python les fonctions suivantes :

e factorielle qui prend pour argument un entier n et qui renvoie n!;

e arrange qui prend pour argument deux entiers n et p et qui renvoie le nombre d’injections d’un
ensemble & p éléments vers un ensemble & n éléments ;

e combin qui prend pour argument deux entiers n et p et qui renvoie le nombre de sous-ensembles
A p éléments dans un ensemble & n éléments.
Indication: Tester cette fonction avec n = 1000 et p = 999. Si elle est bien codée, elle ne doit pas renvoyer
d’erreur de capacité!



Corrigé de la planche n° 4: Applications et dénombrement

a)

Montrons la double inclusion.

Soit y e u (Au B). Il existe x € AU B tel que u(z) = y.

On sait que z € A ou « € B. On en déduit que u(z) € u(A) ou u(z) € u(B), ce qui prouve y €
u(A)uu(B) et ainsi u (AU B) cu(A)uu(B).

Montrons l'inclusion réciproque. Soit y € u(A) uu(B). De deux choses 'une :
e soit y € u(A) et donc il existe x € A tel que u(z) = y;
e soit y € u(B) et donc il existe x € B tel que u(z) =y.
Or, dans les deux cas, x € Au B, ce qui prouve y € 4 (AU B) et ainsi u (Au B) > u(A4) uu(B).

Le cas ot An B =@ est trivial. On se place donc dans le cas contraire.

Soit y € u (An B). 1l existe z € An B tel que u(z) = y. En particulier z € A et x € B, ce qui donne
u(z) € u(A) et u(z) € u(B) et ainsi y € u(A) nu(B), ce qui permet de conclure : on a bien prouvé
u(AnB)cu(A)nu(B).

Montrons I’'inclusion directe.
SiCnD=g,onau{(CnD)=@cut<C>nut<D>.

On se place dans le cas contraire. Soit z € v~ (C'n D). On sait que u(z) € Cn D donc u(x) € C et
u(z) € D, ce qui prouve que z € u ! < C > nu™t < D > et permet de conclure quant & I'inclusion
directe.

Montrons l’inclusion réciproque.

Siul <C>nut <D >=@, cet ensemble est bien inclus dans u™* (C' n D).

On se place dans le cas contraire. Soit 2 € u™' < C' > nu™ < D >. On sait que z € u™* < C' > donc

u(z) € C et, de méme, v € u™* < D > donc u(x) € D. On en déduit que u(z) € C n D et ainsi
x eu 1 (Cn D). Cela permet de conclure : on a bien u ' (CnD)>u™t <C>nu™t<D>.

Les cas ot u H (CuD) =@ ouu! <C>uut < D>=g doivent étre discutés séparément mais ils ne
posent pas vraiment de probléme. On se placera donc dans le cas contraire.

Montrons Pinclusion directe. Soit z € u™* (C U D). On a u(z) € C u D donc u(z) € C ou u(z) € D, ce
qui donne z e u ' <C>ouzeul<D>etainsizeut <C>uut <D > Linclusion directe est
prouvée.

Montrons 'inclusion réciproque. Soit z € u™* < C > uu™! < D >. On sait que z € u™! < C > ou

x eu™t < D >. Dans le premier cas u(z) € C et dans le second u(z) € D. On en déduit que u(x) € CuD,
ce qui prouve x € =t (C'u D). L’inclusion réciproque est prouvée.

Les cas ot u™' (F\C) = @ ou E\u™ < C >= @ ne posent pas trop de probléme. On se place donc dans
le cas contraire.

Montrons linclusion directe. Soit z € u™' (F\C). On sait que u(z) ¢ C donc z ¢ u™ < C >, ce qui
donne x € F\u™! < C' > et prouve Iinclusion directe.

Montrons Iinclusion réciproque. Soit x € E\u™! < C >. On sait que x ¢ u™* < C' > et ainsi u(z) ¢ C.
En particulier u(z) € F\C et ainsi 2 € ™! (F\C). On a prouvé I'inclusion réciproque.

Exercice 1

Non, car leurs domaines de définition ne sont pas identiques (g est définie sur R* tandis que f est définie
sur R).



Exercice 2

1. Elle est injective. En effet, pour tout (ni; ns) € N2,

f(n1) = f(n2) <= 2nq =2ny
== N1 =Ng

Mais elle n’est pas surjective car 1 n’a pas d’antécédents.
2. L’application est surjective. En effet, pour tout p € N, p posséde au moins un antécédent.

2
En occurrence, g(2p) = 51) =p.

Elle n’est pas injective car g(2) = g(1) = 1.
3. Pour tout n €N, go f(n) =g(2n) =n donc go f = idy. Cette application est bijective.

n) = 2n si n est impair.
F(n) . P . Cette application n’est pas injective car
f (%) =n sinon

fog(l) = fog(2) =2. Elle n’est pas surjective car 1 n’a pas d’antécédents (puisque toutes les
images sont paires).

De méme, on a fog(n) = {

Exercice 5

Pour tout entier n, go f(n) =g(n+1)=n+1-1=ndonc go f =idy.
fln-1)=mnsinx1

Pour autant, g n’est pas la réciproque de f. En effet, f o g(n) = {f(O) 1 s 0
=1lsin=

Ainsi, fog #idy.

Exercice 7

1. On détermine la forme canonique de f. Aprés calcul, on obtient, pour tout x :
flz)=2(z-1)*-1

Cela nous donne le tableau de variations de f

x —00 1 +00

+00 +00

f(x)

-1

La fonction n’est pas injective. En effet, on vérifie facilement que f(0) = f(2) = 1.

2. f est strictement croissante sur [1; +oo[ donc elle est injective. On vérifie par le tableau de variations
que f ([1; +oo[) =[-1; +ool.
Donc f est bijective de [1; +oo[ vers [-1; +oo].
Pour déterminer sa réciproque, il faut déterminer pour tout y € [-1; +oo[, 'unique antécédent de
y sur [1; +oo[. Or, pour tout x et pour tout y > -1 :

f@)=y = 2(x-1)"-1=y

1

— (x—l)Q:y+
2

1

~— =1+ y;



+1
Or, seul z +1 / Y 5 est dans lintervalle [1; +oo[. On en déduit I'expression

y+1

) =14\

3. Par lecture du tableau de variations et en calculant f(0), f(1), f(2), f(-2), on obtient :
FA0 1) =15 1] f(Ro) =[1; +oo[  f(Rs)=[-1; +oo[  f([-2; 2]) =[-1; 17]
On calcule £~ ({1}) = {2}, f~' ({-1}) = {1} avec la fonction réciproque de f.
V2

2
Enfin, reste & déterminer f~1(0) =1+ % pour obtenir f~1([0,1]) = [1 g 2]

Il ne faut pas confondre f~!([0; 1]) qui est I'image réciproque de [0; 1]
@ par f, c’est & dire ’ensemble des antécédents des nombres de [0; 1] par la
fonction f avec f71([0,1]) qui est image directe de l'intervalle [0; 1] par la fonction
f71, réciproque de f.
V2

2
En particulier, on a f~1([0; 1]) = [O; 1- 7] u [1 + %; 2] avec ’exemple précé-

dent.

Exercice 10

e Le nombre de tiercés correspond aux nombres d’injections de [[1; 3]] vers 'ensemble des hommes
d’affaire.

C’est donc 12 x 11 x 10 = 1320
12x11x10

e Par définition, ce nombre vaut (132) S 3xoxl 220.
X X

Exercice 11

1. En faisant un petit dessin, on obtient :

Nombre de faces colorées | 3| 2 | 1|0
Nombre de cubes 811216 |1

2. Pour simplifier, on notera T3, Ts, 11, Tp les types de cubes en fonction du nombre de faces colorées.
(a) On obtient 3 cubes T, de 12% maniéres différentes. En effet comme il y a remise, il s’agit de
compter le nombre d’applications de [[1; 3]] vers les cubes T5.
(b) On obtient 2 cubes Ty puis un cube autre de 12% x 15 maniéres.
Mais le cube autre peut aussi étre en premiére position ou en seconde position. Ainsi, il y a
3 x 15 x 122 tirages possibles.
(c) C’est le méme principe, on obtient 3 x 12 x 152 possibilités.
(d) Il faut faire une disjonction de cas. Il y a trois configurations qui conduisent & quatre faces
rouges :
(Cas n°1) On obtient un cube T5 et un cube T; et un cube Ty. Il y a 3! = 6 maniéres d’ordonner
ces trois types.
Pour un ordre donné, il y a 8 x 6 x 1 maniéres.
On obtient donc 6 x 8 x 6 tirages possibles dans ce cas.
(Cas n°2) On obtient deux cube T3 et un cube Tp. Il y a 3 maniéres de placer le type T.
On obtient donc 3 x 122 x 1 tirages possibles dans ce cas.
(Cas n°3) Oun obtient un cube T3 et deux cubes T;. La encore il y a 3 maniéres de positionner
le cube T5.
On obtient donc 3 x 12 x 62 possibilités.
Finalement, on obtient 3 x 8 x 6 + 3 x 122 + 3 x 12 x 62 = 2016 possibilités.



Exercice 12

1. On note U, I’ensemble des chiffres sauf 1. On a card(C) = 9.
Soit Z, I’ensemble des chiffres sauf 0 et 1. On a card(Z) = 8.
Un nombre est dans E si et seulement si son écriture décimale :

e commence par un chiffre de Z,
e suivi de sept chiffres de U
On a ainsi card(FE) = 8 x 95.
2. Pour obtenir un élément de F :
e on choisit un chiffre de Z,
e suivi d’un chiffre de U différent du précédent,
e suivi d’un second chiffre de U différent des deux précédents,
e et ainsi de suite...
e le dernier chiffre choisit est différent des six précédents.
Sachant que Z c U, on en déduit :
8!

Card(El):8x8x7x---x3:8x§

3. Un nombre de E est pair si et seulement si son chiffre des unités est dans 'ensemble {0; 2; 4; 6; 8}.

On en déduit
card(Fy) =8 x 9% x 5

4. Faisons une remarque préliminaire : le premier chiffre écrit ne peut pas étre strictement supérieur
a 3, c’est donc forcément 1 ou 2 ou 3.

Reéalisons une disjonction de cas.
e Si le premier chiffre écrit est 3, on connait ce chiffre : c’est 3456789.
e Si le premier chiffre écrit est 2, il est possible ou non que deux chiffres consécutifs soit distant
de 2.
Par exemple, le nombre 2346789 convient. Il y a six positions possibles pour placer cet éventuel
saut de 2.
Dans le cas, ou il n’y a pas de saut de 2, seul le nombre 2345678 convient.
Finalement il y a donc 6 + 1 = 7 nombres de cet ensemble qui commencent par 2.
e Enfin, si le premier chiffre écrit est 1, il est possible :
— de n’avoir aucun saut de 2 : un nombre,
— d’avoir un saut de 2 : six nombres,
— d’avoir deux sauts de 2 : (g) nombres, soit 15 nombres,
— d’avoir un saut de 3 : six nombres.
On a donc, dans ce cas, 1 + 6+ 15+ 6 = 28 nombres.
En rassemblant tous les cas, on obtient :

card(E3) =1+ 7+28=36

Exercice 13

1. Cest (%) =201 376.

2. On obtient 5 coeurs en choisissant 5 cartes parmi 8. Donc il y a (?) = 56 maniéres de procéder.
On obtient 5 tréfles en choisissant 5 cartes parmi 8. Donc il y a aussi 56 maniéres de procéder.
Finalement, il y a 2 x 56 = 112 maniéres d’obtenir 5 tréfles ou 5 cceurs.

3.1lya (2) maniéres d’obtenir 2 coeurs et (g) maniéres d’obtenir 3 tréfles.

Doncily a (g) x (2) =1 568 maniéres d’obtenir 2 coeurs et 3 tréfles.

4. Considérons le contraire : n’obtenir aucun as. Il y a (258) maniéres de procéder.

Donc, on obtient au moins un as de (352) - (258) =103 096 maniéres

5. On peut faire une disjonction de cas :



(Cas n°1) On obtient aucun as.
28

On a déja calculé qu’il y a (5

) =98 280 maniéres d’obtenir une telle main.

(Cas n°2) On obtient exactement un as. Il y a 4 maniéres de choisir un as, puis (248) maniéres de
choisir les 4 autres cartes.
Ainsi, il y a 4 x (248) = 81 900 maniéres d’obtenir exactement un as.
Finalement, il y a 98 280 + 81 900 = 180 180 maniéres d’obtenir au plus un as.
6. La encore, il convient de faire une disjonction de cas et d’étre vigilant quant a la lecture de I’énoncé.
(Cas n°1) On obtient 3 cceurs (qui ne sont pas des as) et 2 as (sans I’as de cceur).
Ilya (;) X (;) = 105 maniéres de procéder.
(Cas n°2) On obtient ’as de coeur ainsi qu’un autre as, ainsi que deux autres coeurs, ainsi qu’une

derniére carte. Il y a 21 maniéres de choisir cette derniére carte (ni un as, ni un ceceur).
7
2

Finalement, il y a donc 105+ 1 323 = 1 428 maniéres.

Donc, on obtient ce tirage de 21 x (‘f) x ( ) =1 323 maniéres.

Exercice 14
1. Siles livres sont rangés par matiére, il y a 3 « blocs » de livres. On peut ranger ces 3 blocs de 3! =6
maniéres différentes.

Au sein du bloc de maths, il y a 4! rangements possibles. Au sein du bloc de physique, il y a 6!
rangements possibles. Et enfin, il y a 3! rangements possibles des livres de SI.

Cela donne au total 3! x 4! x 6! x 3! = 622 080 rangement possibles.

2. Il y a 9! maniéres de ranger les autres livres que ceux de maths. On peut également placer le bloc
de livres de maths au sein de 10 positions et enfin, il y a 4! maniéres de ranger les livres de maths.

On obtient au total 9! x 4! x 10 = 87 091 200 rangements possibles.

Exercice 15

Pour le mot « maths », toutes les lettres sont distinctes. Cela revient donc & compter les bijections de
[[1; B]] vers {M; A; T; H; S}. Il y en a 5! =120.

Pour le mot « rire », les deux "r" peuvent poser probléme. On va donc décrire la maniére de fabriquer
un anagramme :

(étape 1) on place les deux "r" sur les quatre emplacements disponibles : (g) =10 possibilités ;
(étape 2) on place le "i" sur les deux emplacements restants : 2 possibilités ;
(étape 3) on place le "e" sur le dernier emplacement : 1 possibilité.

Il y a donc 10 x 2 = 20 anagrammes de « rire. »

Pour le mot « ananas », on suit la méme démarche :

(étape 1) on place les trois "a" sur les six emplacements disponibles : (g) = 20 possibilités ;
(étape 2) on place les deux "n" sur les trois emplacements restants : (g) = 3 possibilités ;
(étape 3) on place le "s" sur le dernier emplacement : 1 possibilité.

Il y a donc 20 x 3 = 60 anagrammes de « ananas. »

Exercice 16

a) Dans le cas ou les couteaux sont distincts deux a deux, faire un tel rangement revient a établir une
application de I’ensemble des p couteaux vers les n tiroirs. Il y a donc n” maniéres de procéder.



b) Puisque les couteaux sont indiscernables, un rangement est entiérement défini par le nombre de
couteaux dans chaque tiroir. On note pour tout i € [1; n]], k; le nombre de couteaux dans le tiroir
neq.

n
Les (k;) vérifient Y k; = p (nombre total de couteaux).
i=1

Il s’agit donc de déterminer le cardinal de ’ensemble suivant :
R, p = {(kl; kay 5 kn) e N"/ D k; :p}
i=1

Il n’est pas aisé de trouver directement une formule pour ce cardinal. Nous allons donc procéder par
tatonnement.
e Supposons n = 1. Il n’y a qu’une maniére de ranger les couteaux car il n’y a qu’un seul tiroir.
Ainsi, pour tout pe N* :
card(R1, p) =1

e Supposons n.=2. Il y a p+ 1 maniéres de remplir le premier tiroir car le nombre de couteaux dans
ce tiroir varie entre 0 et p. Une fois le premier tiroir remplir, tous les autres couteaux vont dans
le second tiroir. Ainsi, pour tout p € N* :

card(Ra, p) =p+1

e Supposons n = 3. Réalisons une disjonction de cas selon le nombre k; de couteaux dans le premier
tiroir en remarquant qu’une fois remplis les deux premiers tiroirs, il n’y a plus de choix pour le
dernier tiroir qui récupére tous les couteaux restants.

e pour k1 =0, il y a p+ 1 maniéres de remplir le second tiroir ;
e pour k1 = 1,1l y a p maniéres de remplir le second tiroir;
° -
e pour k1 =p, il y a 1 maniére de remplir le second tiroir.
On obtient ainsi :
_ e Dp+2)

card(Ra, p) =(p+1)+p+-+1

2
e Supposons n quelconque supérieur ou égal a 3.
n-1
On sait qu’il suffit de choisir les entiers ki, ko, -+, kn_1 telles que Zki < p pour déterminer
i=1

complétement le rangement. Mais choisir ces nombres revient a choisir leurs sommes cumulées
respectives que 1’on note (s;) et que 'on définit pour tout i € [[1; n—1]] par :
i
Si=ki+ko+-+k;= Zkl

j=1

L’intérét d’un tel choix est que 'on a 0 < 83 < s9 <+ < 5,1 < p, ce qui revient & choisir n — 1
éléments éventuellement égaux dans ’ensemble [[0; p]]. Nous savons comment choisir n—1 éléments
distincts deux & deux dans [[0; p]]. Il nous faut maintenant prendre en compte les cas d’égalité.

Pour ce faire, nous allons ajouter & I'ensemble [[0; p]] des éléments notés ez, e3, -+, e,-1 qui
correspondent au cas d’égalité. Plus précisément, pour tout j € [[2; n - 1]] si 'on choisit e;, cela
signifie que k; = 0, c’est & dire que s; = s;-1.

Grace a ce codage, on en déduit que le choix des (k;)1<i<n correspond exactement au choix de
n—1 éléments parmi p+1+n—-2=p+n—1. On en déduit :

p+n-1
card (R, p) = ( B )
On peut tester cette formule :
e Pour n =1, on retrouve card (R, ,) = (g) =1.
¢ Pour n =2, on retrouve card (R, ,) = (le'l) =p+1
e Pour n = 3, on retrouve card (R, ,) = (p;'2) = (m%&_



Planche n° 5: Fonctions d’une variable réelle

Exercice 1
Pour tout n € N*, on définit la fonction f, :  — z”.

1. Pour tout n, préciser le domaine de définition de f, puis déterminer sa parité.

2. Soient a # b deux nombres.
Pour tout n, on note 7,(a; b) le taux d’accroissement de f,, entre a et b.

(a) Rappeler la formule de 7, (a; b).

(b) Démontrer la formule suivante, valable pour tout n € N*
n-1
" -a")=(b-a) (b"’1 +ab" 4+t a" b+ a"il) =(b-a) Zakb"*l’]C
k=0

Indication: On pourra utiliser les ---
(c) En déduire une simplification de 7,(a; b).

(d) Finalement, déterminer :
lim 7, (a; b) = f,(a)
bSa

3. Déterminer, en fonction de n, le tableau de variations de f,.
4. Soient n et p deux entiers naturels non nuls tels que p > n. Résoudre :
P > z"
Exercice 2

Déterminer I'ensemble de définition des fonctions suivantes.

1 In(z? - 4) xm
1T B e N—— cxe ] —
frie Vinz faia 422 - 22 +1 fsi @ n(tan 2 )

Exercice 3

Tracer rapidement & main levée, en justifiant, ’allure du graphe des fonctions suivantes.

g1z V3r-2-1 gs x> +3

20+ 1

Exercice 4

Soient f : R - R une fonction et a € R. Décrire comment, & partir du graphe de f, on peut tracer le
graphe des fonctions suivantes.

frize fla-x) farama-f(z)



Exercice 5

Calculer, lorsqu’elles existent, les limites suivantes :

2 +92 : 2 3 2 _
a) Tim & 21l q) Jim S0 g) lim VA2 1
-0 T z=m 1+ cos(z) -0 2
2
2 _
b) lim a” + 2|z . Vit -vV1+a? h) lim z-1
Jim — ) lim L P
2 d
-4
c) limji f) lim vVz+5-vz-3
e>2 4 - 3T +2 T—>+oo

Exercice 6

Soit I un intervalle de R et f et g deux fonctions définies sur 1.

Pour chacune des propositions suivantes, dire si elle est vraie ou fausse (en justifiant).
1. Si f et g sont croissantes sur I alors fg est croissante sur I.

Si f et g sont croissantes et positives sur I alors fg est croissante sur I.

Si f et g sont majorées sur I alors f + g est majorée sur 1.

Si f et g sont majorées sur I alors fg est majorée sur I.

ARl

Si f et g sont bornées sur I alors fg est bornée sur I.

Exercice 7

Soit f : R — R une fonction telle que fo f est croissante et fo fo f est strictement décroissante. Montrer
que f est strictement décroissante.

Exercice 8
Soit f:RY — R une fonction décroissante telle que la fonction g : z — x f(z) est croissante. Montrer que
si f s’annule sur R} alors f est la fonction nulle.

Exercice 9

Soit (a,b) € (R*)?. Déterminer le domaine de définition, le domaine de dérivabilité et ’expression de la
dérivée des fonctions suivantes.

f1@—e 22 fox = x—ave fg:x'—>(l+g)'
x
. cos(azx? + bx +1)
faw—V1+cos?x f5 @~ (ax +b) fo x> .
sin(x)
1
fr @ — arctan(e®) fs v arcsin(z? - 1) fo 1~ arccos (1 )
+x
3
Fro o cos’® x
(1-cosz)?

Exercice 10
Montrer les inégalités suivantes.
1. Ve e]-1,+o00[, In(1+2z) <x;
1
2. Ve e RI~ {1}, ilnx22;
z-1
3. Ve eRY, alna— (v -1) < (z-1)%;

2

4. Vae]-oo,1], 6msl+x+%;



Exercice 11

Tracer le graphe de la fonction f définie sur R par f(z) = |3z - 2| - 2|z + 1]

Exercice 12

Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

a) ln(x;rS): lnxgln?); c) (\/g)xzxﬁ_
b) 327 —27+3 = gr+5 _ 32e-1, d) In|2z +1|+1In|z + 3| <In3.

Exercice 13
Etudier les fonctions suivantes (domaine de définition, parité, périodicité, variations et limites.)

1‘3

friw— — 3 forx—In(z-1) +In(x+1) f3 > In(z? - 1)
22 —

1 tan(2 1

P Ll fo s 2007 fo i zarctan -

T tanx T

f7 x> sin(3z) + 3sinz

Exercice 14

Déterminer tous les couples d’entiers naturels distincts (n,p) non nuls tels que n? = p™.

Exercice 15

1. Soient I un intervalle de R et w: I — R et v: I — R deux applications. On suppose que u et v
sont, dérivables sur I et que u est strictement positive sur I. Montrer que u¥ est dérivable sur I et
calculer sa dérivée.

.
2. Etudier et tracer le graphe de I'application f : R+ — R définie par f(z) = { Clr :i i Zg On
précisera les éventuelles tangentes aux points d’abscisses 0 et 1.
1 .
3. Etudier et tracer le graphe de I’application f : R+ — R définie par f(z) = { gl St > 8 On
siz=0.

précisera les éventuelles tangentes aux points d’abscisses 0 et 1.

Exercice 16

Montrer : Va €]0,1[, 2%(1 - )37 > 1/2. (Indication : étudier les variations de la fonction z — zlnz +
(1-2)In(1-=x).)

Exercice 17

Déterminer une période de la fonction f: R — R définie par f(x) = cos (%) + sin (g) .

Exercice 18

Soit (a, 3,w) € R3. Montrer qu'il existe o € R tel que :
Vz € R, acos(wz) + Bsin(wz) = /a2 + B2sin(wx + ¢).

Exercice 19

Tracer le graphe de la fonction & — arcsin(sinz).



Exercice 20

Simplifier les expressions suivantes : tan(arcsinx), sin(arccosx), cos(arctanz).

Exercice 21

Ensemble de définition et simplification de f définie par f(z) = arcsin (230\/ 1- 1‘2).

Exercice 22

. s
1. Montrer que pour tout x € [-1,1], arcsinz + arccosz = 5"
1
2. Montrer que pour tout x € R}, arctanx + arctan — = 5" Cette égalité est-elle valable pour tout
T
reR*?
1-z
3. Montrer que pour tout z €] — 1,1[, arctan 1oL - 5 Arccos.
T

Exercice 23

Résoudre dans R les équations suivantes :

i = . 1 1
a) arcsin 2z = arccos . d) arcsinz = arccos = — arccos —.
. 3 1
b) arcsin(z + 1) — arcsinz = —. 2 T
6 e) arcsin —— = —.
. 1+z2 3
¢) arctanz + arctan(2z) = 1 f) arcsinz = arctan2 + arctan 3.

Exercice 24

Calculer arctan2 + arctan b + arctan 8.

Exercice 25

1. Soit k € N, simplifier arctan(k + 1) —arctan(k). (Indication : on pourra calculer la tangente de cette
expression.)

s 1
2. En déduire la valeur de lim (Z arctan (m)) .

n—o00 k=0

Exercice 26

sin(n arccos )

V1-22

Pour n € N, on pose f,(z) = cos(narccosz) et gn(x) = . Montrer que f, et g, sont des

fonctions polynomiales.

Exercice 27

Une entreprise de photocopie couleur pratique des tarifs dégressifs de la maniére suivante :

e les 20 premiéres copies sont & 15 centimes la copie;

e les 60 copies suivantes sont & 10 centimes la copie;

e toutes les copies suivantes sont & 5 centimes la copie.
Par exemple, 25 copies cotitent 20 x 0,15+ 5 x 0,10 = 3,50 €.
On note f la fonction qui & tout nombre entier n associe le prix pour n photocopies réalisées dans cette
entreprise.
Le gérant souhaite un algorithme donnant le tarif en fonction du nombre de photocopies réalisées. Pro-
poser votre code.



Corrigé de la planche n° 5: Fonctions d’une variable réelle

Exercice 1

1. Pour tout n, f, est définie sur R.
Et pour tout x, on a f,(-z) = (-z)" = (-1)"z" = (-1)" f,(x) donc f, est de la méme parité que
n.
2. (a) On a 7,(a; b) = bz:gn
(b) Ici, on va faire une démonstration « plus propre » en utilisant les changements d’indice. Partons
du membre de droite.

n-1 n-1 n-1
(b-a) > a"p" 1k = S akpnk — $ g1k Realisons le changement d’indice &' =k + 1 dans la seconde so
k=0 k=0 k=0

S oknek S Kk L
= Za b — Za bnr = Za bR — Za b
k=0 k=1 k=0 k=1

les indices k€[[1; n—1]] sont communs

n-1 n—1
_ aObn + Zakbn—k _ Zakbn—k _ anbO =" —g"
k=1 k=1

(c) On exploite la formule montrée précédemment :

b" —a" _(b-a) Yicp atb" T h _ nz_:lakbn_l_k
b-a b-a fard

Tn(a; b) =

(d) Pour tout k € [[0; n—1]], lim a®b"~17* = ¢*q"~1% = ¢"~1. Chacun des n termes de la somme
bSa

tend donc vers a™ . On obtient ainsi :

lim 7, (a; b) =na"" = £/ (a)

b—>a

On vient donc de prouver la formule de dérivation de la fonction f,.

3. On connait la parité de f,, il suffit donc d’étudier les variations de f,, sur R*. Or, pour tout n et
pour tout z >0, f!(x) =nz"! > 0. On en déduit que les f,, sont strictement croissantes sur R*.

En outre, lim f,, = +co. On en déduit les tableaux de variations suivants.
+o00

Si n est pair :

Si n est impair :



4. On procéde, comme d’habitude, par équivalences. Pour tout z :
P >a"” = 2P -2">0 <= 2" (@P"-1)>0

Dressons maintenant un tableau de signes.
Le signe de =" dépend de la parité de n et du signe de x. On fera donc une disjonction de cas,
selon la parité de n.
Pour déterminer le signe de zP~™ -1, il faut résoudre zP~™™ -1 > 0, c’est & dire P~ > 1. Ici, encore,
tout dépend de la parité de p — n et nous devrons donc réaliser une disjonction de cas.
Il nous faut donc distinguer au total quatre cas :

e Lorsque n et p—n sont tous les deux pairs. On obtient le tableau de signes :

T —00 -1 0 1 +00
" + + 0 + +
P -1 + 0 - - 0 +
™ (P - 1) + 0 - 0 - 0 +

Les solutions sont donc, dans ce cas ]-oo; —1[ U ]1; +oo].
e Lorsque n est pair et p —n impair. On obtient le tableau de signes :

T —00 -1 0 1 +00
" + + 0 + +
P -1 - - - 0 +
™ (2P - 1) - - 0 - 0 +

Les solutions sont donc, dans ce cas ]1; +oo.
e Lorsque n est impair et p —n pair. On obtient le tableau de signes :

x —00 -1 0 1 +00
z" - - 0 + +
P -1 + 0 - - 0 +
z" (2P - 1) - 0 + 0 - 0 +

Les solutions sont donc, dans ce cas ]-1; 0[ U ]1; +oo].
e Enfin, lorsque n est impair et p —n impair. On obtient le tableau de signes :



" — - 0 + +
| - - - 0 +
" (2P - 1) + + 0 - 0 +

Les solutions sont donc, dans ce cas ]-oo; 0[ U ]1; +oof.

Exercice 2

1. Il faut s’assurer que 'argument de la racine est strictement positif et que 'argument du logarithme
est strictement positif.
On doit donc vérifier simultanément les deux conditions

x>0et In(z)>0

Ce qui donne pour domaine |1; +ool.

2. Il faut s’assurer que I’argument de la racine est strictement positif et que 'argument du logarithme
est strictement positif.
On doit donc vérifier simultanément les deux conditions

422 -2 +1>0et 22-4>0

Aprés étude du trindme, la premiére inégalité est vraie pour tout x.
On obtient donc pour domaine | — oo; 2[U]2; +oo].
3. Il faut que ’argument de la tangente n’appartienne pas a ’ensemble {g +km; ke Z} et que l'argu-
ment du logarithme soit positif.
La résolution de tan — > 5 donne comme solutions tous les intervalles de la forme [2k; 2k + 1]

avec k entier relatif.

Exercice 3

2
1. On peut réécrire cette fonction x — 4 /3 (a: - g) -1.

/ 2
En utilisant la décomposition z — /z = 3z — /3 (x - g) —1, on en déduit qu’on obtient la

courbe & partir de la courbe de racine en appliquant successivement les opérations suivantes :
e contraction selon ’axe des abscisses d’un rapport de 3;

e translation d’un vecteur (2_/13)

. . 5 1
2. On peut réécrire cette fonction x — = x T +3.

T+ 3

. ) ”» 1 5 1 5 1 . .
En utilisant la décomposition £ » — » — x — > — X T +3, on en déduit qu’on obtient la courbe
r 2z 2 m+y

A partir de la courbe d’inverse en appliquant successivement les opérations suivantes :

e dilatation d’un facteur de — selon ’axe des ordonnées;

e translation d’un vecteur (_13/2)



Finalement, on trace les courbes :
Ay Ay
4 4
X
1 2 3 4

Question 4 | Question 2

Exercice 4

1. Pour a fixé, la fonction x + a — z correspond & une symétrie sur I’axe des abscisses par rapport au
point d’abscisse g.
En effet, si on nomme M le point d’abscisse x et M’ le point d’abscisse a — z, on vérifie aisément
que le milieu de [M M'] est toujours le point d’abscisse % (en utilisant la formule de I’abscisse du
milieu par exemple).
Ainsi, la courbe de x — f(a - x) s’obtient par une réflexion de la courbe de f par rapport & l'axe
d’équation x = g.

2. On peut appliquer le méme raisonnement sur les ordonnées.
On en déduit que la courbe de z — f(a - z) s’obtient par une réflexion de la courbe de f par

X ) . a
rapport a ’axe d’équation y = 3"

Exercice 5

Toutes ces limites sont a priori indéterminées. Il faut travailler sur les expressions pour lever les indé-
terminations. Il ne faut pas oublier, dans un premier temps, de déterminer les domaines de validité des
exTpressions.

2 2
A 1 . . . . T+ 2|z .2z .
1. A T'aide d’une disjonction de cas on obtient lim 7|| =2 et lim 7|| =-2donc il n’y a pas
250 €z 350

de limite en 0.
2. Ici, le signe de = n’est plus a discuter. En effet, on peut supposer x < 0 puisqu’on est en —oo.
2
2
On obtient lim Lm =-
xr—>—00 €T
3. Le dénominateur s’écrit, pour tout x, 2 -3z +2 = (z — 1)(z - 2) (il suffit de calculer A puis les
racines).
2.4 -2 2 2 24
z :(x )@+ ):(x+ )donclim$4:
22-3x+2 (z-2)(z-1) (z-1) =2 32 — 3 + 2

4. Pour tout z € R\ {(2k + 1)7 avec k € Z} :

Ainsi, pour tout z € R\{1; 2},

sin?(z) _ 1 - cos?(x)
1+cos(x) 1+ cos(x)
_ (1 =cos(z))(1 + cos(x))
1+ cos(x)

=1-cos(x)

.2
Ainsi, on obtient lim M =
a—7 1+ cos(x)



5. On utilise le conjugué. Pour tout z € [-1; +oo[\{0} :

Vitr-Vi+a?

(\/1+ac—\/1+gc2) (\/1+:z:+\/1+ac2)

X
x

(M+\/1+z2)
1+z-(1+2%)

x(ﬁ+\/1+x2)

.Z‘—J)Q

x(m+\/1+x2)
1-x

iz +Vita?
Vi+tr-+v1+22 1
On obtient finalement hl% x o
Tr— x

6. Méme technique! Pour tout = > 3 :

2

\/x+5—\/m—3:(\/x+5—\/m—3)x(

S
+
ot

+Vr 3)
(Vz+5+z-3)
_ z+5-(x-3)
(\/:c+5+\/m—3)
8
_(\/x+5+\/x—3)
On obtient donc lirP Vr+b-+vVx-3=0.

7. C’est encore la méme technique. Cette fois ci on exploite I'identité :

a® - b% = (a-b)(a®+ab+b?)
On obtient ainsi, pour tout = #0 :

2
V1i+z2-1 (\/31+x2—1) (\3/1+332 +V1+22+1
x? B

)
z? X(\3/1+x22+\3/1+x2+1)
l+2%-1
) x2(€’/1+x22+€’/1+x2+1)
B 1
i (3/1+x22+3’/1+x2+1)
On obtient donc glclin Vifa?-1_1

2 )

3

r-1

8. On reconnait la formule de la somme des termes d’une suite géométrique. Pour tout z # 1 :

B 1
= —
-1 wﬁ—l
B 1
S l4z4e+an]
r-1 1
On obtient ainsi lim ==
z=1g" -1 n



Exercice 6

1. Clest faux.

Les fonctions x — x et & — x sont croissante sur R et pourtant la fonction x — x
sur R.

2 n’est pas croissante

2. C’est vrai. Supposons f et g croissantes et positives sur 1.
Pour tous nombres u <v de I, on a 0< f(u) < f(v) et 0< g(u) < g(v).
Comme ces deux séries d’inégalités portent sur des nombres positifs, on peut les multiplier entre
elles. On obtient f(u)g(u) < f(v)g(v) et donc fg est croissante.

3. C’est vrai. Supposons f et g majorées sur I et posons M et N des majorants respectifs de f et g.
On a, pour tout z de I, f(z) < M et g(x) < N. Or, on peut ajouter membre & membre des inégalités.
On en déduit f(z)+g(z) <M + N et ainsi f + g est majorée (par M + N par exemple).

4. C’est faux.

Les fonctions = — -2 et z — —a2

sont majorées sur R (par 0 par exemple).
Or la fonction z + 2% n’est pas majorée sur R.

5. C’est vrai. Supposons que f et g sont bornées, ce qui est équivalent & dire que |f| et |g| sont majorées
et notons M et N des majorants respectifs de |f| et |g|.
Pour tout = de I, 0 < |f|(x) < M et 0 <|g|(x) < N. Comme ces séries d’inégalités portent sur des
nombres positifs, on peut les multiplier. On obtient 0 < |f|(z) x |g|(z) < M x N. Ainsi, |fg| est
majorée.
Par suite, fg est bornée.

Exercice 7

Par labsurde. On rappelle que le contraire de A = B est (-A) A B.

On va donc supposer que f o f est croissante, f o f o f est strictement décroissante mais que f n’est pas
strictement décroissante.

En particulier, cela signifie qu’il existe deux nombres u < v tels que f(u) < f(v).

Comme f o f est croissante, en composant cette inégalité par f o f, on obtient fo fo f(u) < fo fo f(v)
mais c’est absurde car fo fo f est strictement décroissante.

Exercice 8

On se place dans les hypothéses du probléme et on suppose que f s’annule sur R}. Ainsi, il existe a > 0
tel que f(a) = 0.
Soit alors z un réel strictement positif.
Si on suppose x > a alors on a
e 2f(x)>af(a) =0 car g est croissante ; ce qui donne f(z) >0 (car z >0);
e f(z)< f(a)=0 car f est décroissante.
Donc, si « > a, on obtient f(x) >0 et f(x) <0 et ainsi f(x) =0.
Le cas ou z < a se traite de maniére similaire. On obtient également f(x) =0.
Finalement, la fonction f est nulle.

Exercice 9
. a o - %
La fonction f;: x — — est définie et dérivable sur R*.
Par composition, la fonction proposée est aussi définie et dérivable sur R*. Sa dérivée est
2a _a
. LS
fl T 133 e «*
La fonction fo: x — \/x est définie sur R* et dérivable sur R}.
Par somme, la fonction étudiée est définie sur R* et dérivable sur R} et sa dérivée est :

a

’
: 1-
f2 €T 2\/5




Pour f3, par définition, pour tout z d’un domaine valide, on a

(1 N g) _ in(1+2)

T

On en déduit que la fonction est définie est dérivable pour ( 1+ —) > 0 et pour x # 0. On résout, pour
T

z+0:

T+a
>0

(1+3)>0 —

x x

On sait que a > 0. Un petit tableau de signes donne les solutions | — co; —a[u]0; +oo.
Ainsi, la fonction est définie et dérivable sur ] - oco; —a[u]0; +oo[. On calcule sa dérivée en utilisant deux
fois la formule de la dérivée d’une fonction composée. On obtient :

fi:am (111(1 + g) - L)exln(1+%)
z) a+x

Pour tout o, on a 1+ cos?(z) > 0. On en déduit, par composition, que la fonction f; est dérivable sur R.

Sa dérivée est :
oo —cos(z) sin(x)

1+ cos?(z)

Pour f5, on utilise la méme technique que pour f3. Le domaine de dérivabilité est ]‘7”, +oo[. Aprés calcul,
on obtient la dérivée :

foixe (ln(aa: +b)+ )eﬂC In(az+b)

ar+b

Le numérateur de fs ne pose pas de probléme. La fonction est définie est dérivable dés que sin(z) # 0,
c’est & dire pour x € R\ {km; k € Z}. On obtient la dérivée :

_cos(aac2 +b+c)cos(x) + (2az + b) sin(az? + bx + ¢) sin(z)

fé:x»—>

sin?(x)
Par composition f7 est définie et dérivable sur R. Sa dérivée est :

X

fé:x»—>

1+e2®

arcsin est définie sur [-1; 1] et dérivable sur | -1; 1[.
Pour connaitre le domaine de définition de fs, il faut résoudre :

“1<2?-1<1 < 0<2?et22-2<0

< x€ [—\/5; \/5]

La fonction est donc définie sur [—\/5; \/5] et dérivable sur ]—\/5; 0[ U ]0; \/5[

Sa dérivée est :
2z

- _
|z| Va2 -2

Pour fg, on applique la méme stratégie qu’a la question précédente, on obtient une fonction définie sur

] —o00; =2]U[0; +oo[ et dérivable sur | - oo; —2[U]0; +oof.

La dérivée est :

fy:

1
forxrms ———————
0 lz + 1) \/z(z + 2)
La fonction f1g est définie et dérivable pour cos(x) # 1, c’est & dire pour x € R\{2km; k € Z}. Sa dérivée

est :
~(cos(z) -3) cos? (z)sin ()

(cos (z) -1)°

fllozx'—’



Exercice 10

Montrer les inégalités suivantes.

1. Soit la fonction f:x — 2z —In(1+ ) définie et dérivable sur | - 1; +oo[. Il s’agit de prouver que f
est positive.

Or, pour tout z du domaine :

1
r+1

f@)=1-

On en déduit le tableau de signes de f’ puis le tableau de variations de f aprés avoir calculé

£(0) = 0.

x -1 0 +00
x - 0 ¥
z+1 + +
() - 0 +
f(x)
0

On en déduit que f est bien positive sur son domaine.
2. C’est la méme stratégie mais en nettement plus brutal.
z+1
On pose g:x ] In(z) — 2 définie et dérivable sur RI\{1}.
-

Aprés calcul, on obtient

(z+1) 1

9(x) = z(z-1) z(zx-1)

mln(@«) + s (2zIn(z) + (z +1)(z - 1))

On connait le signe de z(x —1)? : il est positif. Le signe de g’(z) est donc donné par le signe du
numérateur que I'on note p(x) avec ¢ : x — —2zln(x) + (z + 1)(x — 1) définie et dérivable sur R}.
Un peu de calcul donne

¢'(x) =-2In(x) -2 +2z

La encore le signe de ¢’ n’a rien d’évident.
2(x-1)
.
Finalement, on en déduit le tableau de signes de ¢’ puis le tableau de variations de ¢ aprés avoir
calculé ¢'(1) = 0.

-2
On calcule donc, pour tout x du domaine, ¢"(x) = — +2 =
T



x 0 1 +o00
z-1 - 0 +
x + i
o' (x) - 0 +
¢'(x)
0

En particulier, on en déduit que ¢ est strictement croissante. Mais comme (1) = 0, on peut

déterminer le tableau de variations de g.

x 0 1 +00
o(x) - 0 +
g(z)

Reste a déterminer la limite de g en 1. Or, pour tout  du domaine de g, on a

In(z)

-2
-1

g(2) = (x+1)x

In(x) _ In(x) - 1n(1)
-1 -1
In(z) —In(1)
z-1

est un taux d’accroissement. Ainsi :

On reconnait que

In'(1) =1

r—1

Finalement, par produit et différence, on obtient lim g(x) = 0, ce qui permet de conclure.
z51

g est bien positive sur son domaine!

. On a pour tout z € R} :
zhnzr-(r-1)<(z-1)* <= (z-1)*+(z-1) 2xn(z)
— z(z-1)2zln(z)

<~ (z-1)>In(x) car x>0

Montrer I'inégalité (x - 1) > In(x) se fait en étudiant la fonction x — (z—1) —In(z) de maniére trés

similaire & ce qui a été fait en 1.
2
. . ex . . .
. On étudie la fonction h:x—~ 1+ x+ - e” qui est définie et dérivable sur R.

Pour tout z :

W(z)=1+ex-e" h'(x)=e-e”

On en déduit que A" (z) est positive pour x < 1. En particulier que h’ est croissante sur | — oo; 1].

Or, 1'(0) = 0.
Ainsi, le signe de h' et les variations de h sur | — oo; 1] sont :



h'(x) - 0 +

" \ O /

En effet, on calcule h(0) = 0.
Ainsi, pour tout x < 1, h(x) >0, ce qui permet de conclure.

Exercice 11

Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

a) Cette équation prend sens lorsque = > -3 et z > 0 simultanément, c’est & dire pour z > 0.
D’autre part, pour tout x > 0, on a la série d’équivalences :

ln(x+3): Iz +in3 — 2ln(x;3)—(lnx+ln3):0

2 2
2
<~ In (m+3) ><i =0
2 3z
2
— —(x+3) =1
122
2_
— (x+3) 12x:0
12x
22 —6x+9
—_ — =
12x
(z-3)*

12z

=0

On obtient la solution z = 3.

b) Cette équation prend sens pour tout z. De plus, pour tout z, on a les équivalences :

327 _ 2z+% _ 2m+% _g2e-l . g2¢ , g2u-1 _ 21+§ + 2r+%
s o22In(3) | ((22-1)In(3) _ (2+7/2)In(2) | ,(e+1/2)In(2)
— e2zIn(3) (1 +e—ln(3)) — orIn(2) (e7/2 In(2) , ,1/2 1n(2))
o2 1n(3) (e7/2 In(2) 4 o1/2 ln(2))
= an@ (1+e @)
o7/21n(2) | o1/2 1n(2)))

(1+e ()

<~ 2zIn(3) -zIn(2) =1n ((

7/2ln(2) +el/2ln(2))
B 21n(3 “In(2) " (1+e12®)

(*
— . (8\/§+\/_)
(

" 2In(3) ln(2)

x In

27\/2 )

B 21n(3 “In(2) 4

10



c) L’expression est définie pour tout x > 0 et on a alors la série d’équivalences suivantes :
(\/E)x _ x\/z — ezln(ﬁ) _ eﬁln(z)
s oIn@)/2 _ (VT ln(o)
< xln(zr) = 2/xIn(z)
< In(z) (z-2yz) =0
< (z-2V2)=00u In(z) =0
— 2% =4dzoux =1
<~ z(x-4)=0ouzxz=1
<~ z=4ouzx=1

On a donc deux solutions : 4 et 1.

d) Cette inéquation est définie lorsque |22 + 1| > 0 et |z + 3| > 0. Ainsi, on doit avoir = # ‘71 et x + -3.

Sous ces conditions on a les équivalences :
In|2z + 1] +1Injz + 3| <In3 < In(|2z+ 1| x |z + 3]) < In(3)
— |(2z+1)(z+3)]<3
— -3<2z+1)(z+3)<3
Les solutions de I'inéquation de départ sont donc les intersections des solutions de (2z +1)(z+3) <3

et des solutions de (2z+1)(z +3) > -3.
On obtient ainsi comme solutions :

Exercice 12
f1 est définie et dérivable sur R\ {—\/3; \/3} De plus, pour tout z de son domaine de définition, on a

(-2)° -
fi(-z) = Co?-3 2-3 -fi(x)

Cette fonction est donc impaire.
De plus sa dérivée vaut, aprés calcul et factorisation :

22(z+3)(z-3)

(a2~ 3)°
On étudie le sens de variation de f; sur [R+\{\/§} puisqu’elle est impaire. Sur cet ensemble la dérivée
change de signe en x = 3.

Reste & déterminer les limites de f; en +oo et & gauche et & droite de /3.
Pour tout  non nul du domaine de définition, on a

fi(x) =

fi(z) =

T

3
1-2=

On en déduit
1+im f1 = +00

Pour la limite autour de v/3, on écrit, pour tout  du domaine :

3
x
€T =
N = ) e )
On en déduit
lim f; = +o0 et lim f; = -0
V3 NER

Finalement, on peut reconstituer tout le tableau de variations de f; sur R*, ’ensemble des variations se
déduisant par symétrie centrale.

11



x 0 V3 3 +00
fi(z) - - 0 +
0 +00 +00
fi(x) \ /

f2 est définie pour x > 1 et x > —1, soit sur |1; +oo[. Son domaine de définition n’est pas symétrique, elle
n’est donc ni paire ni impaire.

Les fonctions z — In(z — 1) et  — In(z + 1) sont strictement croissantes par composition. Ainsi, fy est
strictement croissante par somme.

D’autre part, a:linlh In(xz - 1) = —co par composition et ainsi, lilr+n fo = —oco par somme.

Enfin, ljm f2 = +co0 par somme.

f3 est définie sur | — oo; —1[U]1; +o0[

Elle est paire car f3(-z) =In((-2)*-1) =In(z? - 1) = f3(x).

De plus, pour tout z > 1, In(z2 - 1) =In((z - 1)(z + 1)) =In(x - 1) +In(z - 1) = fo(z). Ainsi, on déduit
de I'étude de f5 celle de f3 par symétrie.

1
fa est définie lorsque x # 0 et M > 0.
T

1
Un petit tableau de signes de ’expression nel donne
T
x —00 -1 0 1 +00
In |z + 0 - - 0 +
x - - 0 + +
In|xz| _ 0 4 _ 0 +

On en déduit que le domaine de définition de fy est [-1; O[U[1; +oo[
In |z
On va étudier la fonction g : x — L qui est définie sur R* et impaire et on déduira de ’étude de cette
x
fonction celle de f, par composition par racine.

1-In(x)
x2
g’ est donc négative sur [e; +oo[ et positive sur ]0; e], ce qui nous donne les variations de g.

Pour tout x > 0, |z| = = et par suite, ¢'(x) =

1
On calcule g(e) = —.
e
De plus, HI(I)I g(x) = —oo par quotient.
z—0%
Enfin, lim g(z) =0 par croissance comparée.
T—+00

Finalement, le tableau de variations de g est :

12
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(@) \ e R \

e —00 0

x -1 0 1 e +00

wo | - : ~

f5(x) existe dés que

o 20 ¢{Z+km keZ}

. x¢{%+k7r; k:eZ}

e tan(z) #0, c’est & dire = ¢ {km; keZ}
La conjonction de ces trois conditions donne le domaine de définition et de dérivabilité R\ {%’T; ke Z}.
De plus, comme le numérateur est périodique de période 7 et que le dénominateur est périodique de
période 7, on en déduit que 7 est une période de f5.
D’autre part, le domaine de définition de f5 est symétrique par rapport & 0 et pour tout x de ce domaine

tan(-2z) —tan(2z)
tan(-z)  —tan(z)

fs(=z) = = f5()

Ainsi, f5 est paire. Il suffit donc d’étudier cette fonction sur ]0' 1[ U ]%; %[

4
Pour tout = de ce domaine :

2tan(z)

_ 1-tan?(x)
fo(x) = tan(x)

2
1 - tan?(z)

Cette derniére forme facilite I'¢tude de la fonction. Ainsi, pour tout 0 <u<v <7, on a:

0 < tan(u) < tan(v) <1 == 1 -tan?(u) > 1 - tan®(v) > 0 = f5(u) < f5(v)

ool
il
De méme, on peut prouver qu’elle est strictement croissante sur ]%; E[.
Reste a calculer les limites.
On a lim (1 —tanz(x)) =0* et donc lim f5(z) = +oo.

z—»%’ z—>%’

en raison des sens de variations des fonctions carré et inverse sur ]0; +
En particulier, on en déduit que f5 est strictement croissante sur ]O;
2

On prouve de méme, lim f5(x) = —co.
=7

Enfin, on sait que lim tan(z) = +oo et ainsi lim f5(x)=0".
m—»%’ m—>%’

Reste a calculer f5(0) =2 pour pouvoir dresser le tableau de variations sur une période en exploitant la
parité.

13
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f¢ est définie et dérivable sur R*.
1 1

De plus, pour tout x # 0, f¢(—z) = (-x) x arctan — = xarctan — car arctan est impaire. Donc fg est
- x

paire. On réduit donc le domaine d’étude & R*.
Sa dérivée vaut, pour tout x >0 :

1
fé(z) = arctan — + z x
T

1
= arctan — — 3
r l+x

Il n’est pas évident de connaitre le signe de f. Pour tout = # 0, cette fonction est dérivable et on obtient,

aprés calcul :
” -2

s(m)zm

Ainsi, f{ est strictement décroissante sur | —co; 0[ et sur ]0; +oof.

Mais on a lim arctan — = 0 par composition et on a lim - = 0 en utilisant les techniques de
T—>+0o €T zotoo 2+ 1

levée d’indétermination.
On a donc lim f§(z) = 0 par somme et on en déduit ainsi que f§ est positive sur R*.
Tr—>+o0o

Ainsi, fs est strictement croissante sur R}.

De plus, xh_,%h arctani =T et II_I)IPOQ arctani = 0. Par produit on obtient donc

l%r+n fe=0.

Pour la limite en +o0o, on fait le changement de variable u = l, c’est a dire x = %, pour z > 0.

Dire que z tend vers +oo est équivalent & dire que u tend vers 0*. On a ainsi :

arctanu arctanu — arctan(

1
xrarctan — =
T U u—-0

On reconnait 13 un taux d’accroissement et on en déduit :

. arctanu 1
lim =

- -1
u—0* U 1+ 02

Ainsi,
lirgl+ fe(z) =1

Exercice 19

tan(arcsinx) existe pour arcsinx ¢ {%, g}, c’est & dire pour x ¢ {-1; 1}.

Pour tout z €] — 1; 1[, on pose u = arcsinz, de sorte que sin(u) = . On cherche a déterminer la valeur
de tan(u).

Remarquons que u € ]%, g[, de sorte que cos(u) > 0. On peut donc écrire cos(u) = v/1 —sin’(u) =
V1-a2.

Finalement, on a donc tan(arcsinz) = sin(u) ___@

cos(u) V1-22

14



sin(arccos ) existe pour x € [-1; 1].

Pour tout z € [-1; 1], on pose u = arccosz, ce qui donne x = cosu. On cherche & déterminer sin(u).
Remarquons que u € [0; 7], de sorte que sin(u) > 0. On peut donc écrire sin(u) = /1 — cos(u)2.
Finalement sin(arccosz) = sin(u) = \/1 - cos(u)? = V1 - 22.

1
V1+a?

Avec la méme méthode, on obtient pour tout x € R, cos(arctanz) =

Exercice 20
L’expression f(x) existe pour :
e 1-22>0, clest a dire z € [-1; 1];
e 201 -22¢[-1; 1].
Pour x € [-1; 1], résolvons I'inéquation :
20V T=aZ e[-1; 1] = |20v/1-22| <1
<~ 4:c2(1 - mz) <1 car carré est strictement croissante sur R*
— —da'+42°-1<0
— —(22% -1)? <0 ce qui est toujours vrai!

Finalement le domaine de f est [-1; 1].
L’allure de f nous pousse & poser pour tout z € [-1; 1], § = arcsinz, c’est & dire z =€ §. On a ainsi :

f(z) = arcsin (2 sin V1 - sin? 9)

Orﬁe]i;
2

N1k

[[, ce qui donne cosf > 0. Ainsi :

f(z) = arcsin (2sin 0 cos ) = arcsin (sin(26))

Il faut maintenant faire une disjonction de cas :
-m T

e Pour 260 ¢ [—; —] — fe [j; Z], on a arcsin (sin(26)) = 26.
2 2 4" 4

V3 3
T, —:|, on a

Ainsi, pour x € [ 5

f(z) =2arcsinz

e Pour QQE]%; 7r] — QE]E' z], on a arcsin (sin(26)) = 20 - 7.

4’ 2
2
Ainsi, pourxe]%; 1], 0na

f(z) =m—-2arcsinzx
e Par un raisonnement semblable, pour z € [—1; —
f(z)=-m—2arcsinz

Exercice 21

1. On va utiliser le fait que cos(a) = sin (g - a).

L’égalité que l'on doit démontrer est équivalente & arcsinx = 5 arccos .

. . -T 0w U
Or, on sait que 0 < arccosz < m, ce qui donne —7 < —arccosz <0 et donc > < 5 arccosx < 3
On peut donc appliquer sinus & cette égalité pour obtenir une égalité équivalente :

. i . . A . .
arcsimx = 5 —arccosr <— Smarcsmax = Sin (5 - arccosx) <= X = cosarccosx, ce qui est vrail.

15



1
2. Méme stratégie. On va utiliser le fait que ——— =tan (z - a).
tan(a)

e , oo o X m 1
L’égalité que l'on doit démontrer est équivalente & arctanz = 5 arctan —.
x
1 =« . us 1 T 1 7
Or, pour tout z > 0, 0 < arctan — < —, ce qui donne —— < —arctan — < 0 et donc 0 < ——arctan — < —.
r 2 2 T 2 x 2
On peut donc appliquer tangente a cette égalité et obtenir une égalité équivalente :
1 1 1 1
arctanx = g —arctan — <= tanarctanz = tan(ﬁ - arctan—) == S r=7
r t tanarctan — z
x

ce qui est vrai.

3. Une petite étude de signe de la fonction z —

nous montre qu’elle est positive sur | -1; 1]
+T
donc I’égalité est bien valide.

De plus, pour tout z €]—1; 1[, on a arctan € ]0; g[ Sur cet intervalle cosinus est injectif.

+x
On a donc la série d’équivalences :

1-x 1 1-x
arctany/ —— = —arccosx <= 2arctany/ —— = arccoszx
l+xz 2 l+xz

1-x
<= cos| 2arctan =x
l+x

1—
<« 2co0s’ (arctan x) -l=x
l+x

1
Or, on sait que cos®(a) = ——————. On obtient ainsi :
1+ tan®(a)
1-2 1 1
arctany/ —— = —arccosx < 2 x -1=x
l+x 2 1—1
1+ tan? | arctan
1+x
1
<~ 2x -1=x
1-=x
1+
l+z
1
<:>2><T—1:x
T+z

Ce qui est vrai!

On a l’équivalence sin(u) = sin(v) <= wu = v uniquement si u et v appar-
tiennent & un intervalle sur lequel la fonction sinus est injective.

Par exemple sur [0; [, on n’a pas ’équivalence sin(u) = sin(v) <= wu = v mais on
- T

I’a sur [—; —1.
2 2 . . .
Le méme genre de précautions s’imposent avec cosinus et tangente.

Exercice 22

a) Il faut x € [-1; 1] et 22 € [-1; 1] en raison des domaines de définition de arcsin et arccos.
Ainsi, il faut x € [_71, %]
En raison des domaines images de ces deux fonctions, on en déduit aussi que arcsin(2z) et arccos(z)
sont dans [%7 g] N [0; 7], c’est & dire [O; %]
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En particulier, x est forcément positif, c’est a dire dans [O; %]
Sur [0; %], sin est injective, on a donc les équivalences :
arcsin(2z) = arccos(x) <= 2z = sin (arccos(z))

Posons u = arccos(z). On sait que u € [0; 7] et que cos(u) = z. Or on cherche sin(u). Mais on sait
que sin’(u) = 1 - cos?(u), ce qui donne sin(u) = /1 - 22 car u e [0; 7] (et donc sin(u) > 0).
Finalement, on a

arcsin(2x) = arccos(z) < 2z =V1-z2

Cette derniére équation a comme solution g qui est bien dans le domaine de validité.

b) Cette expression est définie pour = + 1 € [-1; 1], c’est & dire x € [-2; 0], et x € [-1; 1]. On raisonne
donc pour tout x € [-1; 0].
Dans ce cas, arcsin(z + 1) € [0; %] et arcsin(z) € [—g; 0].
On va maintenant réécrire cette équation de deux maniéres. D’une part,

. . 77 . s .
arcsin(z + 1) — arcsinz = . = arcsin(z + 1) = g *aresing

Sachant que arcsin(z + 1) € [O; g] et que arcsin(z) « [%, 0], on en déduit que nécessairement,
arcsinx € [%, 0], c’est a dire x € [’71, 0]
D’autre part, on a aussi :

. . 77 . s .
arcsin(z + 1) — arcsinz = . = arcsin(z + 1) - § = aresinz

Toujours en raison des domaines d’appartenance de ces nombres, on a ainsi nécessairement, arcsin(z +
1)e [0; %], cest Adirex+1¢ [_71, 0], soit x € [—1; _71]

Une solution appartient donc nécessairement & [‘71, 0] n [—1; _71] = {‘71} Mais il est clair que = = _—21
n’est pas solution.

Cette équation n’a donc pas de solutions !

c) Cette expression est a priori définie sur R.
Z ne peut pas étre négatif car dans ce cas, on aurait arctan(z) < 0 et arctan(2z) < 0 et donc
arctan(x) + arctan(2z) < 0.

. A Lo R . m
De méme, x ne peut pas étre supérieur a 1 car dans ce cas, on aurait arctan(z) > 1 et arctan(2z) >

1

et donc arctan(z) + arctan(2z) > g

On doit donc supposer que x € [0; 1[. Dans ce cas, les deux membres de I’égalité appartiennent a

]%; g[ et on peut raisonner par équivalences en appliquant tangente :

arctan(x) + arctan(2z) = % <= tan (arctan(z) + arctan(2z)) = tan%

Cette derniére égalité donne :

+2

tan (arctan(zx) + arctan(2x)) = tan T o 2rer
4 1-2a2

222 +3x -1 B

=0
1- 222

On obtient la seule solution valide

17



d) On raisonne pour tout z € [-1; 1] :

arcsinx = arccos g — arccos Z <= x =sin (arccos § — arccos —)

4

1 1 1 1
<= x =sin (arccos —) cos (arccos —) - cos (arccos —) sin (arccos —)
3 4 3 4

e) On pose pour tout z, f(x) = 132@. En étudiant cette fonction, on montre qu’elle est définie sur R et

que ses valeurs sont dans Uintervalle [-1; 1].

En particulier, on en déduit que arcsin (f(x)) existe pour tout x.

—T. T
27 2

N . . ™ . L
Et comme & la fois arcsm( 2z ) et 3 sont dans [ ], on peut raisonner par équivalences :

1+22

):E — 2 :Sin(g) — 22V3-42+V3=0

arcsin (
1 3 1+ 22

+ 22

. . . . 3
En résolvant cette derniére équation, on obtient les solutions /3 et %
2 . L
f) Notons que (arctan2; arctan3) e |Z; Z[” en raison du sens de variation de arctan.

En particulier, arctan2 + arctan 3 € ]g, 77[. Ainsi, cette équation n’a pas de solutions!

Exercice 23

Pour tout (a; b) tels que a¢{g+k7r avec keZ}, b¢ {g+k7r avec keZ} eta+b¢ {g + km avec keZ},

on a: _ tan(a) + tan(b)
tan(a +b) = 1— tan(a) tan(b)

Posons a = arctan(2) et b = arctan(5). On a donc :

2 _
tan(a +b) = . +150 = ?7

T
arctan2 et arctan7 sont des nombres de ]Z, 5[

On en déduit que a +be€ ]g, w[ et donc :
7
a+b:—arctan§+7r
b, 3

Posons enfin ¢ = arctan(8). La encore, c € ]%, g[ On en déduit que a+b+ce ]I7 5

De plus, on a :

T 4+8
tan(a+b+c) = tan(a + b) + tan(c) . _
l-tan(a+b)tan(c) 1+ Fx8
)
Onendéduitquea+b+c:%+7rzz7r
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Planche n° 6: Barycentres

Exercice 1

Soient (A; 3) et (B; 2) un systéme de deux points distincts pondérés dont G est le barycentre. Les
assertions suivantes sont elles vraies ou fausses ?

—
a) L’abscisse de G dans le repére de droite (A; AB) est %
— —
b) BG = 2BA.
— —
c) 2AB = 5AG.
d) G est barycentre de (A; 6) et (B; 4).
— — —
e) GA+GB = %AB

Exercice 2

Les points A et B sont donnés. Quels sont, parmi les points C, D et E définis ci-aprés, ceux qui appar-
tiennent au segment [AB]?
e C est barycentre de (A; -1) et (B; -4).

— —

e 2DA+5BD =0.

e B est barycentre de (4; 1) et (E; -3).
Exercice 3
Le triangle OAB est isocéle en O.

Etudier la nature du triangle OCD sachant que O est barycentre de (A4; 2) et (C; 1) et que D est
barycentre de (O; 1) et (B; -2).

Exercice 4
On suppose que A et B sont deux points tels que AB = 3.
— —
On considére ’ensemble (T") des points M du plan tels que ”MA + 2MBH =3.

Montrer que (T") est un cercle de centre G le barycentre de (A; 1) et (B; 2).
On précisera le rayon de ce cercle.

Exercice 5

On munit le plan d’un repére (O; 7; 7) . Soient les points A (g) et B (:;)

1. Déterminer les coordonnées de G barycentre de (A4; 2) et (B; 3).

2. Montrer que C (i) est aligné avec A et B puis trouver des poids « et § tels que C soit le barycentre
de (4; «a) et (B; B).



Exercice 6

Tracer un quadrilatére ABCD tel que le barycentre G de (A; 2) et (B; 3) soit aussi le barycentre de
(C; 1) et (D; 4).

—_— —_— — —_—
1. Calculer pour tout point du plan 2MA + 3MB — MC — 4MD.

2. En déduire que D est le barycentre de (A; 2), (B; 3) et (C; -1).

3. Montrer que A est le barycentre de B, C et D avec des coefficients que 1’on calculera.

Exercice 7

On considére un triangle ABC' et 'on désigne par G le barycentre de (4; 1), (B; 4) et (C; -3).
1. Construire le barycentre I de (B; 4) et (C; -3).
2. Montrer que GA + GI =0 et en déduire la position de G sur (AI).

Exercice 8

Soit ABC un triangle. I et J désignent les milieux respectifs de [AB] et [AC]. Dire si les assertions

suivantes sont vraies ou fausses. La derniére n’a rien & voir avec le triangle ABC.

a) Le barycentre de (A4; 2), (B; 1) et (C; 1) est le milieu de [IJ].

b) Le point C est barycentre de (B; 1), (I; -2) et (J; 2).

c) Si G est le barycentre de (A4; 3), (B; 1) et (C; -1), alors la droite (AG) coupe la droite (BC') en
dehors du segment [ BC].

d) Le barycentre de (I; 1), (J; 1) et (A4; -1) est l'isobarycentre de B et C.
e) L’isobarycentre d’un trapéze est le point d’intersection de ses diagonales.

Exercice 9

Soient trois points fixés A, B et C.
M désigne un point quelconque du plan.

_ — —
1. Montrer que 2MA — MB — MC' est indépendant de M.

_ s — — _ — —
2. Montrer que ’ensemble des points M tels que HMA + MB + MCH = H2MA - MB - MCH forment un
cercle dont on précisera le centre et le rayon.

Exercice 10

Construction de barycentre de deux points a la régle et au compas.
Soient A # B deux points.

On va construire G le barycentre de (A; 3) et (B; 2).

1. Premiére méthode.
Soit P un point non aligné avec A et B.
(a) Construire a la régle et au compas les points A1, By et S tels que :

—_— — —_— — —_— = —
PA; =3PA PB, =2PB PS = PA; + PB;

(b) Montrer qu’alors (PS) et (AB) sont sécantes en G.
2. Seconde méthode. .
Soit % un vecteur non colinéaire & AB.
(a) Construire a la régle et au compas des points A’ et B’ tels que :
— —_—
AA =24 BB’ = -3u

(b) Montrer que (A’B’) et (AB) sont sécantes en G.



Exercice 11

Soient (A4; «), (B; B) et (C; 7) un systéme de trois points pondérés et non alignés dont le barycentre
est G.

Les deux questions sont indépendantes.

1. On suppose que « = 3.

Montrer que G est barycentre de C et I, avec I le milieu de [AB]. On précisera les pondérations
de I et C.

2. On suppose que o+ 3 =0.
Montrer que G appartient & la paralléle & (AB) passant par C.

Exercice 12

Soit ABC'D un trapéze de bases [AB] et [CD].

On suppose que (AD) et (CB) sont sécantes en un point O et on pose a = AB, b= CD.
Enfin, on appelle O’ le point d’intersection des diagonales [AC] et [BD].

Commencer par faire une figure avant de répondre aux questions.

1. Montrer que O est le barycentre de (A; b) et (D, —a) mais aussi le barycentre de (B; b) et (C; —a).
2. Montrer que O’ est le barycentre de (A; b) et (C; a) mais aussi le barycentre de (B; b) et (D; a).

Exercice 13
Soient A, B et C' trois points.
Lorsque c’est possible, écrire A comme barycentre de B et C.

a) Dans le cas ou les trois points vérifient :

AB-2CA=0
b) Dans le cas ou les trois points vérifient :
BA =3AC
c) Dans le cas ou les trois points vérifient :
— o
2BC+ AC'=0

d) Dans le cas ou les trois points vérifient :
AB + AC + BC = 2BA

Exercice 14

Etant donné un triangle ABC, construire les points I, J et K définis par :
e I est barycentre de (4; 2) et (C; 1);
e J est barycentre de (A4; 1) et (B; 2);
e K est barycentre de (C; 1) et (B; -4);

Démontrer que B est barycentre de (K; 3) et (C; 1).
Quel est le barycentre de (A4; 2), (K; 3) et (C; 1)?
En déduire que I, J et K sont alignés et que J est le milieu de [IK].

L étant le milieu de [CI] et M celui de [KC], démontrer que I.JM L est un parallélogramme dont
le centre G est 'isobarycentre de A, B et C.

L e



Exercice 15

Cet exercice permet de prouver une propriété fondamentale du barycentre mais qui ne figure pas au
programme.

Soient (A;; ;)i<i<n €t (Bi; Bi)1<i<p deux systémes de points pondérés. On note G et H les barycentres
respectifs de ces deux systémes.

n P
On suppose que Zai + Zﬁl + 0.
i=1 i=1

Montrer que le barycentre du systéme de n+p points pondérés (A1; aq), (Ag; asz), -, (An; an), (B1; f1),
(B2; B2), -, (Bp; Bp) est le barycentre de (F; Y1t o) et (G; P ,Bi)



Corrigé de la planche n° 6: Barycentres

Exercice 1
On fait un dessin sur le cahier pour visualiser les choses.

a) Par définition, on a :

3AC+2B0 =0 < 340 +2BA+2AC =0

2—

~— A_G):gAB

L’assertion est donc vraie.

- = 5,
b) D’apres ce qui précéde, AB + BG = £ AB, ce qui donne :
BG = BA— EBA = EBA

L’assertion est donc vraie.
c¢) En raison de I’égalité obtenue a la question a), c’est encore vrai.
d) En raison de ’homogénéité du barycentre, c’est vrai.

e) En exploitant ce qui précéde :
— — —-2— — 11—
GA+GB = —AB+§AB: —AB
5 5 5
C’est encore vrai.

Exercice 3
Ici, il faut encore faire un dessin sur le cahier sinon c¢’est incompréhensible.

Par hypothése, on a d’une part 20_1)4 + O—C>Y =0 et DO -2DB =0.
— —

La premiére égalité donne OC' = 2A0.

Travaillons sur la seconde égalité :

—

—_— — — —_—
DO-2DB=0 < DO-2D0O-20B =0
— —
<= OD =20B
On obtient donc, en distance, OC' =240 et OD =2BO. Or AO = BO, par hypothése.
Finalement, OC = OD, ce qui prouve que le triangle OC'D est isocéle en O.

Exercice 4
Pour tout point M, on a MA + 2MB = 3MG avec G le barycentre de (A4; 1) et (B; 2).

Ainsi, on a H]\TLHMTB)H =3 e 3MG=3 < MG-=1.

L’ensemble des points qui vérifient cette égalité forment donc un cercle de centre G et de rayon 1.



Exercice 5

(2x4+3x(-1

1. On obtient G ((2 x3+3x (-2

~— —

6:3)-()

— (-1 —= (- . S 1 . . .
2. On calcule CA (_1) et CB ( ), ce qui donne CB = 6CA et prouve que les trois points sont bien

[=23NeN

alignés.

De cette égalité, on déduit aussi CB - 6CA = 0. C est donc le barycentre de (A; -6) et (B; 1).

Exercice 7
— —
1. I vérifie 4IB - 3IC =0, ce qui donne, apreés calcul
— —
BI =3CB
Cette égalité permet de placer le point I.
— — —
2. On sait que GA + 4GB - 3GC = 0.
Or, par définition de I, AGB - 3GC = (4- S)C—v'f)

On obtient donc bien :
— =
GA+GI=0

Ainsi, G est le milieu de [AT].

Exercice 8

Bien str, avant de se lancer, il faut faire un dessin sur le cahier.

a) Notons H ce barycentre. On a :
9HA+ HB + HC =0 < HA+ HB + HA + HC
— 2]—774—2[7.)]:6
— =
<~ HI+HJ=0

Donc 'assertion est vraie.
—> — — — - —
b) On a —2CT +2CJ =2 (CJ + IC) =21J = BC, en raison du théoréme de Thalés.

. . pd - - = . . .
Ainsi, —-2CI + 2CJ + CB =0, ce qui permet de conclure : I’assertion est vraie.

¢) On va utiliser un systéme de coordonnées.
—_— —
On se place dans le repére (A; AB; AC).

Dans ce repére les coordonnées de G sont G (_11/73).

En particulier la droite (AG) a pour équation y = —z et la droite (BC) a pour équation y =1 —x.
Ces deux droites sont paralléles. L’assertion est donc fausse.

Une autre maniére de voir les choses est de partir de 1’égalité vérifiée par G :

3§4+CTB)—@:() — 3§4+C_’B):ﬁ
— 3(?)4:B—C>’

Ce qui prouve de la méme maniére que les droites (AG) et (BC') sont paralléles.



d) Notons K ce barycentre. K vérifie :
—_— = —>
KI+KJ-KA=0

— = —— _— — ——
Or on sait que 2KI = KA+ KB et 2KJ = KA+ KC. On en déduit :

*(KA+KB)+ - (KA+ KC) - KA=0 — . (KB+KC)=0
2 2 2
KB+KC =0

L’assertion est donc vraie.

e) C’est faux. Prenons un exemple dans un repére orthonormé (O; 7; 7) . Soient ainsi les points :
0 4 3 1
(o) o(0) (3 22
8

. ) 2
L’isobarycentre G a pour coordonnées G (1)
Les diagonales ont pour équations (AC): y =2z et (BD): y=-2z+5.

. . 2 .
Apres calcul, leur intersection a pour coordonnées ( 4 /3), ce qui ne correspond pas a G.

Exercice 10

1. Premiére méthode.

(a)

Aq

(b) On sait que
PS = PA, + PB,
— —
=3PA +2PB
— — — —
=3PG +3GA + 2PG + 2GB
:3(?4+2(TB)+51?G or3a)4+2(TB):6. Donc :
PS =5PG



Ainsi, les points P, G et S sont alignés. Comme de plus, on sait que A, B et G sont alignés,
on en déduit qu’effectivement (PS) et (AB) s’intersectent en G.

2. Seconde méthode.

(a)

B’

(b) On va montrer que G est barycentre de (A’; 3) et (B’; 2). Pour ce faire, on calcule :
3@7+2@7:3(§4+AW)+2(@)+£)

—> —>
= 3GA + 2GB +6u - 61
[ —
-0

1l
()]

Cela prouve notre conjecture.

Ainsi A, G et B’ sont alignés, de méme que A, G et B; qui permet de conclure : G est bien
l'intersection de (AB) et (A’B’).

Exercice 11

1. G vérifie, dans ce cas :
aGA + aGB + 'y@ =0 = 2aC—¥f+'y@ =0 car I le milieu de [AB]

Ainsi G est le barycentre de (I; 2«a) et (C; 7).

2. G vérifie dans ce cas :
— — — — — —
aGA - aGB +7GC = § a(GA+BG)+»yGC:o
— aB_,)4+7G_C)':60r7¢0cara+ﬁ+7:7¢0

- - . . - . - - . .
Cela prouve que les vecteurs BA et GC' forment une famille liée. Ainsi, GC' et BA sont colinéaires.



Planche n° 7: Sommes, produits et récurrence

Exercice 1

Soit n € N. a est un réel. Calculer les sommes suivantes en utilisant la formule du binéme de Newton

(a+b)™ pour des nombres a et b bien choisis.

D £0)

k=0
) S ()

k=0

Exercice 2

7

SR ).
()

k=0

—
> 3
~——

En utilisant 'un des résultats de ’exercice précédent, retrouver le cardinal de I’ensemble des parties d’un

ensemble fini.

Exercice 3
Pour tout n > 2, on pose f,: x+— (1+x)".

a) Donner la forme développée de f,.

b) En dérivant ce résultat, déterminer :

¢) En poursuivant ce procédé, déterminer :

ék(k— 1)(7;)

Exercice 4

Soit n € N. Déterminer :
DB s
k=0 k k=0 k

Exercice 5

)éki1(2)

n (_1)k
9 kZ:E) k+1

()

1. Soit (p,q,m) € N3 tel que ¢ < p < m. En développant de deux facons différentes (1 + )™, montrer

la formule :

;)

k=0

)G

2. En donner une interprétation combinatoire. (On pourra s’inspirer de I'interprétation combinatoire

de la formule de Pascal.)

n

2
3. En déduire la valeur de ) (Z) pour n € N.

k=0



Exercice 6

Soient n et p des entiers naturels.

a) Montrer ) (p+k):(p+n+1)

0chen F n
2 (k 1
b) On suppose n > p. Montrer Z( ) = (n * )
k=p p P +1

Exercice 7

En calculant (1+4)%", déterminer les valeurs de
2n 4n 2n-1 4n
(y) e X ()
p;) 2p %

=0 2p+1

Exercice 8

Calculer les sommes et produits suivants :

4 6 3 4
A=Yi oY1 0= 34 DYt oren: B-]lk
i=1 =0 i——3

r=0 k=0

4 3 0 1 o '
F:Hk; G:IIZ; H:Ht; I=HCOSI; J:Hz.
=

k=1 t=—10 p=—1

Exercice 9

Soit n € N. Calculer les sommes suivantes.

n+1 n 2n n "
a) Z k; b) Z 2k; c) Z 2k. d) 2 e
k=2 k=1 k=n+1 k=0

Exercice 10

n
Soit (ar)kenw une suite de réels telle que Z ar =n(n+2).
k=0
1. Calculer les sommes suivantes.

n+1

6
Si=Y ar; Sa= ), ar; Ss=
k=0 k=0

2. Déterminer a,, en fonction de n.

2n n n
Yoar; Sa=). 2ar; S5 =, (ar—1);
0 k=0 k=0

k=

Exercice 11
Soit n € N. On note S,, la somme des nombres impairs compris entre 0 et 2n + 1.

(a) Exprimer S, & I’aide d’un symbole ..
(b) Montrer que S, = (n+1)2

Exercice 12

Soit n € N. On pose S, = Y. k>.
=0

n

1. Calculer de deux fagons différentes . ((k+ 1)3 - k3).
k=0
2. En déduire la valeur de S,,.

3. En déduire la valeur de Y k(k+1).
k=0

2n
f% = E: ag.

k=n+1



Exercice 13

n k n ki2
Calcul In|—— i In{ ————|.
aucuer];1 n(k+1) puis . n((k+1)(k—1))

k=1

Exercice 14
(*)

(a) Montrer que pour tout 7 € N*, on a :

(b) En déduire que pour tout meN, ona: », p >
k=1

Exercice 15
. n 1 1 - N
Soit n € N,n > 2. Calculer [ ] (1 - —) et [] (1 - —) Que se passe-t-il si on commence le produit & 1 au
k=2 k k=2 k2
lieu de 27

Exercice 16

Soit n € N. Ecrire & ’aide de factorielles les expressions suivantes.

a) ﬁ(m‘); c) ﬁ[sz'z; e) ﬁ(%u).
b) Iﬁliz; d) IQ_nI i%;

Exercice 17

Soit n € N. Simplifier les expressions suivantes.

n B n n k+2
a’) € k7 C) H2k7 e) H k
k=0 k=0 k=1
n _ nok+1
b) JTe*, d) [T——
k=0 k=1

Exercice 18

Soit (a; r) € R%. Montrer par récurrence que la suite définie par

ug = a
Upsl = Up + T VneN

vérifie, pour tout n € N, u, = a +nr.

Exercice 19

Soit (a; ¢) € R%. Montrer par récurrence que la suite définie par

Upg =a
Ups1 = QUp VneN

vérifie, pour tout n € N, u, = aqg”.



Exercice 20

Soit a > 0 un nombre. Montrer par récurrence l'inégalité de Bernoulli

(1+a)">21+na

Exercice 21

Soit la suite définie par

UQ:O
Upsl = Uy + 210+ 2 VneN

1. Calculer les cing premiers termes de la suite.

2. Montrer que la suite vérifie, pour tout n € N, w,, =n(n +1).

Exercice 22

Montrer par récurrence la formule du binéme de Newton :

Exercice 23

Montrer par récurrence la formule des nombres triangulaires :

n 1
VYnelN, Zk:m
k=0 2

Exercice 24

Montrer par récurrence la formule des nombres pyramidaux :

vn e N ikzzw
k=0 6



Corrigé de la planche n° 7: Sommes, produits et récurrence

Exercice 1

Soit n € N. « est un réel. Calculer les sommes suivantes en utilisant la formule du binéme de Newton
(a+b)™ pour des nombres a et b bien choisis.

a) 2" c) 3"
b) 0 d) 1+a)”

Exercice 2

Soit un ensemble E de cardinal n. Parmi les sous-ensembles de F, il y a ceux :

e de cardinal 0, au nombre de (3) ;

e de cardinal 1, au nombre de ("

)

()
e de cardinal 2, au nombre de (Z) ;
()

e de cardinal n, au nombre de
On en déduit :

)

- ()

=0

Exercice 3

n

a) Pour tout z, fn(z) =), (Z)xk (c’est le binome de Newton).
k=0

b) fn est dérivable sur R et pour tout z :

fr(x) =n(l+z)"* et aussi fl(x) = Zk(n)xk_l

En prenant z = 1, on obtient n2"7! = Zk(:)
k=1

c¢) Pour tout z, on a aussi :

S@)=n(n-1)1+2)"?  etausi  f(2)= > k(k- 1)(Z)xk_2

k=1

En prenant z = 1, on trouve n(n -1)2"2 = Y k(k - 1)(:)
k=2

Exercice 4
a) Méthode n°1 :

Le premier terme étant nul, on a » k(n) => k(n)
o k)i \k
Pour tout k € [[1; n]], on a :

k(Z) ) k!(ffi!k)!

n!
(E-1)(n-k)!



Or,(n-k)!=(n-1-(k-1))! et n!l=nx(n-1)L. On a ainsi :
k(n) _ nx(n-1)! :n(n—l)
k) (k-D!(n-1-(k-1))! k-1
Finalement, on peut réécrire la somme :

21240

On procéde maintenant & un changement d’indice. On pose k' = k-1, c’est & dire k = k' + 1. De plus,
ke[[1; n]] < K'[[0; n-1]]. On en déduit :

noon noin-—1 n=lm—1 .,
- - —nom
];)k(k) n};(k_l) nkgo( k! ) "

Méthode n° 2 :

Soit la fonction f:xz ~ (1+x)™. Pour tout z, on a

Et en particulier, par dérivation de la somme :

7@ = L)

k=1

Mais on a aussi :
f'(z) =n(1+z)" "

Pour x =1, on obtient donc I’égalité :
7@ = 3k(}) =n2t
=1 \k
On reprend la fonction f. f est dérivable deux fois. On a ainsi, pour tout x :
F(@) = S k(k - 1)(2)#2 n(n-1)(1+z)">

k=2

Pour z =1, on obtient 1’égalité :
Y k(k- 1)(n) =n(n-1)2""2
k=2 k

Travaillons sur le premier membre :

n

-2 2(6)



Pour rappel, on cherche la valeur de Y k? (Z) Or:
k=1

(1) = 2 ()17 (1) - 2 () -
D’autre part, on a déja calculé Zkz(Z) =n2""!. On en déduit :
k=1

240 - 24 (1) oo

A partir de ces deux calculs et en reprenant I’égalité de départ, on obtient par équivalences :
n n n n 2o (n

S k(- 1)( ) Cn(n-1)2""? s 218( )_ Zk( ): n(n—1)2"2

k=2 k k= \k) 2 \k

— Zk2(n) -n- (nZ”_l -n)=n(n- 1)2"2
=1 \k

— Zkz(Z) =n(n-1)2"2+n2"" =n2"? (n-1+2) =n(n+1)2"">
k=1

On obtient ainsi la formule : N
Zk2(n) =n(3n-1)2"2
=1 \k

Pour rappel, on peut toujours tester la formule pour éviter les erreurs de calcul grossiéres. Par exemple
pour n =3 :

12(?)+22(§)+32(§):3+4x3+9=24=3X2X23_2

Ce test valide la formule au rang 3.
c) Ici, on peut appliquer une technique similaire & la méthode n°1 du a. On obtient :

n 1 n n n!
,;)k+1(k):,§)(k+1)!(n—k)!

1 & (n+1)!
n+1,§(kj+1)!((n+1)—(k+1))!
1

On fait le changement d’indice k¥’ = k + 1. Ainsi, k € [[0; n]] < k' €[[1; n+1]] et donc :
Sl S ()
=0 k] n+14\ K
1 (’“f (n+1)_(n+l))
n+1\ g\ F 0
1

_ - n+l _
_n+1(2 1)

1
k+1

d) C’est a peu prés la méme chose que la question précédente! Par des calculs similaires, on obtient :

E ) Eeo () ()

e ((E e () )

= — (-(1-1)""+1)

=+

—

n+1



On peut tester cette formule avec n =2 :
1/2 1/2 1/2 1 1
{04020
1\0/ 2\1/ 3\2 3 3
Exercice 5

Cet exercice est délicat et s’appuie sur la propriété suivante des fonctions polynoémiales :
Deux fonctions polyndomiales sont égales si et seulement si leurs coefficients sont égauz, degré par degré.

Une conséquence de cette proposition est que l'on peut procéder a des
@ identifications de coefficients dans des égalités de fonctions polynomiales.
D’ailleurs, nous avons déja exploité cela lorsque nous avons factorisé des polynomes
de degré trois grace a une racine évidente.

1. On suit l'indication. D’une part :
m
(1+2)™ = Z(p)xp
Et d’autre part :

(1+x)"=1+2)!Q+x)™1
a m=q
) q) k) ( (m— q) k)
= "] x x
(Z0)-(5(
o (1 67 e ] A (G R G S G B
0 1 q 0 1 q
Dans cette derniére expression, le coefficient de degré p > ¢ obtenu par développement est donc :
_ _ _ q _
) ()= () Goi) e G () - 2 (0
0 p 1/ \p-1 q/ \p-q/ \k/\p-Fk

Mais, dans le développement direct obtenu par le bindme de Newton, le coefficient de degré p est
aussi (’;}) On obtient donc I’égalité recherchée, par identification des coefficients de degré p :

(3)- 266
P/ j=o\k/\p-k
2. Considérons un ensemble E de cardinal m et un sous-ensemble F' c E de cardinal gq. Pour fabriquer

un sous-ensemble de cardinal p > ¢, on peut :
e choisir 0 éléments de F' et p éléments de E\F :ily a (g)(m_q) maniéres de faire ;

choisir 1 éléments de F et p—1 éléments de F\F :ily a

choisir ¢ éléments de F et p — ¢ éléments de E\F : il y a

p
(f)(;f__f) maniéres de faire ;
(g)(’;__g) maniéres de faire.
Finalement il y a en tout (8)(mp—q) + ((11)(7;__1‘1) ot (g)(g__j) sous-ensembles a p éléments de E. On

obtient la formule escomptée.

3. On obtient le résultat en appliquant la formule avec m =2n, p=n et ¢ =n. On a ainsi :
2n n\(2n-n
(n) i O(k:)(n—k)
n n
206
n\? n n
O(k;) car (n - k) - (k)

M=

M=

M=

k



Exercice 5

a) Par récurrence sur n.

k 1
On pose, pour tout n, P, : Z (p+ ):(p+n+ )

ockent K n
Initialisation :
+k +0+1
Py sécrit : ». (p ) = (p ) <= 1=1, ce qui est vrai.
0sheo\ K 0
Hérédité :

+k
Pour un certain entier n, on suppose P, vraie, c’est & dire Z (p ) = ( ) Travaillons sur

0<k<n
n+

+n+1
) (p " 1 ) d’aprés ’hypothése de récurrence
n+

la somme :

> ()3

0<k<n+1

( .
(

On obtient donc bien Z ( ) (

n+
n
:L_ ) d’aprés la formule du triangle de Pascal.

+n+2 . N
p 1 ) ce qui correspond & Py 1.
n+

Conclusion :

La formule est initialisée et héréditaire donc, par récurrence, vraie pour tout n.

b) Par récurrence sur n.

~(k n+1
On pose, pour tout n, @, : Z( ) = ( . 1). Attention, ici I'initialisation commence avec n = p.
k=p p p

Initialisation :

(K +1
Q, s'écrit : Z( ) = (p+ 1) <= 1=1, ce qui est vrai.
k=p p p

Heérédité :

ok
: . . <1 n+1 . R
Pour un certain entier n, on suppose Q,, vraie, c’est a dire Z( ) = ( ) Travaillons 14 encore sur

fe=p \P p+1
g k n+1
2= 26 ()
k:pp 0<kzn \P p

+1 +1
= (n ) + (n ) d’aprés ’hypothése de récurrence
p+l p

la somme :

2
= (n: 1) d’aprés la formule du triangle de Pascal.
p

ntl ok n+2 . .
On obtient donc bien z( ) ( 1) ce qui correspond & Qp1.
p p+

Conclusion :

La formule est initialisée et héréditaire donc, par récurrence, vraie pour tout n.



Exercice 7

A=10 B=7
=24 G=8

Exercice 8

n(n+3) b) n(n+1)

a) 5
c) n(3n+1)

Exercice 11

n
1. Calculons Z ((k +1)3 - kg) d’une premiére maniére. Pour tout n € N :

k=0

C =28 D=25
H=0 71
2
1- e—(’rH—l) e) ef(n+1)
1-et

X

E=0

é})((k+1)3_k3)=,1’X—03+23/—/1’X+,3’Z/—23/+...+(n+1)3_%5/

= (n+1)3

J= Z-l()

1-e™
1-e!

Mais, d’autre part, pour tout k € [[0; n]], on a (k+1)% - k3 = 3k? + 3k + 1. On en déduit :

n

S ((k+1)*-k) =

k=0

(3k*+3k +1)

k=0
n n
3K +3) k+
k=0 k=0 k=
(n+1)

:SSn+3nT+n

n

2. La question précédente permet d’obtenir ’égalité :

(n+1)*>=38, +

Un peu de calcul permet d’obtenir :

3. Ona:

n
>
k=0

Exercice 15

+1)

Sn

1
0

(n+1)3- —3"(;”1) -n

+n << S, =

3

n(n+1)(2n+1)
6

k(k+1):ik2+ik
k=0

k=0

n(n+1)
SH+T

n(n+1)(2n+1) . n(n+1)
6 2

w[(2n+l)+3]

_n(n+1)(n+2)

3



a) 2" x n! n!)? (2n+1)!
pa © % ) Gren
(2n!)?

b) (n))? (nl)?

Exercice 17
Pour tout n, on pose Py, : u, = a+nr.

Initialisation :
Py s’écrit ug =a+0x7r=a, ce qui est vrai.

Hérédité :
On suppose P, vraie pour un certain rang n.
Au rang n + 1, on exploite I’hypothése de récurrence et la définition de la suite :

Uptl =Up + T =Ug+Nr +7 =ug + (n+ 1)r

Ainsi, P,.1 est vraie.

Conclusion :
(P,,) est initialisée et héréditaire donc vraie pour tout n.

Exercice 18
Pour tout n, on pose P, : u, = aq".

Initialisation :
P, s’écrit ug = aq® = a, ce qui est vrai.

Hérédité :
On suppose P, vraie pour un certain rang n.
Au rang n + 1, on exploite I'hypothése de récurrence et la définition de la suite :

n n+1
Un+1 = qUn = qaq = aq

Ainsi, P,,1 est vraie.

Conclusion :
(P,) est initialisée et héréditaire donc vraie pour tout n.

Exercice 19
Pour tout n, on pose P, : (1+a)"”>1+na.

Initialisation :

Py sécrit (1+a)?>1+0xa <= 121, ce qui est vrai.

Heérédité :

On suppose P,, vraie pour un certain rang n.

Au rang n + 1, on exploite ’hypothése de récurrence, sachant que le nombre (1 + a) est positif.

(1+a)" =1 +a)"(1+a)2(1+na)(1+a)

Or, (1+na)(1+a) = 1+na+a+na® = 1+(n+1)a+na? Or na® > 0. On en déduit, (1+na)(1+a) > 1+(n+1)a.
Finalement, on a
(1+a)"™ > 1 +na)(1+a)>1+(n+1)a

Ainsi, P,.1 est vraie.

Conclusion :
(P,,) est initialisée et héréditaire donc vraie pour tout n.



Exercice 20

On répond directement & la seconde question.
Pour tout n, on pose Py, : u, =n(n+1).

Initialisation :

Py s’écrit ug =0x 1, ce qui est vrai.

Heérédité :

On suppose P,, vraie pour un certain rang n.

Au rang n + 1, on exploite 'hypothése de récurrence et la définition de la suite.

Ups1 =Up +2(n+1)=n(n+1)+2(n+1)=(n+1)(n+2)

Ainsi, P, est vraie.

Conclusion :
(P,) est initialisée et héréditaire donc vraie pour tout n.



Planche n° 8: Equations différentielles

Exercice 1

Résoudre les équations différentielles suivantes :

a) 4y’ +y =0 avec y(0) =¢; d) vy +2y=x+3avecy(0)=1; g) y' -2y=xzcos(x);

e) y' —2y = cos(2z) avec y(0) =
L

c) Y +y=¢e" avec y(1) =e; f) ¥ +y=u1e"; i) 2y’ +y% =e;

b) y' =0 avec y(1) =3;

Exercice 2

Déterminer les solutions réelles des équations différentielles suivantes :
4y +9y =0 avec y(0) =1 et y'(0) = 1;

)y +2y" +y=0avec y(2)=0et y'(2)=1;
-2z 2

a

=)

+axt-x+1;

o

) y//_y:6x+e—x;

joR

)
)y +4y +4y=e
)

y' -3y +y=sinx +cosz;

= @

) v =3y + 2y =e**sin(37) ;
) ¥ =2y’ + 5y =4e” cos(2x) ;
h) y” -4y’ +3y =33 ;

1) y"+y' =2y = cos(x) ;
)

o]

zy" +2(z+ 1)y + (x +2)y = 0. (Poser z = xy).

Exercice 3

Déterminer les applications f dérivables sur R telles que

VeeR, f'(z)+f(-z)=¢€".



Exercice 4

Un peu de mécanique...
On considére le systéme mécanique « masse-ressort » suivant :

0 x

=
aicT!
Ay

e

>
P

On souhaite étudier les oscillations du solide de masse m lorsque, aprés I’avoir écarté de sa position de
repos, on ’abandonne & lui-méme. On suppose que le ressort a un coefficient de raideur k£ et une masse
négligeable. Le solide est soumis & trois forces : P son poids, R l'action du support sur le solide et F
I’action du ressort sur le solide, proportionnelle & I’étirement. Le principe fondamental de la dynamique
donne I'équation (E) : P+ R+ F = md ou d est le vecteur-accélération du solide.

1. Dans un premier temps, on considére qu’il y a absence de frottement (systéme non-amorti). L’action
du support sur le solide est donc normale au mouvement. La composante horizontale de (E) donne :
—kz = ma". Résoudre cette équation différentielle. A I'instant ¢ = 0, on lache le solide, sans vitesse, en
position zy > 0. Esquisser le graphe de la fonction z.

2. On suppose maintenant qu’il y a du frottement entre le solide et le support. L’action du support
sur le solide n’est donc plus normale au mouvement, mais posséde une composante tangentielle que ’on
suppose proportionnelle & la vitesse du solide, de coefficient de proportionnalité a, appelé coefficient
d’amortissement. La composante horizontale de (F) devient donc : —ax’ — kxz = mz”'. Résoudre cette
équation différentielle en discutant selon les valeurs de m, k et a. A P’instant ¢ = 0, on lache le solide, sans
vitesse, en position zy > 0. Esquisser le graphe de la fonction = dans les différents cas.



Corrigé de la planche n° 8: Equations différentielles

Exercice 1

a)

Les solutions de 1’équation sont :
{z > Ke™®/* K eR}

La condition initiale entraine K =e.

Ainsi, la solution est z - e #/4*1

On obtient la solution z ~ 3.

On cherche a tel que f: x — ae” est solution particuliére. On obtient, aprés identification, a = %

Finalement, les solutions sont :

1

{:E > Ke™; —e¥ € [R}

2
La condition initiale entraine K = 1e?.
Ainsi, la solution est x — % (ez"” + e‘”).
On cherche a et b tels que f: x — ax + b est solution particuliére. On obtient, aprés identification,
a= % et b= %.
La condition initiale impose la valeur de la constante dans les solutions homogénes.

1 -2z 1

Finalement, la solution est z — e ™" + o + 7.

On cherche a et b tels que f: x — acos(2x) + bsin(2z) est solution particuliére.

Apres résolution compléte et application de la condition initiale, on obtient la solution :

T %e_z‘” + i (sin(2x) — cos(2x)).

On cherche a et b tels que  — (ax + b)e” est solution particuliére.

Apres résolution compléte, on obtient les solutions :
—T 1 T
x ke +Z(2x—1)e avec k € R

Ici, c’est un peu plus lourd. On doit chercher a, b, c et d tels que f: z — (ax+b) cos(z)+(cz+d)sin(x)
est solution particuliére. Le principe reste le méme : il s’agit de « réinjecter » la valeur de f'(z)-2f(z)
et de faire en sorte, par identification, que cette expression soit égale, pour tout x, & x cos(x).

On obtient, aprés calculs, les solutions :
1
{x - ke?® + % ((bz +4)sin(x) - (10x + 3) cos(z)) avec k € IR}

Ici, le piége, c’est que, pour tout a, la fonction x — ae® est solution homogeéne.

L’astuce consiste & augmenter le degré. On cherche donc a tel que f: x — aze® soit solution particu-
liére.

Aprés calculs, on obtient les solutions :

{z — (ke® +x)e” avec k € R}

A priori cette équation n’est pas linéaire en y car on y trouve un terme y2. On peut cependant

remarquer que (y?)’ = 2y'y, ce qui conduit & faire le changement de variable z = y.

On résout donc z’ + z = e*. On obtient les solutions {:1: — ke™™ + %em avec k € IR}.



La question que ’on se pose ensuite, c’est pour quelles valeurs de k z(x) reste-t-il positif pour tout
x?

En effet, comme on a y? = z, seules les solutions positives nous intéressent.

On étudie donc, pour k fixé, la fonction z: 2 ke™ + Le®.

Cette fonction est du méme signe que u: x +— k+ %e% (on a multiplié par e* qui est positif). Or cette

derniére fonction est strictement croissante et on a limw =k et limwu = +oo.
— 00 —00

Ainsi, la fonction z reste positive sur R si et seulement si & > 0.
On obtient donc les solutions pour y :

1 1
{x >/ ke ™+ §e’” avec k € [I?+} U {Jc = —\/ke™® + Eex avec k € [R+}

Exercice 3

a)

b)

Aprés résolution de I’équation caractéristique, et détermination des deux constantes grace aux condi-
tions initiales, on obtient l'unique solution

() 55(37)
T+ cos| x|+ -sin| =z
2 3 2

Aprés résolution de I’équation caractéristique, et détermination des deux constantes grace aux condi-
tions initiales, on obtient 1’unique solution

e (z-2)e"
Aprés résolution de I’équation homogeéne et utilisation de la méthode de superposition pour déterminer

les solutions particuliéres, on obtient les solutions :

1 1 3 7
zo —2?e 4 —p? - Za g — 4 (Ko + Ky)e ™
2 4 4 8

avec (K1; Ky) € R? fixés.

Pour trouver la solution particuliére avec le second membre e 2% il fallait
aller jusqu’au polynoéme du second degré puisque n’importe quelle fonc-
tion de la forme f(x)e™® avec f affine est déja solution de I’équation homogéne.

On utilise la méme technique que précédemment en remarquant que e* et e sont déja solutions de
I’équation homogéne, ce qui contraint & aller jusqu’a la fonction affine pour la recherche de solution
particuliére. On obtient :

x
Al (e —e ™)+ K16 + Koe™®
avec (K1; K») € R? fixés.
On peut plonger dans les complexes pour déterminer la solution particuliére. On obtient :

1
s g(cos(ac) —sin(z)) + K1e™" + Kqe"™*

3-V5 3+v5

avecrlzTet ry= 5

On peut ici plonger dans les complexes en résolvant ’équation E. :

et (Kl; Kg) € [R2 fixés.

yu _ 3y/ " 2y _ e(2+31)gc
En effet, le second membre de I'équation de départ vaut J (e(2+3)).
On obtient alors les solutions

2z

360 (cos(3z) +3sin(3x)) + K1e” + Ke*®

€T =

avec (K1; Kj) € R? fixés.



g) On applique la méme technique qu’a la question précédente a I’exception qu’ici, la fonction & valeurs
complexes z — e(1*2D7 et solution de équation homogeéne !

On obtient :
x> xsin(2x)e” + e (Kj cos(2x) + Kasin(2x))

avec (K1; Kj) € R? fixés.
h) Encore une fois le second membre est solution de ’équation homogeéne.
On obtient : 3
T §xe3x + K1e® + Kqe3®
avec (K1; Ky) € R? fixés.
i) On obtient :
1
T (-3 cos(z) +sin(x)) + K1e® + Kpe™>®
avec (K1; K3) e R? fixés.

j) En suivant 'indication, on pose z = zy. Il vient :
Z=xy +y=(z+1)y et 2" =ay” + 2y
Dans I’équation de départ, on substitue zy” par 2z’ - 2y’, xy’ par z’ — y et enfin zy par z. Ainsi :

2y +2(z+ 1)y + (2 +2)y=0 = 23" +22y" +2¢y' + 2y + 2y =0

7

= 2" -2 +2(2" -y)+ 2y +2+2y=0
— Z"+22'+2=0
Cette équation en z donne les solutions :
x e (Kjz+ Ka)e™
On en déduit les solutions sur R* pour I’équation de départ en y :

Kl.’E + K2 o
> —¢
x

X

Exercice 4

Notons F cette équation. On va raisonner par implications successives.

Soit f une solution de cette équation. On a, pour tout z, f'(z) = e* — f(-x). Sachant que f est dérivable,
on en déduit que x — f(—x) est dérivable en tant que composée de fonctions dérivables.

Ainsi, f/(z) = "= f(—z) est dérivable. Dérivons cette égalité, pour tout z, cela donne : f”(x) = e+ f'(-z).
Or, f'{~2) = = f (~(~x)) = = - f(x).

On en déduit que f vérifie 'équation f"(z) =e*+e™® - f(x) < [f"(z)+ f(x) =€* +e™® qui est une
équation différentielle du second ordre « classique ». En utilisant les techniques de ’exercice 2, on obtient
que f doit nécessairement étre de la forme

1
2+~ Kjcos(z) + Ky sin(z) + 3 (e +e7%)

| —

solutions homogénes R T
solution particuliére

Mais, pour autant cela ne signifie pas forcément que f vérifie ’équation de
départ car nous avons ici raisonné par implications successives et non par
équivalences !

Il faut donc vérifier si f satisfait bien I’équation de départ. On réinjecte donc les solutions proposées.



On doit donc avoir pour tout z :

1, . = 1 . .
-Kisin(z) + Ko cos(x) + 5 (e® —e™™)+ K; cos(z) — Kasin(z) + 5 (e+e")=¢"

fr(x) f(-=)
< (Ky+ Kp)(cos(x) —sin(z)) +e” ="
— Ky+K;=0
— Ky=-K;4

On obtient donc finalement les solutions de I’équation de départ :

x ~ Kq(cos(x) —sin(z)) + % (e”+e™)



Planche n° 9: Nombres complexes

Exercice 1

Ecrire les nombres complexes suivants sous forme algébrique et calculer leur module :

1+iV3 (5-1)°
g1 == 2= z3 24 = =

1 1+ 1+2i (2+3i)?2
n = ) =T a0 =T 5. 5?5 6T o ong"
i 1-i 1-3i 4-2i V3-i (3+24)°

Exercice 2

i
a) Déterminer ’ensemble des nombres complexes z tels que i ; eR.
z—-3

, . 2z+1
b) Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que - 5
1z —

€iR.

Exercice 3

Soit (2,2") € C2. Montrer I'égalité | + 2/|* + |z — 2/|> = 2(|2[> +|2’|*) et en donner une interprétation
géométrique.

Exercice 4
1+ M\
1-Xi

=1.

Soit A\ € C, avec A # —i. Montrer ’équivalence : A € R < ‘

Exercice 5

Soient a et b deux entiers naturels. On suppose que a et b sont chacun la somme de deux carrés d’entiers.
Montrer qu’alors leur produit ab est aussi la somme de deux carrés d’entiers.
Indication : Voir a et b comme les carrées de modules de nombres complexes bien choisis.

Exercice 6

Montrer :
[R(2)[+13(2)]

VzeC,
V2

<zl <R(2)[+[3(2)].

Exercice 7

1—2”|< 1—|z"

Montrer : Vze C\ U, ‘ SR
-z

1-2
Exercice 8
(Cas d’égalité de I'inégalité triangulaire). Soit (z,z’) € C2. Montrer :

|z + 2| = 2] + || &= arg(2) = arg(2")[27] <= IN e Ry, 2 = N2

Exercice 9

Montrer : ¥(a,b,c) € C3 |1 +a|+|a+b| +|b+c|+]|c| > 1.



Exercice 10

Déterminer le module et un argument de

1+ \/§ 20
2= (1+0)18; 2= (V15 +iv5)2013, z3:( 1’, ) .
-1
Exercice 11

On considére les deux nombres complexes z1 = e/ et 29 = emim/4,
a) Ecrire z1 et z2 sous formes algébrique.

b) Ecrire 212 sous formes algébrique et trigonométrique.

c) En déduire la valeur exacte de cos 17r_2 et sin 17r_2

Exercice 12

Déterminer I’ensemble des entiers naturels n tels que (v/3+14)" e R_.

Exercice 13

|21] = |22 = 1
|2 + 21 22| =1
L’implication réciproque est-elle vraie ?

Montrer : V(z1, z2) € C2, ({ = 2129 = —1).

Exercice 14

Soit x € R. Linéariser les expressions trigonométriques suivantes :
cos’z, sin’z, cos’x, sin®z, costz, sin'z, sin®zcos®z.

Exercice 15
Soit x € R. Exprimer les quantités suivantes en & I’aide de puissances de sinzx et cosx :

sin3xz, cos3x, sindx, cosdx, sinbz.
Exercice 16
Soit (z,%) € R?. Factoriser les expressions suivantes :

cosST +cosy, sinx+siny, cosx+siny.

Exercice 17

Résoudre dans C les équations suivantes :

a) 32— (3-i)z=1-2i. e) 2°=16v2+ 16iV/2.
b) 422 -16z+11-12i=0. f) 28-321+2=0.

c) 22 +4=5z2-10i. g) 27 -425-22+4=0.
d) z2(z+5)=i-"T7. h) 28+227-22-4=0.

Exercice 18

Soit n e N*. Calculer la somme et le produit des racines n-iéme de 'unité.



Exercice 19

+1\"
Soit n € N, n > 2. Résoudre dans C I’équation (Z 1) =1.
-

Exercice 20

Résoudre dans C I'équation : 27(z - 1)% + (2 + 1) = 0.

Exercice 21

Résoudre dans C les équations suivantes :

a) e =1. b) e*=1+1.

Exercice 22

1. Soient 4 et ¥ deux vecteurs du plan. Montrer I'inégalité |+ 7| < |4 + |7].
2. Soient A, B et C' trois points du plan. Montrer I'inégalitée AB + BC > AC.

Exercice 23

Le plan est muni d’un repére orthonormal (0,5,3). On considére les points A, B et C' d’affixes respectives

24a=2+iV3, z2p =2 —-i\/3 et ZC=%+1?.
1. Tracer le triangle ABC, et montrer qu’il est rectangle.
2. On note E I’ensemble des points du plan dont l'affixe z vérifie : |2> - 5[z| + 4 < 0.
i) Les points A, B et C appartiennent-ils & E?

ii) Déterminer I’ensemble E, et le hachurer sur le dessin.

Exercice 24

z
Déterminer géométriquement et par le calcul I’ensemble des nombres complexes z tels que
2 —

1
4

Exercice 25

1
Déterminer géométriquement ’ensemble des nombres complexes z tels que |z| = i =|z-1].
z

Exercice 26

Déterminer ’ensemble des points d’affixe z € C tels que :

1. 1,z et 22 soient les affixes de trois points alignés.

1
2. z et — soient les affixes de deux vecteurs orthogonaux.
z

3. 1,z et z +1 soient les affixes de trois sommets d’un triangle dont le centre du cercle circonscrit est
lorigine O du repére.
Exercice 27
Soit a € R un nombre. Résoudre le systéme suivant :

cos(a) +cos(a+x) +cos(a+y) =0
sin(a) +sin(a +x) +sin(a+y) =0



Corrigé de la planche n°9: Nombres complexes

Exercice 1

-1 1 -11 19

z1=-1 zp =1 =5t Za=—+ 5l z5 =1 26 = —16 + 24i
V2 13v5

lz1] = 1 22| = 1 |23] = - |z4| = 0 |zs| =1 26| = 8V/13

Exercice 2

a) II faut que z # 3i.
Soient M l'image de z, A, 'image de 3i et B I'image de —i.
Cette condition s’6crit « AM et BM colinéaires », c’est & dire M € (AB).
Or (AB) est 'axe des imaginaires. On en déduit donc I’ensemble des solutions

{\i, AeR\{3}}

b) Il faut que iz # 2, c’est & dire z # —2i.
On va essayer de traduire cette condition géométriquement, en terme de vecteurs. Or cette condition

s’écrit
22+ 1 2 z+i
MeR/ 2 in = Sx 12 2y
1z — 2 i z4+2
p— Z+% )\
2420 2

-
Lorsque A décrit R, - décrit également R.

Cette condition est donc équivalente & dire que les vecteur E'T/[ et DM sont colinéaires avec M qui
est I'image de z, C, celle de _—21 et D celle de —2i.
Or l’équation de (CD) est y = —4x — 2. Finalement, ensemble des solutions est

{a+i(-4a-2), aeR*}

Exercice 3
On a l'identité suivante
V(z; 2')€C? [+ 2 = (242 ) x (z+2) == > + |/ + 2R (227)

qui est équivalente au théoréme d’Al Kashi.
Cela conduit, aprés calcul, a
o+ 2"+ = 2 == 2o+ 2]

Cela correspond a l'identité du parallélogramme.



Exercice 4

On va raisonner par équivalences. On considére ainsi A € C\{-i} et on pose a = R(\) et b =T(N).
On calcule ensuite 1+ Ai=1+i(a+ib)=1-b+aiet 1 - Ai=1+0b-ai. On obtient donc :

‘1+)\i ~ (1-b)?+a®
1-\ (1+b)2+a?
— (1-b)?+a®=(1+b)*+a?
— b2 +1-2b+a%=b>+1+2b+d>
<~ 4b=0
<~ b=0 ~— AeR

Exercice 6

Pour cet exercice, il s’agit de poser z = R(z) et b=T(z).
La série d’inégalité a prouver s’écrit alors

Mé\/a2+(32s|a|+|b|
V2

On travaille par équivalences sur la premiére inégalité, sachant que les deux membres sont positifs et que

laf* = a2.

lal + [b]
V2

<Va?+b2 < a® + b +2|a|[b] < 2 (a® +b°)

— 0<a®+b*-2al|p]

= 0<(|a|-|b])?

Ce qui est vrai!
On montre de maniére similaire que la seconde inégalité est équivalente a

0<2|al|b|
Ce qui est également vrai!

Exercice 7

Ici, il s’agit de remarquer que, pour |z|# 1, on a

1 —Zn Z k
= z
-z 0<k<n
et | |n
1-|z k
> 2|
1- |Z| 05%77,

Ainsi, I'inégalité a prouver peut se réécrire :

Ce qui est vrai puisque le module vérifie I'inégalité triangulaire.



Exercice 10

On utilise les propriétés du module et de I’argument. Dans ce genre d’exercice, il est inutile de chercher
une forme algébrique des nombres! Pour donner la valeur principale des arguments, on se raméne au
multiple de 27 le plus proche. Aprés calcul, on obtient :

2013
) 23] = 1024

21| = 512 2] = (2v3

™ T T
arg(z1) = B arg(zq) = - arg(zs) = 3

Exercice 11
a)
V2

Y5

2

w
o[%
[\

21:_+_i 29 =
2

b) Aprés calcul, on obtient :

2122 =COS(1)+isin(1) = \/6+\/§+i\/6_\/§

12)° 7 4 1

¢) En identifiant les parties réelles et imaginaires de 2722, on obtient :

(W):\/6+\/§

COS| —
12 4
. (77) V6 -2
sin| —|=—
12 4

Exercice 13

Soient z; et 2o deux complexes tels que |z1| = |z2] et |2 + z129| = 1.

On pose a = z12z5 puisque la propriété a prouver porte sur a.

On sait que |a| = |21]]22| = 1 et que |2+ a| = 1, c’est & dire | — (-2)| = 1.

Posons I le cercle de centre (-2; 0) et de rayon 1. Posons T le cercle trigonométrique.

Et enfin, soit M l'image de «.

La relation |a| = 1 se traduit par M €T et la relation | — (-2)| = 1 se traduit par M € T". Ainsi M e T'nT”.
Or P'intersection de ces deux cercles est réduite au point de coordonnées (-1; 0).

Ainsi o = -1.

La réciproque est fausse, prendre par exemple z; = % et zo = =2.

Exercice 14
Pour tout x € R, on obtient, en utilisant la méthode du cours et aprés calcul sur le bin6me de Newton :
cos®(x) = i (cos(3x) + 3cos(x)) sin®(z) = i (-sin(3x) + 3sin(z))
cos*(z) = % (cos(4x) +4cos(2x) +3) sin®(z) = é (cos(4x) — 4cos(2z) + 3)
sin®(z) cos® () = 31—2 (3sin(2x) - sin(6z))

Exercice 15

En développant (cos(x) +isin(x))¥, et en identifiant partie réelle et partie imaginaire, on obtient :
cos(3x) = cos®(x) — 3cos(x) sin? () sin(3z) = 3 cos?(z) sin(z) - sin®(z)
cos(4z) = cos*(z) - 6 cos ) sin?(z) + sin* () sin(4z) = 4 cos®(z) sin(x) - 4 cos(z) sin® ()

sin(5z) = 5cos(x) sin(x) - 10 cos?(z) sin®(z) + sin® ()



Exercice 17

a)

Poser a = R(2) et b=7T(z). L’équation se traduit alors par (aprés calculs) :
b+i(6b+a)=1-2i

En identifiant partie réelle et partie imaginaire on obtient le systéme

b=1
6b+a=-2

Ce qui donne b=1 et a = -8, c’est a dire z = -8 + 1.
1-2i
2

On applique la méthode de résolution par calcul du discriminant. On obtient les solutions z; =

_ T4
et z9 = -5
Cette équation est équivalente & 22— 5z +4+10i = 0. On la résout & P’aide de la méthode du cours, on

obtient les solutions z; =5 - 2i et 29 = 2i.

Autre option :

Pour tout z, cette équation est équivalente a (z - 2i)(z +2i) =5(z - 2i) < (2-2i)(¢-5+2i) =0.
On retrouve ainsi les solutions.

Cette équation est équivalente & 22 + 5z +7—-1=0.

On obtient, aprés calcul, les solutions z1 = -3 —iet 2o = -2 +1i

On pose a = 16+/2 + 16iv/2. On obtient |a| = 32 et arg(a) = %

Le module et 'argument de z vérifient donc

2] = 32
S5arg(z) = % +2km avec ke Z

On obtient donc les cinqg solutions :
{2€i7r/20; 2691/20, 91Tim/20, 9 25im/20, 2633i7r/20}

On réalise un changement de variable, on pose Z = z*. On obtient ’équation :
Z?-3Z+2=0 qui a pour solutions Z =1 et Z = 2.
On résout ensuite les deux équations z* = 1 et z* = 2. On obtient ainsi les huit solutions :

{1; 1 —1; —1; 21/4; 21/41'; —21/4; —21/42'}
On constate que 1, 2 et —2 sont des racines évidentes. On peut donc factoriser le polynome 27 —42° —
2% +4 par (z-1)(2-2)(z +2).
On obtient, aprés calcul, pour tout z € C :
242 - a= (2-1)(2+2)(z-2) (2t + B+ 22 24 1)

5

Or, on sait que, pour z# 1, 1+z+ 22+ 23 + 2% =

T On obtient donc ’expression simplifiée :
-

21425 -2+ 4=(2+2)(2-2)(z° - 1)
Cette expression est nulle pour z =2 ou z = -2 ou z° = 1. On obtient donc les sept racines
{2, _9. 1. Am/5. i[5, 6im/5. e8iﬂ'/5}
Autre option : Pour tout z, cette équation est équivalente & 2°(2%2-4)-(22-4) =0 < (2°-1)(2%-4) =
0. On obtient ensuite les solutions plus simplement.
Dans cette expression, —2 est une racine évidente. Aprés factorisation, on obtient
224227 -22-4=(2+2)(2"-2)

Il y a donc huit racines :
{_2; UT. QUTG2m/T. 9U/TMin/T. 9l/T 6im/T. 9l/T Sim/T. 9l/7 10im/T, 21/7612177/7}

Autre option : Pour tout z, cette équation est équivalente a 27(2+2)-2(2+2) = 0 < (2+2)(27-2) = 0.
On obtient ensuite les solutions plus simplement.



Exercice 18
On note pour tout k € [[0; n—1]], ax = €?*™/™_ Ce sont les racines n-iémes de I'unité.

On veut calculer :

n-1

n—1
Zak _ ZeZik'fr/n
k=0 k=0
$ (@in)”
= (&
k=0

On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison e2™/”_ 11 faut distinguer deux cas :
e Pour n =1, la raison vaut €™/ = 1 et la somme vaut donc 1.
e Pour n > 2, la somme vaut :
1- (GZiﬂ'/n)n 1- egiﬂ—

1—e2im/n 1 _g2in/n

Calculons maintenant le produit :

n-1 n 9ik
[T = S
k=0 k=0
_ ezg;} 2ikr/n
— o2in/n Siiok

2ir n(n-1)
s nAnzl)
=en 2

Exercice 19

On pose Z = 2L et on résout Z" = 1. I y a n solutions qui correspondent aux racines n-iémes de 1'unité,

z-1
que Pon note pour tout k € [[0; n—1]], ap = e2F7/™,

Reste & trouver les solutions de 1’équation de départ. Il s’agit de résoudre, pour tout k € [[0; n—1]] :

z+1
z-1

=qp <= (z-Dagp=2+1
— z(ar-1)=1+ay

Ici, il faut distinguer deux cas :
e Pour oy, = 1, cette équation n’a pas de solution. Il convient donc d’éliminer ag =1;

e Pour oy, # 1, c’est & dire pour k > 1, cette équation a pour unique solution : %
Finalement, ’équation posséde n — 1 solutions :
{1+C¥1. 1+C¥2' . 1+Oén_1}
061—17 Ozg—l’ ’Ozn_l—l
Exercice 20
Ici, z =1 n’est pas solution. On raisonne donc pour tout z # 1 :
2M(z-1)°+(2+1)° =0 <= (2+1)%=-27(2-1)°
z+1\6
— ( ) =-27

z-1

On pose Z = % et on résout Z% = —27 = 27¢!™. On reconnait ici une équation « classique » que 'on

résout facilement par passage au module et & 'argument. Il y six solutions, notées, pour tout & € [[0; 5]],
By = \/3eim/6+2k7/6 _ \/ge%(zku)‘



Ensuite, on résout, pour tout k € [[0; 5]], 'équation

Pk = G- D=2+l = 2(f-1) = +1

Aucun des i n’est égal & 1. Il y a donc exactement six solutions sur z :

{1+ﬂ1- 1+ﬂ2 1+ﬂ5}
61_1’ 62_1’ ’65—1

Exercice 23

1. Voir le dessin plus bas. On peut obtenir /3 a la régle et au compas car c’est la longueur d’une
hauteur d’un triangle équilatéral de coté 2. En effet, 22 — 12 = 3.

Za— 2 3 . .
De plus, un peu de calcul donne =4—=< = %i, ce qui prouve que le triangle est rectangle en C.
Zb — Ze

2. i) Aprés calcul du discriminant et des racines, on a les équivalences :
|22 =5l2| +4<0 = (|2[-1)(|z]-4) <0 = |2| e [1; 4]

Le calcul de |z, = V7, |2] = V/7 et |z.| = 1 montrent que ces trois points appartiennent a F.

ii) L’ensemble E forme une couronne centrée en O délimitée par les rayons 1 et 4.

MY

T N

¥y

)
AN T

s
|
— &~
|
w
1
)
|

|
=

]
T/\
~_

Exercice 24
C’est treés facile. Pour tout z # 4, on a ’équivalence :

z-8
z—4

‘:1 e 2= 8= |z -4

Cela donne donc les complexes dont I'image est sur la médiatrice des points d’affixe 8 et 4, c’est a dire
I’ensemble des complexes de partie réelle égale & 6.



Exercice 25

Cela revient a résoudre le systéme :

ol = |z~ 1)
1

=
E

On va se placer dans le plan complexe. Soit O le centre du repére et A le point d’affixe 1. Soit enfin M
le point d’affixe z.

On a |z—1| = AM et |z| = OM. Ce probléme est donc équivalent & trouver ’ensemble des points M tels
que

OM = AM OM = AM
OM= - OM =1
oM

e La premiére condition AM = OM est équivalente & « M est sur la médiatrice de [OA] ».

e La seconde condition OM =1 est équivalente & « M est sur le cercle de centre O de rayon 1 ».
Les solutions sont donc les intersections de la médiatrice de [OA] et du cercle de centre O de rayon 1.
ir/3

On obtient assez facilement les points d’affixes e et e 17/3,

Les nombres €3 et ¢77/3 sont donc les solutions du probléme de départ!

Exercice 26

1. On note FE le point d’affixe 1.
FE fait partie du lieu. Un point M # FE fait partie de ce lieu si et seulement si son affixe z vérifie :

2

est un réel pur < z+ 1 est un réel pur
oy

<= z est un réel pur

Le lieu considéré est donc 'axe des réels.

2. Ici, O ne peut pas faire partie du lieu. Un point M fait partie du lieu si et seulement si son affixe
z vérifie :

est un imaginaire pur <= 22 est un imaginaire pur

SN

— a?-b% =0 avec a et b les parties réelles et imaginaires de z

< a=boua=-b

Le lieu considéré est donc formé de la réunion des deux bissectrices d’équations y = x et y = —x.

3. La condition sur affixe z s’écrit :
[ =1|z|=|z+i] < |z|=1et |z+i=1

Le lieu est donc l'intersection du cercle trigonométrique et du cercle de centre d’affixe —i et de

rayon 1.

—-in/6 -5im/6

On obtient donc les deux points d’affixes respectives e et e

Exercice 27

On examine le systéme
cos(a) +cos(a+x) +cos(a+y) =0 (L)
sin(a) + sin(a +z) +sin(a+y) =0 (L)

En faisant L +iLo, on obtient :

eia 4 ei(a+ge) 4 ei(a+y) =0 (E)



Cette équation est équivalente car si on prend la partie réelle de cette équation on retrouve L; et si on
prend la partie imaginaire, on retrouve Lo.
L’équation E donne, apres factorisation :

1+e@+e¥ =0

Posons a = e'* et f=eY. o et § vérifient :

jaf = 1
8l =1
a+p=-1

Méthode géomeétrique :

Exploitons la géométrie pour résoudre ce probléme. Soit A I'image de «, B le point tel que AB est I'image
de (8 et enfin C' le point d’affixe —1.

La relation 8 = -1 - « se traduit vectoriellement par E = A_C)' ce qui donne B =C.

L’égalité |a| = |8] = 1 donne OA = AB = 1. On en déduit que le point A est sur le cercle trigonométrique
mais aussi sur le cercle de centre B = C' et de rayon 1. Il y a donc deux possibilités :

e A a pour affixe v = e2/3 = ’71 + % et dans ce cas f=-1-a = % - % = 2i7/3,
o A apour affixe o = e 273 = 21 — % et dans ce cas B=-1-a=7 + % = 2im/3,

Dans les deux cas, on obtient 5 = a.
Finalement, il y a deux couples de solutions, aux multiples de 27 prés :

y=3 y=%
Méthode calculatoire :
On pose p= S¥ et g = 5% de sorte 2 = p+¢q et y = p—g¢. Dans ce cas, on a :
e 4l = -1 = P LI ] P (e9+e77) =1
— 2cosqe? = -1

. {2|cos<q>| =1

arg(cosq) +p=m

q
<~
p =
On obtient ainsi les solutions :
x:%” ac:%“ J;:%” m:—_?,’”
ou ou ou
_ 27 _ 27 _ 4m — 27
Yy=73 y=-3 Yy=3 y=73

En examinant ces solutions et en tenant compte des égalités aux multiples de 27 prés, on retrouve bien
les deux solutions géométriques précédemment obtenues :

$:_2?‘)/r w:—_?f
B ou
_ 27 _ 2w
Y= Y=

1}
N wly
o
=
——
SIS
+ |
=l
3
o
=
——
hoR
1l |
ﬁw;‘
o
=
——
3 <
+
hS] |
wlro
I 3
3



Planche n° 10: Géométrie dans ’espace

=4
>

o
~—

Dans toute la feuille, sauf indication contraire, ’espace est muni d’un repére orthonormal direct (O,

)

Exercice 1

Soient 1, ¥, W et t quatre vecteurs. Calculer det (@ A @, A W, A £).

Exercice 2

Déterminer une base orthonormale directe dont le premier vecteur est colinéaire au vecteur (-1,2,-2).

Exercice 3

Pour quelles valeurs de a les vecteurs (1,0,a), (a,1,0) et (0,a,1) sont-ils coplanaires ?

Exercice 4
Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation cartésienne ainsi qu’une représentation paramé-
trique du plan considéré :
1. P; est le plan passant par le point A(4,3,2) et dirigé par les vecteurs uy(1,1,-2) et v1(-1,3,0);
2. Py est le plan passant par le point B(5,7,-1) et orthogonal au vecteur w>(2,3,3);
3. Ps est le plan passant par les les points C'(-4,1,2), D(-1,-1,-1) et £(0,2,-1);

T=2+A-2p
4. Py est le plan dont une représentation paramétrique est : { y=A+p (\, 1) € R2,
z=142X+p

Exercice 5

1. Les points A(-4,1,2), B(-1,-1,-1), C(0,2,-1) et D(-5,2,0) sont-ils coplanaires ?
2. Les points E(-4,1,-2), F(1,-1,1) et G(11,-5,7) sont-ils alignés ?

Exercice 6

Calculer le projeté orthogonal du point A sur le plan P dans les cas suivants :

1. A est le point de coordonnées (1,2,1) et P est le plan passant par B(-1,-1,-1) et dirigé par
u(-2,1,2) et 9(3,1,0);

2. A est le point de coordonnées (-3,1,0) et P est le plan passant par C(-1,4,2) et orthogonal a
QI)(—Q, 37 1) 5

3. A est le point de coordonnées (1,0,3) et P est le plan d’équation cartésienne 3z + 3y — 2z + 6 = 0.

Exercice 7
Dans chacun des cas suivant, dire si les plans P; et Ps sont paralléles et, si c’est le cas, calculer la distance
qui les sépare :

1. Py et Ps sont respectivement les plans d’équations 3z +4y+3z+1=0et 3z +4y+4z+1=0.

2. P1 et P, sont respectivement les plans d’équations 3z +3y+3z+1=0et 3z +3y+32z+3=0.

3. Py passe par A1(1,1,1), Py passe par A2(3,1,1) et 4(1,1,1) est un vecteur normal & P; et Po.



Exercice 8
Dans chacun des cas suivants, déterminer un systéme d’équations cartésiennes ainsi qu’une représentation
paramétrique de la droite considérée :

1. Dj est la droite passant par le point A(4,-3,2) et dirigée par le vecteur u(3,1,-2);

2. Dy est la droite passant par le point B(5,0,-1) et orthogonale au plan d’équation z -y +2z-1=0;
3. D3 est la droite passant par les les points C(-4,1,2) et D(-1,-1,-1).
4

. Dy est la droite égale & l'intersection des plans d’équations 2z -y+2+2=0etz-y—-2-1=0.

Exercice 9

r+y+2z-2 =0

Calculer le projeté orthogonal du point M (1,3,-2) sur la droite (D) : { Yty -br =0 °

Exercice 10
1. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal du point A(-1,0,3) sur la droite passant par
B(1,1,1) et dirigée par u(-1,2,3).

2. Déterminer les coordonnées du symétrique du point B(-1,2,-1) par rapport au plan d’équation
r+2y-32+1=0.

3. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal du point M («,3,v) sur le plan passant par
A(1,2,3), B(0,1,5) et C(2,3,4).

Exercice 11

. . ) oz+ry =2 ) r+y+z =1
Soient (D7) et (D2) les droites (Dy) : { y-2- =3 et (D3): { T2+ 3

1. (D7) et (D2) sont-elles paralléles ?

2. Déterminer a pour qu’elles soient coplanaire. Donner alors les coordonnées du point d’intersection
de (D7) et (D2) et une équation du plan contenant (D;) et (Ds).

=a

Exercice 12

Déterminer une équation cartésienne des sphéres suivantes :
1. la sphére S; de centre Q(1,3,-1) et de rayon 5;
2. la sphére Sy de diamétre [A, B] avec A(3,5,0) et B(-1,1,1).

Exercice 13

Soient S la sphére de centre O et de rayon 5 et P le plan d’équation z + /8y — 4z + 12 = 0.
1. Déterminer une équation paramétrique de la droite D passant par O et orthogonale & P.
2. Déterminer les coordonnées des points d’intersection A et B de la droite D et de la sphére S.

3. Déterminer une équation des plans tangents & la sphére aux points A et B.

Exercice 14

Déterminer une équation cartésienne de la sphére contenant les cercles d’équations { 24

z=2
x2+y2:25



Exercice 15

o . N , . , . . rz=1
Montrer qu’il existe une unique sphére contenant les cercles d’équations cartésiennes respectives : { 2y =0

=1 . . .
t { ;2 2w —dy+2=0 En déterminer une équation cartésienne.

Exercice 16

Soient A et B deux points distincts. Montrer que ’ensemble des points M tels que AM = BM forme un
plan dont on précisera un point et un vecteur normal.
Indication: On pourra par exemple raisonner sur le triangle ABM

Exercice 17

Ecrire les fonctions Python suivantes :

e produit_scal qui prend en entrée deux listes, correspondant aux coordonnées de deux vecteurs
i et ¥ dans un repére orthonormé, et qui renvoie la valeur de % -9 ;

e norm qui prend en entrée une liste, correspondant aux coordonnées de % dans un repére ortho-
normé, et qui renvoie la valeur de || ;

e produit_vect qui prend en entrée deux listes, correspondant aux coordonnées de deux vecteurs
i, ¥ dans un repére orthonormé direct, et qui renvoie les coordonnées du vecteur @ A ¥ ;

e aire qui prend en entrée trois listes, correspondant aux coordonnées de trois points A, B et C
dans un repére orthonormé, et qui renvoie ’aire du triangle ABC';

e equation qui prend en entrée trois listes, correspondant aux coordonnées de trois points A, B et
C' dans un repére orthonormé, et qui renvoie, si possible, les coefficients a, b, ¢ et d de ’équation
cartésienne ax + by + ¢z = d du plan (4; B; O)



Corrigé de la planche n° 10: Géométrie dans ’espace

Exercice 1

Ce déterminant est nul. Pour le prouver, on va faire une disjonction de cas :
e Si 4 et ¥ sont colinéaire, 4 A ¥ =0 donc le déterminant est nul ;
e Si @ et ¥ ne sont pas colinéaires mais que %, ¥ et w sont coplanaires, alors 4 A U et 4 A W sont
colinéaires. Ainsi, le déterminant est également nul ;
e Si @, ¥ et w sont non coplanaires, alors ces trois vecteurs forment une base. Ainsi, il existe trois
nombres A, u et v tel que
t =\t + uv +vw
Ainsi, i AT = pil A D+ Vil A D,
En exploitant la trilinéarité du déterminant, il vient :
det (i AT, AW, U AT) = pdet(iAD,dAW,GAD)+vdet(TAD, iAW, UAD)
=0+0
=0

Exercice 3

Une condition nécessaire et suffisante de coplanarité est que le déterminant de ces trois vecteurs est nul.
Aprés calcul, cela donne la condition

Ad+1=0 < a=-1

Exercice 4

Voici les solutions pour les équations cartésiennes.

1. On obtient
3r+y+2z=19

2. On obtient
2+ 3y + 32 = 28

3. On obtient
9x -3y + 11z =-17

4. On obtient
-r-5y+3z=1
Exercice 5

Il faut utiliser le déterminant (critére de coplanarité) et le produit vectoriel (critére de colinéarité).



Exercice 6

T
1. Notons A’ | y | ce point.
z

—
A’ appartient au plan et AA’ est orthogonal & i et .

1l existe donc deux nombres (s; t) € R? tels que :

r=-1-2s+3t
y=-1l+s+1
z=-14+2s
-2-2s5+3t
—_—> .. _—> . _— R N
D’autre part on calcule AA’ | -3+s+t |. Les conditions AA’ -1 =0 et AA"- ¥ = 0 donnent, aprés

-2+ 2s
calcul, le systéme :

_ _ _ 15
{—2(—2—23+3t)+(—3+s+t)+2(—2+25)—O . {95—575_3 — {s_ﬁ

3(-2-25+3t) +(-3+s5+1)=0 ~55+10t =9 t=592
73/65
On obtient ainsi A" | 106/65 |.
17/13
€T —_—
2. Notons A’ | y | ce projeté. On sait que AA’ et @ sont colinéaires donc il existe ¢ tel que :
z
r=-3-2
y=1+3t
z=t

—
D’autre part, le point appartient au plan ce qui signifie que CA" - w = 0.

-2-2t
On calcule CA’ | -3 + 3t |. Ainsi la condition d’appartenance au plan s’écrit :
-2+

1
“2(-2-2t) +3(-3+3t) +(-2+t) =0 — 14t =7 — t:§

-4
Finalement, on obtient A’ | 5/2
1/2

3. Méme principe.

On détermine une équation paramétrique de la droite passant par A et orthogonale au plan :

r=1+3t
y:3t ;tGR
z=3-2t

Ensuite, la condition d’appartenance au plan permet de calculer ¢ :
9
3(3t+1)+3x3t—-2(-2t+3)-6=0 < 22t=9 < t= 72

49/22
Ce qui donne les coordonnées du projeté orthogonal | 27/22 |.
24/11



Exercice 7

1. Les vecteurs normaux des deux plans (obtenus depuis les équations cartésiennes) sont non coli-
néaires.
Les deux plans ne sont donc pas paralléles.
2. Les deux vecteurs normaux sont colinéaires donc les plans sont paralléles.
On calcule un point A, appartenant & Po.
-1
Ax | O
0

On utilise ensuite la formule de la distance entre A, et P;. On obtient :
2V/3
9

3. Les deux plans ont le méme vecteur normal, ils sont donc paralléles.
Pour déterminer leur distance, on calcule

N —_—

‘u . AlAg‘ 2\/§
] 3

Exercice 8
1. Une équation paramétrique est

r=4+3t
y=-3+1
z2=2-2t

Pour trouver le systéme d’équation cartésienne, il suffit de substituer ¢ par y + 3.
On obtient

r=4+3y+12 x-3y=16
—
z2=2-2y-6 z+2y=-4

2. Un vecteur directeur de la droite est un vecteur normal du plan. On obtient donc une équation

paramétrique :
=5+t
y=-t
z=-1+t

Avec la méme technique que précédemment on obtient un systéme d’équations cartésiennes

rT=5-Yy r+y=>5
—
z=-1-y z+y=-1

3
—
3. Un vecteur directeur est CD | -2 |. On obtient une équation paramétrique :
-3
r=-1+3t
y=-1-2¢t
z=-1-3t

Avec la méme technique que précédemment on obtient un systéme d’équations cartésiennes (on

substitue ¢ par

20=-2+3-3y 2z +3y =1
—
22=-2-3+3y 22-3y=-5



4. Le systéme d’équation est obtenu directement

20 -y+2+2=0
r-y—-2-1=0

En faisant Ly «— Lo + L1, on obtient

20 -y+z2=-2
Jr—-2y=-1

1
En faisant L1 «— L1 - §L2, on obtient

lr+z=-3
Jr—-2y=-1

On peut donc exprimer z et y en fonction de x :

Exercice 9

On détermine une équation paramétrique de cette droite, grace a la célébre méthode de ’escroc :
r+y+2-2=0 (L1) — x+y+2z=2 (L)
20+y—-52=0 (L2) —y—Tz=-4 (La« Ly—-2Lq)

T —-6z=-2 (L1<—L1+L2)
y+7224 (L2<——L2)

T =-2+06t (L1<—L1+L2)
— Jy=4-Tt (L« —Lo) ;teR
z=1
(6
Cela permet d’extraire un vecteur directeur d | =7 | de la droite.
1

—_—
Pour obtenir le projeté orthogonal M’ on cherche ainsi t tel que MM’ -d = 0.

-3+ 6t
e
On calcule MM’ | 1-7t |. Ainsi ¢ vérifie :
2+t

2
6(<3+6) ~T(1—Tt) + (2+1) =0 <= 86t=23 < t:£
17/43
Ce qui donne M’ | 183/86 |.
23/86



Exercice 10

1. Le projeté A’ vérifie :
o A’ est sur la droite (B;i);

—_—
o AA" - =0

Il faut donc déterminer une équation paramétrique de la droite (B;) puis écrire la seconde condi-

tion.

Cela donne une unique équation portant sur un parameétre.
Aprés résolution, on obtient :

4
1B
1
7

==

2. Le symétrique B’ vérifie :
-
e BB’ est orthogonal au plan, c’est a dire que B’ est sur la droite passant par B et dirigée par
un vecteur normal du plan;

e m[BDB’] est sur le plan.
La premiére condition se traduit sous forme d’équation paramétrique :

r=-1+t
y=2+2t teR
z=-1-3t

Les coordonnées du milieu de [BB’'] sont

-2+1
4+ 2t
-2-3t

m[BB’]%

La seconde condition donne donc 1’équation sur ¢ :
1 1 1
5(—1+t)+2x5(2+2t)—3x5(—1—3t)+1:0

Apreés résolution, on obtient
-2
B'l0
2

3. On commence par déterminer un vecteur normal de ce plan. On calcule :

-3
— —

AB A A 3
0

. L (-1
Ainsi, le vecteur 7 ( 1 )O est un vecteur normal du plan.

x
On cherche ensuite le point M’ | y | tel que :
z
e M’ est sur la droite (M; 7i);
e M’ est dans le plan.
On commence a avoir ’habitude des équations paramétriques et des conditions d’appartenance a
un plan.
On cherche donc directement & résoudre le systéme suivant dont z, y, z et A sont les inconnues.

T=a-\
y=0+A
z="

—-(z-1)+(y-2)=0



On obtient :
(a+p-1)/2
M| (a+p+1)/2

Exercice 11
1. Pour déterminer un vecteur directeur de (D), on peut utiliser la méthode de l’escroc ou bien
utiliser les deux vecteurs normaux des deux plans.
Une direction de (D;) est donnée par le produit vectoriel de ces deux vecteurs.
On obtient ainsi un vecteur directeur de (Dy) :

Avec la méme technique, on détermine un vecteur directeur de (Ds) :
(5
da | 2
3

Il est clair que ces deux vecteurs sont non colinéaires.
Donc (D;) et (D2) sont non paralléles.

2. On sait que ces droites sont non paralléles. Donc elles sont coplanaires si et seulement si elles sont
sécantes.

Il convient donc de résoudre le systéme :

T+y=2
y—22=3
r+y+z=1
r-2y+3z=a

En faisant Ly «— L3 — L1, puis Ly «— L4 — L, il vient :

T+y=2
y—-2z=3
z=-1
-Jy+3z=a-2

En faisant maintenant L4 «— L4 + 3L, on obtient :

T+y=2
y-2z=3
z=-1
-3z=a-2+9

Enfin, en faisant L4y «<— L4+ 3L3, on obtient :

T+y=2
y—-2z=3
z=-1
O=a+4

Finalement, ce systéme n’a de solutions que pour a = —4.



Dans ce cas, on obtient le point d’intersection des deux droites, aprés résolution du systéme :

1
All
-1
4
Un vecteur normal du plan est donc n=d; Ads | 1].
6

Finalement, 1’équation cartésienne du plan est

dr+y+6z=-1

Exercice 12
1. C’est une application directe de la formule. L’équation est :

(z-1)%+(y-3)°+(2+1)*=25

AB
2. Il y a deux approches possibles. On peut calculer le milieu de [AB] puis le rayon - et appliquer
la formule. Ou bien, on peut utiliser I’équivalence suivante :

—s ——
MeS;, — AM -BM =0

Les deux approches donnent les deux équations équivalentes :

1\* 33
(r-3)(w+ 1)+ (y-5)(y-1)+2(2-1)=0 < (z-1)%+ (y—3)2+(z—§) ==
En utilisant ce que 'on sait sur les formes canoniques, on peut montrer I’équivalence :
9 9 1\? 33
(z-3)(z+1)+(y-5)(y-1)+2(2-1)=0 <= (z-1)*+(y-3)*+ a=5) =
L V33
On retrouve ainsi le centre de la sphére | 3 | et le rayon 5 obtenu grace & la premiére approche.
1/2

Exercice 13

1. Son vecteur directeur est un vecteur normal de (P). On obtient donc aisément ’équation parameé-

trique :
T =
y=V8t ,teR
z=-4t

2. L’équation de la sphére est 22 + y? + 22 = 25. Il faut donc maintenant résoudre le systéme pour
déterminer les éventuelles intersections :

r=t
y=/38t
z=-4t

22 +y?+22=25
Par substitution la derniére équation donne une équation du second degré sur ¢ :

2482 +16t° =25 = t?=1 < te{-1; 1}

1 -1
On en déduit les coordonnées des deux points A | /8| et B | -8 ]|.
-4 4



3. Ces deux plans notés (FP,) et (Pp) contiennent respectivement les points A et B et ont tous les deux
1

pour vecteur normal | /8 | puisque [AB] est un diamétre de la sphére. On en déduit les équations
-4
des deux plans :
(x—1)+\/§(y—\/§)+4(z+4):0 (P,) — r+\8y+4z=-7 (P,)
(z+1)+V8(y+V8)+4(z-4)=0 (B) r+\V8y+4z=17 (B)

Exercice 14

On note (Cy) et (C3) ces cercles qui sont contenus dans les plans z = 0 et z = 2. Leurs centres respectifs

0 0
sont A; [0 | et A3 | 0] et leurs rayons respectifs sont 3 et 5.
0 2
0
Les deux plans ont le méme vecteur normal | 0| donc le centre de la sphére est situé sur 'axe (OZ).
1
0
Ainsi, il existe un réel ¢ tel que les coordonnées du centre €2 sont | 0 |.
4

Considérons un plan de coupe (n’importe lequel), contenant la droite (A; A2). On note M; une intersec-
tion du premier cercle avec ce plan et Ms, une intersection du second cercle avec ce plan.

Par le théoréme de Pythagore, le rayon R de la sphére vérifie R? = QA? + A\M? = t> +9 et R? =
QA2+ Ay M3 = (t-2)? + 25. On obtient donc :

(t-2)2+25=12+9 < t? -4t +29=1t>+9 < t=5

0
Finalement les coordonnées du centre €2 de la spheére sont | 0 |.
5

Le rayon de la sphére vaut R =/A1Q% + A1 M? = /34.

L’équation cartésienne de la sphére est donc :

2 +y?+(2-5)*=34

Exercice 15

Notons respectivement C; et Cy ces cercles.
Supposons que cette sphére existe. Il s’agit dans un premier temps de déterminer son centre. Or, lorsqu’on
intersecte une sphére par un plan P, la droite qui passe par le centre du cercle de cette intersection et le
centre de la sphére est orthogonal au plan P.
Fort de cette remarque, on va déterminer

e ’équation de la droite Dy passant par le centre de C; et orthogonale au plan z =1;

e ’équation de la droite Dy passant par le centre de Cs et orthogonale au plan z = 1.

1
En utilisant les résultats sur la forme canonique, on détermine le centre de C; noté O | 2| et le centre
0
1
de Cy noté Os | 2.
1
On obtient donc les équations de Dy et Dy :
z=1+)\ z=1
y=2 ,AER (Dy) y=2 ,AER (D)
z=0 z=1+A



Donc, si la sphére existe, son centre est forcément le point

1
Q12
0

Toujours selon cette méme hypothése d’existence de la sphére unique, on doit donc avoir les deux équi-
valences :

z=1 z=1
—
i+ 22 —4y=0 (z-1)%+(y-2)2+2%2=R?

z=1 z=1
—
2?2 +y?-20-4y+2=0 (z-1)2+(y-2)?+2%= R?
Il s’agit donc de trouver R%. Exploitons la premiére équivalence. z = 1 <= (x - 1)? = 0 donc on peut
directement identifier R.

En effet : 4?2 +22 -4y =0 < (y-2)?+(2-0)? = 4. On obtient ainsi R = 2. Sous ces conditions, on a
bien :

CL':l 1’:1
<
v+ 22 -4y =0 (z-1)%+(y-2)2+2%2=4

Reste a voir si la seconde équivalence fonctionne sous ces conditions. Mais z = 1 entraine 22 = 1. On a
donc, en exploitant les résultats sur la forme canonique :

z=1 z=1
—
2?2 +y?-20-4y+2=0 224y’ -2 —dy+2+22+2=1

< Z:1
(z-1)?+(y-2)*-4-1+2=1

Le cercle Cy est donc bien a l'intersection de la sphére de centre (2 et de rayon 2 et du plan z = 1.
Finalement cette sphére contient bien les cercles C; et Cs.



Planche n° 11: Remédiation pour le calcul

Exercice 1

Résoudre les équations et inéquations suivantes :

a) (x+1)2=3(z+1) oo 5 1
b) 22+ 2> -1 (x+1)2_(m_1)
) . g) Vat-4=(z-2)
c) ($+3)221(~T—1)2 h) Vz2+3z-4<(z-5)

d) 2% >32% + 2z

1 (x+1)
(z-3) " (z-3)?

] |m +2x|<3

)
)
i) |z +2|=
j)
¢) k) |22 - 52| > 3z

Exercice 2

Soient (a; b; ¢; d; m) € R5. Résoudre les inéquations suivantes :

a) ar+b>c

) d) ar+b
b) (az+b)*=m rrd
Exercice 3
Résoudre :
a) cos(z) = sin(x) d) tan(z) = -3
b) sin(x) = sin(2z) e) cos*(z) =%
c) sin(2z) = cos(5x) f) cos(x) > %
Exercice 4
Déterminer les limites suivantes, si elles existent
lim arctan L lim arcsin 3327_%
T>+00 x—1In(z) z—+oo0 22 +In(z)
lim e lim sin +sin(mrz)
v
23072 In(z) +y/zIn(x) T—>+o0
1
lim Tl—ln(x+1) lir+n cos(x) (\/x2+1—x)

z5>-1

1
c) x+m=—
x

) Va2—-z-522-3

m) ac+123
T -2
n) lr+3/<xz-1
3
——<-1
0) TEE
p) M<4
r-1

g) sin?(z) - >0
h) sin(x) = tan(z)

i) cos(z) +2sin(x) =1

lim Va3 -1-Va2+x

Tr—>+0oo

lim cos(e”) -1

T——00 et

. wln(1+l)
lim e z

Tr—>+0oo



Exercice 5

. 1
1. Etudier la fonction f; : # — — —In(x) : domaines, parité et périodicités éventuelles, variations,
limites aux bornes de I’ensemble de définition.

2. Etudier la fonction fy : x + In(|cosz|) : domaines, parité et périodicités éventuelles, variations,
limites aux bornes de I’ensemble de définition.

3. Etudier la fonction f3:  + In (1 +¢e®) -z : domaines, parité et périodicités éventuelles, variations,

limites aux bornes de ’ensemble de définition.
4. On veut étudier la fonction f4: 2~ 2 v sin(x) + = définie et dérivable sur R.
(a) Montrer que pour tout x, fq(x+7) = fo(x) + 7.
(b) Que peut-on en déduire concernant la courbe de cette fonction ?
(¢) Etudier la fonction sur [0; 7] puis tracer I'allure de la courbe sur [-27; 27].
5. On veut étudier la fonction f5: z + 2sin (1) définie et dérivable sur R*.
(a) Déterminer la parité éventuelle de f5.
(b) Déterminer les limites de f5 en 0 et +oo.
(¢) Prouver que, pour tout = >0, —x < f5(x) < z.
(d)
)

l) _ cos(%)-

d
(e

Prouver que, pour tout x + 0, ff(x) = sin(
Pour étudier le signe de ff, on pose ¢ : X — sin(X) - X cos(X).
i. Déterminer le tableau de variations de ¢ sur [0; 7].
1
ii. En déduire que, pour tout x > —, fi(x) > 0.
™

(f) Déterminer les solutions positives des équations f5(x) =0, f5(x) =z, f5(x) = -x.

(g) A partir des éléments qui précédent tracer 'allure de la courbe de fs.

6. On veut étudier la fonction fg: = —~ arctan(\/l’i?).

(a) Déterminer les domaines, les parités et périodicités éventuelles, les variations, les limites aux
bornes de I’ensemble de définition.

(b) Montrer que fg est en fait une fonction bien connue.



Corrigé de la planche n°11: Remédiation pour le calcul

Exercice 1

a)
b)
)

Annuler 'un des membres et factoriser. On obtient : {-1; 2}
Annuler 'un des membres et chercher le signe & I’aide du discriminant. On obtient R.
Annuler I'un des membres et factoriser puis chercher le signe a I’aide d’un tableau de signes ou des

résultats sur le second degré. On obtient : ] —oo; =7]U [?, +oo[

Annuler 'un des membres et factoriser puis chercher le signe & 'aide d’un tableau de signes. On
3-V17 3+V/17
obtient : [T, 0] u [JrT, +oo[.

Annuler 'un des membres, réduire au méme dénominateur, puis déterminer le signe. On obtient :
Annuler 'un des membres, réduire au méme dénominateur, puis déterminer le signe. On obtient :
]—o0; 1[\{-1}

Etudier le domaine de validité de I’expression puis raisonner par implications successives. A la fin,
vérifier la validité de la solution. On obtient : {2}

Etudier le domaine de validité de 1’expression puis faire une disjonction de cas sur le signe de (x —5).
On obtient @.

Utiliser ’équivalence suivante |y| = 4 <= y =4 ou y = —4. On obtient, en prenant la réunion des
solutions des deux équations, {2; -6}

Utiliser 1’équivalence suivante |y| <3 <= y < 3 et y > -3. On obtient en prenant l'intersection des
solutions des deux inéquations, [-3; 1].

Utiliser la définition de valeur absolue en tant que racine. On obtient | —oco; 2] U [8; +oo].

On vérifie le domaine de validité puis on fait une disjonction de cas sur le signe de = — 3.
1—\/21] [1+\/21 [

5 U 5 +ool.

On obtient ] —00;

19
Toujours avec les mémes techniques, on obtient ]2; g]

Meéme technique, on obtient @. On aurait pu s’en douter car, pour tout z,
|z +3|>z+3>x-1.

. . , . . 3
Cette inéquation n’a pas de solutions puisque, pour tout = # 1, ——— > 0.

(z-1)2

Aprés d’affreux calculs, on obtient | — co; 1[U ]g, +oo[.

Voici les instructions XCas permettant de vérifier les résultats des dix premiéres.



Console

resoudre((x+1)"2=3%(x+1) x)
resoudre(x"2+x >= -1,x)

resoudre((x+3)"2 >= (1/4)*(x-1)"2,x)
< -T, 8 > —

9
3

resoudre(x"3 >= 3x"2+2x, X)

((x>=(1/2%(Fsqrt(17)})) and (x<=0)), ¢ = (5(3+ VIT))]
resoudre(1/(x-3) < (x+1)/((x-3)"2).%)
< 3,2 >3

resoudre(6/((x+1)"2) >= 1/(x-1).x)

o< -1, ((x==1) and (x<1))]

resoudre(sqri(x"2-4) =(x-2)x)

resoudre(sqri(x"3+3*x-4)<=(x-5),x)

resoudre(abs(x"2+2*x)<=3x)
((x>=-3) and (x<=1))

Exercice 2

a) Il faut discuter a :
e Pour a =0, on obtient R dans le cas ou b > c et @ dans le cas contraire.
e Pour a > 0, on obtient [‘%b; +oo[.
e Pour a <0, on obtient ]—oo; CT_b]

b) Ici, il faut discuter m :
e Dans le cas ot m <0, il n’y a pas de solutions.
e Dans le cas ot m > 0, on doit résoudre ax +b = /m et ax +b = —/m. Il faut maintenant discuter a
e Dans le cas ou a = 0, tous les réels sont solutions pour b =m ou b = —/m mais aucun réel n’est
solution pour b # /m et b # —/m.
Vm-b . —/m-b
a ¢ a

. Ces deux

e Dans le cas ou a # 0, ’équation admet comme solutions :
solutions sont éventuellement confondues pour m = 0.

c) Cette expression existe pour x # 0. D’autre part, pour tout z # 0, on a :

1
r+m==— < z2+mz-1=0
x
-m+vm?2+4
On calcule le discriminant m? +4 > 0. Il y a donc deux solutions distinctes —————— et

2

-m—-vm?+4
2

En effet, il est impossible d’avoir —m + vVm?2 +4 =0 car vVm?2 +4 > |m).

Et il est également impossible d’avoir —m —+v/'m?2 + 4 = 0 pour la méme raison.

. On vérifie que ces deux solutions sont bien non nulles.

d) Discutons du domaine de définition de ’expression. Il faut donc résoudre cz + d = 0 et donc discuter
c:
e Dans le cas out ¢ = 0. Pour d = 0, ’expression n’est valide pour aucune valeur de = et pour d # 0,
I’expression est toujours valide. Ainsi, pour ¢ =0 et d # 0, on va résoudre %J'b =1 < ax+b=d.
Dans ce cas, il faut discuter a.

e Pour a =0, tous les réels sont solutions lorsque b = d et aucun réel n’est solution pour b # d.

e Pour a # 0, il y a une unique solution :
a



. . -d . -
e Dans le cas ou ¢ # 0, 'expression est valide pour z #+ —. On raisonne donc pour tout x # —.
c c

azx+b
On a alors o

disjonction :

=1 < ax+b=cr+d < (a-c)x=d-b. Ici, il faut de nouveau faire une

—-d . .
e Pour a = ¢, tous les réels sauf — sont solutions dans le cas o d = b et aucun réel n’est solution
c
dans le cas ou d # b.

. . . d-b . . .
e Pour a # ¢, il y a une unique solution ——. Il faut tout de méme vérifier si cette solution n’est

-d d-b d
pas égale & —. Pour ce faire, on va résoudre = — <= c(d-b) =-d(a—c) < da-cb=0.

Finalement, cette solution n’est valide que ?ors%ue ccla —cb # 0. Dans le cas contraire, il n’y a
pas de solutions.
Les précautions prises dans ce raisonnement peuvent paraitre exagérées pourtant elles sont nécessaires.
Prenons un exemple pour illustrer le dernier cas, la résolution de :

2m+1_1
dr+2

Ici, on est dans le cas o ¢ # 0 et ol a # ¢ mais oul ad = be. Si on ne faisait pas attention, on obtiendrait
par équivalences :

20+ 1
4o + 2

=1 <— 2x+1=4zx+2

<~ r=—
2

-1 : . P
Mais - ne convient pas (car il annule le dénominateur) !

Exercice 3

a) Pour tout z :

cos(zx) = sin(x) < cos(x) = cos

—_
0o

_x)
«~— JkeZ/x= —J;+2k7roux:—(g—a:)+2kﬂ'

«— JkeZ/x=

RN

+k;7rou0:—g+2k‘7r

On obtient donc sur | -7; 7] les solutions {%; %}
b) Pour tout z :

sin(z) =sin(2z) <= 3k eZ/2x =x +2kmw ou 2z = 7w —x + 2km
<~ 3k eZ/x=2kmw ou 3x =7+ 2km
2km

— erZ/x:2kﬂoux:z+—
3 3

Oun obtient donc sur | -7; 7] les solutions {0; 3T %}
c¢) Pour tout x :

sin(z) = cos(bx) <— cos(g - x) = cos(bz)
— EkeZ/g—w:5x+2k7r ou g—x:—5x+2k7r

— 3k€Z/6$:g—2kﬂ'Ou4$=%+2kﬂ'

<~ HkGZ/J?:l—k—ﬂTrou;p:j_'_k_ﬂ
12 3 s '3

On obtient donc sur | -m; 7] les solutions
T, 5. 9. =37, =Tn. -1llw., -mw. =57. 3m. 7_7r}
< |-

120 120 120 120 120 12 0 8 8 ' 8



d) On obtient sur ] R 2[ la solution = = =F.

Toutes les solutions se déduisent & partir de la périodicité de tangente (de période ).
e) Pour tout z :

1 2
cos?(z) = = < cos(z) = :t£
2 2
., 3w 7371'}

On obtient donc sur | - m; ] les solutions {%; =0 T

f) Les solutions sur ] - m; 7] sont [ == 3 3]
g) Pour tout x, on a :

N w

3
sin?(z) - B >0 «— sin’(z) >

. . 3 . )
Or, pour tout z, |sin(z)| < 1, ce qui donne sin*(z) <1 < 7" En effet, sinus est borné par -1 et 1.

Ainsi, cette inéquation n’a pas de solutions!
h) Pour tout = ¢ R\ {g +km; avec k € Z} :

sin(x) cos(x) - sin(x) 0

sin(z) = tan(z) < cos(x)

sin(z) (cos(z) - 1)
cos(x)

-0
< sin(z) =0 ou cos(z) =1

On obtient donc les solutions 0 et 7 aux multiples de 27 prés.

i) On utilise la tangente de I’angle moitié. = 7 n’est pas solution.
Pour tout = de ] - m; 7[, on pose u = tan (% ) On résout ainsi :

1-u? 2u 1-w?+4u-1-u?
+2x =1 <— =0
1+u? 1+ u? 1+u?
— —2u? + 4u
1+u2
u(u —2)

=0
1+u?

—
<~ u=0o0uu=2
—

tan(f) =0 ou tan(f) =2
2 2

<= x =0 ou x = 2arctan(2)

On obtient ainsi les solutions {0; 2arctan(2)}

Exercice 4

Etude de lim arctan(#z’(x)) :

X—>+00

Pour tout x « assez grand » :

{,C2 T

~In(z) 1-h@

x

2
On en déduit que lim #(w) = +o0, par quotient et croissances comparées. Ainsi, par composition, la
Tr—>+00

T
limite recherchée est 3"

Etude de lim arcsm(i) :

X34 00 x2+In(x)
Pour = « assez grand » :
-z 1-2
2 + ln(gc) 1+ 1“(””)




. . . 2 2— . 22
On en déduit, par quotient et croissances comparées que —~—2— tend vers 1 par valeurs inférieures, ce
’ z2+In(z) ’

7r
qui par composition donne la limite recherchée : 3"

Etude de lim Vx3-1-Vx2+x :

X—>+o00

Pour = « assez grand » :

\/1}3—1—\/l‘2+1}:l’3/2\/1—x%—l‘\/1+i

=x3/2[ -1 _ L 1+;]

On a levé 'indétermination et on obtient la limite recherchée : +oo.

- x3+x
Etude de li :
nde de xlg(l] x21In(x) + /xIn(x)

On raisonne pour = proche de 0 par valeurs supérieures :
3+ ~ z(1+2?)
a?In(z) +/rln(z)  /zln(z) (1+23/2)
Nz ( 1+ )

= x 3/2
In(x) l+z

On obtient alors, par quotient et produit la limite recherchée : 0.
> . . 2 .
Etude de xl_l)rgloo sin (%) +sin(7x) :

Ici lastuce consiste a exploiter les formules de factorisation. Ainsi, pour tout x « assez grand » :

[ ma? . (1 [ ma? 1( ma?
sin +sin(7x) = 2sin| = +7x | |cos| = -7
r+1 2\x+1 2\x+1
[ 2ma? + -TT
= 2sin cos
2(x+1) 2(zx+1)
. [ 2m2? + 7 T
= 2sin cos
2(x+1) 2(1+1)
Mais, on a, par quotient et composition :

. T
IEIPMCOS(m):O

En particulier, sachant que sin est borné par —1 et 1, on en déduit :

()

On peut alors conclure grace au théoréme des Gendarmes. La limite recherchée est nulle.

Etude de lim M :

X—>—00 eX

Cette limite se calcule trés facilement en faisant le changement de variable X = e®. En particulier, on a :

<2

T
sin ( ) +sin(mx)
z+1

X)-1
i S8 —1

lim X =sin(0)

En effet, cette expression est la limite d’un taux d’accroissement. On en déduit que la limite recherchée
est nulle.

. 1
Etude de lim —— - In(x+1) :
xi—l x+1



Cette limite n’est pas indéterminée et s’obtient par somme : +oo.,
Etude de lim cos(x) (\/x2 +1- x) :
X—>+00

On exploite la technique de la quantité conjuguée. Pour tout z « suffisamment grand » :

2 2
1-x 1
Vail-z=2 - =
Vi+l+z Va2+1l+z

En particulier, sachant que cos est borné par -1 et 1, on a :

‘cos(m) (\/ x2+1- m)‘ < ﬁ

On conclut ensuite grace au théoréme des Gendarmes : la limite recherchée est nulle.
1
- 1 1+—
Etude de lim e n( +x) :
X—>+00

Pour étudier lim xIn(1+ 1), on fait le changement de variable X = 1. On cherche donc :

Tr—>+00
lim In(1+ X)
X0+ X

Mais on reconnait ici le taux d’accroissement de la fonction X ~ In(1+ X) entre X et 0. On en déduit
que :

. In(1+X) 1
lim = =
X0+ X 1+0
Ainsi, par composition, la limite recherchée est e.

Exercice 5

1. Cette fonction n’est ni paire, ni impaire, ni périodique. Elle est définie et dérivable sur R} comme
différence de fonctions définies et dérivables sur R?.
Cette fonction est la somme de = ~ % et z — —In(z) qui sont strictement décroissantes sur R}.
Elle est donc strictement décroissante.
On a, par somme, r1_135{100 fi(x) =-o0
La limite en 07 s’obtient par somme : lim f(x) = +o0.
=0
2. Cette fonction est définie pour tout x tel que |cos(x)| > 0, c’est & dire pour tout x € R\ {g +kmavec k € Z}.
On note Dy cet ensemble.
Pour tout = de Dy, z + 7€ Dy et on a fo(x+m) =1In|cos(x + )| = In|-cos(z)| = fo(x). La fonction
est donc périodique de période 7. De plus elle est paire car cos est paire.
. [ Pour tout z de cet intervalle cos(z) > 0 et on a donc fo(x) =
In (cosx). Par composition, sur cet intervalle, la fonction est strictement décroissante.

On va donc I’étudier sur [O' z

De plus, lim cos(z) = 0* et ainsi, par composition, lim f3(2) = —co. Enfin, on calcule f2(0) = 0.
< T < T
r—5 m—>§

2
On peut donc maintenant, par parité, compléter pour obtenir le tableau de variations sur une

période.

8
|
o
B

0
() / \




3. Cette fonction est définie et dérivable sur R car, pour tout x, 1+ e” > 0. Elle n’est ni paire, ni
impaire, ni périodique.
Son sens de variation n’est pas évident donc, pour tout x, on calcule :

e” -1

fa(z) = -1

= <0
1+e”® 1+e”

La fonction est donc strictement décroissante.
La limite en —co se détermine par composition et somme lim f3(x) = +oo.
T—>—00

Il faut lever I'indétermination en +oo. On calcule ainsi, pour tout z >0 :
fa(z)=In(1+e") -z

=ln(e®(e™+1)) -z
=r+In(l+e™)-x
=ln(l+e™)

On peut maintenant conclure par composition : lim f3(x) =0.

XT—>+00
4. (a) Pour tout z, fy(z +7) =sin(z+7) +z+ 7 = (-sin(z))’ +z + 7 = fa(z) + 7.
(b) Soit un point M (;) appartenant & la courbe. On a f4(x) =y. On en déduit que fq(x +7) =
fa(z)+m=y+m.

Ainsi, le point M’ (54_;) appartient aussi & la courbe. Ce qui signifie que la courbe est

invariante par translation de vecteur ¢ (Z)
(c) Pour faciliter I’étude, on va utiliser une technique de linéarisation. Pour tout z :

1 — 3
_ cos(2x) iy
2
~ cos(2z) . 1
2 2

fa(2)

On en déduit, pour tout x :
fi(z) =1 +sin(2z)
L’étude du signe de la dérivée est facile. Elle est positive pour tout x de [0; 7] et s’annule
3T .
pour & = —- (pour pour sin(2z) = -1).
On en déduit que sur Pintervalle considéré, la fonction est strictement croissante et que sa
3
courbe posséde une tangente horizontale en = = ik

On calcule f4(0) = 0 et fy(w) = m. Enfin, on détermine sa courbe en exploitant 'invariance
par translation de vecteur £.



5.

(a)
(b)

A
o
~

—~~
@D
~

£
-

Pour tout z # 0, f5(-z) = —zsin ( ) = xsin (%) = f5(x) donc f5 est paire.

Pour tout z # 0, |f5(z)| < |z| car sin est bornée par —1 et 1. On en déduit, par le théoréme des
Gendarmes, la limite lin% fs(x) =0.
T—

1
Pour la limite en +oo, on fait le changement de variable X = —. On cherche donc :
x

lim sin(X)
X-0t X

On reconnait un taux d’accroissement de sin entre 0 et X. Ainsi, lim f5(z) = cos(0) = 1.
Ir—+o0

Cela a déja été fait dans la recherche de limites.
Cette formule s’obtient facilement par dérivation.

i. @ est définie et dérivable sur R. Un petit calcul donne, pour tout X :
©'(X) = Xsin(X)

Sur [0; 7], la fonction ¢ est donc strictement croissante. On calcule ¢(0) =0 et ¢(7) = 7.
En particulier, sur cet intervalle ¢ est positive.

ii. Notons que, pour tout z, fi(z) = @(%) Or, pour z > %, on a % €]0; «[. D’aprés la

question précédente, on en déduit que f7(x) = ¢ (%) > 0.
Pour tout >0, on a f5(z) =0 <= sin(2) =0 <= x ¢ {kr avec k € Z}. On en déduit, que
1
les solutions strictement positives de f5(x) =0 sont les nombres ay = T avec ke N*.
77

De méme, pour tout x >0, on a f5(z) =z <— Sin(1)=1 — xe{g+2k7r aveckeZ}. On

x

en déduit, que les solutions strictement positives de f5(x) = 2 sont les nombres 8y =

5 +2km
avec k e N.
Un raisonnement similaire conduit & déterminer les solutions strictement positives de f5(z) =
1
-z qui sont les nombres vy, = ————— avec k € N*.
-5 +2km

Les suites des (ag)rent, (Br)ren €t (&) ken+ sont strictement décroissantes et on a v = 3% ,
_1 _ 2

ay = et 60 =

On a donc Y1 <o < ,@0.

Notons également que ces trois suites s’accumulent en 0, ce qui signifie que la courbe oscille

de plus en plus vite en se rapprochant de 0.



(b) On remarque qu’une primitive de f{ est arcsin car pour tout x €] - 1; 1[, fi(z) =

Enfin, la courbe est contenue entre les deux bissectrices d’équations y = x et y = —x et, en
raison de sa limite, elle se rapproche de la droite y =1 en +oo.

Avec tous ces éléments et en exploitant la parité, on peut tracer ’allure de la courbe sur
[-m; =]

~
~ A -
~ y _
~ ~
~ -~
~ ~
- ~
777777777777777777777 D —— - - — e e
~N -
N Tyﬁd
N —
~ | + \
~, ~
Frav reANl 1 )(\
- — — P S
4 3 2 1 _ Yo v 1 2 3
~ ~
~ 1O o~
_ Y11 Bo
~ _1< ~
~ ~
- ~
—~ ~
- -
~ ~
~ ~
~ ~
-~ a9 ~

Commencons par étudier la fonction v: x » 2.
¢ p i

u est définie et dérivable pour 1 —z% > 0, c’est & dire z €] - 1; 1[.

Ainsi, par composition, fg est définie et dérivable sur | - 1; 1[. De plus, pour tout = de ce
domaine fg(-x) = arctan(u(-x)).

Or, u(-z) = \/ﬁ = —u(z). On en déduit, fe(—-z) = arctan(-u(z)) = —arctan(u(z)) =
—fe(x). La fonction est donc impaire.

On étudie donc fg sur [0; 1[. Son sens de variation n’est pas évident, on va donc calculer,
pour tout x € [0; 1 :

@) =) (o)

1+ u(z)?
_ 22 222
) V1 1‘+2—1_I2 . 1
1-2? 1+ 17622
1-z2+22
_ V1-22 1
B 1 -2 x 1-z2+x?
1-z2
1 2
= 7(1—x2)3/2 x (1-2%)
B 1
1-22

Sur [0; 1] la fonction est donc strictement croissante. De plus, on a fg(0) = 0 et, comme,
lim u(z) = +oo (par quotient), on en déduit, par composition, lim fs(z) = 5.
z51 z51

Finalement, on peut tracer le tableau de variations de fg sur son domaine :

x -1 1

fo(@) /

NE

1
Vi-z2

Mais on a fg(0) = arcsin(0) = 0. Sachant que toutes les primitives sont définies & une constante
pres, cette condition initiale nous prouve que fg est en fait arcsin.
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inéaires

Planche n° 12: Systémes 1

Exercice 1

Déterminer le rang des matrices suivantes :

|

2
4
10 20 30

a - O

— O O

— = — M

OO~ -

SO - O -

— O O~

~——

I

)

.
+TES
mo KRR
21mm
10mm
~——

N < O

— O O

5
4
1
-4 1 3
9

1
-4

3

3

0 .
-3 0 2
1 3 6 -6

1
0
0
0
1

M~ AN~ O

tooa ¥
< o0
womo TR
+<too T
<+ o
110_1
{

I

~)

— = <

Exercice 2

Résoudre les systémes linéaires suivants :

3

3r+6y-3z+2t=1

=2

rT+2y—z+3t
2 -4y+2z+t

1
(C): {
4

2

20+ 3y -z
T+2y+32
3x +4y -5z

(B)i{

2

T+2y+3z=
T-y+2z=-1

T+y+z=1

(A):{



Az +3y =2 T+2y+z+4t=2 20 -2y +z+t=-1

(D):{ 2xz+y=5 (E): §+t_0 ~ (F): §x+y—3z+£:2
3342y = 2 T+2y+z=3 2 ) 2
4z +4y+62=6 y+3z=2
r+3y+z+3t+4du=2 9z + 15y + 182 -6t +3u =3
(G):4 —z+y-u=5 (H):{ 2c+y-t+u=>5
3x+2y+t+4u=2 3x+5y+62z-2t+u=1

Exercice 3

Discuter et résoudre les systémes suivants, ot a, b, m sont des paramétres réels :

So+y—z=-1 z+y=1 mr+y+z=1

. —_ ] ax+by=0 ] z+my+z=m
(I) ii:Qy_ZQ_Zb_a (J) a2x+b2y:1 (K) I+y+mZ:1
Yy = a3x+b3y=0 T+Y+z=m

Exercice 4

En préparant itinéraire d’une sortie & bicyclette, un organisateur estime que I’on fera du 10 km/h en
montée, du 15 km/h en terrain plat et du 18 km/h en descente. La longueur de la promenade est de
33 kilometres (soit 66 kilomeétres aller-retour). On met 2 heures et 32 minutes & aller et 2 heures et 16

minutes au retour. Combien de kilométres de montée, de terrain plat et de descente la route comprend-
elle?

Exercice 5
1. Le vecteur @ = (1,2) est-il combinaison linéaire de % = (1,-2) et dy = (2,3) 7
2. Le vecteur 4 = (2,5, 3) est-il combinaison linéaire de i, = (1,3,2) et 1y = (1,-1,4)?

3. Le vecteur 4 = (3,1,m) est-il combinaison linéaire de 4y = (1,3,2) et do = (1,-1,4) 7

Exercice 6

On consideére les vecteurs @; = (1,1,0), 42 = (4,1,4) et 43 = (2,-1,4).
1. La famille (@1, 4s2) est-elle libre ?
2. Méme question pour les familles (i1,43) et (2, d3).

3. La famille (@1, 2, ts) est-elle libre ?

Exercice 7

On consideére les vecteurs @ = (1,-1,1), 42 = (2,-2,2) et 143 = (2,-1,2).
1. Existe-t-il un vecteur @ tel que (d1,1s2,0) soit libre ? Si oui, en donner un.

2. Existe-t-il un vecteur ¥ tel que (11, 3,v) soit libre? Si oui, en donner un.



Exercice 8

Déterminer si les familles suivantes sont libres et/ou génératrices de R™.
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Corrigé de la planche n° 12: Systémes linéaires

Exercice 1

A est déja échelonnée. Son rang est 3.
Pour B, lalgorithme du pivot de gauss requiert de faire des disjonctions de cas.
Aprés calcul, on obtient :
e Sia=b=0,le rang est 0;
e Sia=0et b+0, le rang est 3;
e Sia#0etb#—a,lerang est 3.
e Siaz0etb=-a,lerangest 2
Le rang de C' est 1.
Le rang de D est 2.
Le rang de E est 3.
Le rang de F est 3.
Le rang de G est 2.
Le rang de H est 2.
Le rang de I est 4.
Le rang de J est 4.
Le rang de K est 5.
Le rang de L est 4.
Le rang de M est 4.
Le rang de NN est 5.
Le rang de O est 5.
Le rang de P est 3.
Pour le rang de @, il faut faire une disjonction de cas :
e Si deux des coefficients sont égaux, le rang de @ est 2;
e Si les trois coefficients sont égaux, le rang de @ est 1;
e Dans tous les autres cas, le rang de @) est 3.
Pour le rang de R, il faut également faire une disjonction de cas :
e SiA=1,lerangest 1;
e Si \=-2 lerangest 2;
e Dans tous les autres cas, le rang est 3.

Exercice 2

1l est parfois intéressant de modifier ’ordre des inconnues ou des lignes pour
@ faciliter la mise en ceuvre du pivot. En revanche, on ne peut pas, dans la
formulation matricielle échanger deux colonnes car on « perd » alors le nom des
inconnues.

La résolution de (A) donne :

ISEI S ]
1l
O = O

Les solutions sont donc :



Voici les étapes du pivot :

(B) est équivalent & :

La résolution de (B) donne :

Les solutions sont donc :

Voici les étapes du pivot :

La résolution de (C) donne :

Les solutions sont donc :

Voici les étapes du pivot :

(D) est équivalent & :

La résolution de (D) donne :

Les solutions sont donc :

|

L2<—L2+(—1)XL1
L3<—L3+(—1)XL1
L3<—L3+(2)XL2
Ly« (5) x Ls

L1<—L1+(—1)XL3
L2<—L2+(—2)XL3
L1<—L1+(—1)XL2

r  +2y +3z =2
20 +3y -z =-1
3z +4y -5z =-4

x—11z=-8
y+7z=>5

-8 11
5 |+z]|-7]; avec z€eR
0 1

LQ <—L2+(—2) XL1
L3 <—L3+(—3) XL1
L2 <« (—1) XL2
L3<—L3+(2)><L2
L1 <—L1 +(—2) XL2

r+2y—-z=-1
t=1
0=2

0]

L2<—L2+(2)XL1
L3<—L3+(—3)><L1
Ly — (1) x Lo

L3<—L3+(7)><L2
L1<—L1+(—3)XL2

y +2x =5
2y 43z =2
3y +4x =
y=-11
=8
0=3
1%}



Voici les étapes du pivot :
L2 <« LQ + (—2) X L1
L3 «— L3 + (—3) X L1
L2 <« (—1) X L2
L3<—L3+(2)XL2
L1 «— L1 + (—2) X L2

(E) est équivalent & :
t +y =0
z 2y +3xz =3
6z +4y +4x =6
a8 +z +2y +x =2

La résolution de (E) donne :

8 < w

oo

[ e e
=

Les solutions sont donc :
1

~1/4
1/2
1/4

Voici les étapes du pivot :
L4 <« L4 + (—4) X L1
L3 <« L3 + (—6) X L2
L4 <—L4+(—1) ><L2
Ly — (-1 x Ly
L4<—L4+(4)><L3
Ly (1)« L
Lg <« L2 + (—3) X L4
L3<—L3+(—£)XL4
L1 <—L1+(—1) ><L3
LQ <~ LQ + (—2) X L3

(F) est équivalent a :

Y +3z =2
-2y +t +2r +z =-1
Y +% t +% r -3z =2
La résolution de (F') donne :
y+3z=2
t+45z=9
r—-192=-3
Les solutions sont donc :
-3 19
2 +z| 7 |; avec z€R
0 10
9 —45

Voici les étapes du pivot :
L2<—L2+(2)><L1
L3 <—L3+ (—1) ><L1
L3 <—L3+ (—%) ><L2
Ly« (2) x L3
L2 <~ Lg + (—2) X L3



(G) est équivalent a :
z +3t +x +3y +4u =2
t +3r +2y +4u =2

-r +y -u =5
La résolution de (G) donne :
z-1ly=-44
t+dy+u=17

r-—y+u=->

Les solutions sont donc :

-5 1 -1

0 1 0
44 +yl11|+u] 0 |; avec (y; u) € R
17 -5 -1

0 0 1

Voici les étapes du pivot :
L3 «—(-1)x L3
L1 <« L1 + (—1) X L3
L2 «— L2 + (—3) X L3
L1 «— L1 + (—3) X L2
(H) est équivalent a :
u =2t +3x +d5y +6z =
3u -6t +9x +15y +18z =3
u -t +2x +y =5
La résolution de (H) donne :
u+r-3y—-62=9
t-r-4y—-62=4
0=0

Les solutions sont donc :

0 0
1 0
+y|0|+z|1]; avec (z; y; 2) eR®
4 6
3 6

O = O O O
+
8

Voici les étapes du pivot :
L2 «— L2 + (—3) ><L1
L3 <« L3+ (—1) XL1
L3 «— La
L1<—L1+(2)><L2

Exercice 3

On utilise la notation des matrices augmentées pour résoudre les systémes.



I~ 5 2 -2 a
4 1 -1 b
3 1 -1| -1
~l -1 0 0 |a+2
1 0 0 |b+1
3 1 -1 -1
~] -1 0 O a+2
0 0 |a+b+3
0 1 -1| 3a+5
~] -1 0 O a+2
0 0 O |a+b+3

Il faut faire une disjonction de cas :
e Sia+b+3+0,il n’y a pas de solutions.
e Dans le cas contraire, c’est a dire a + b = —3. Dans ce cas les solutions sont les vecteurs de R? tels

que
T -a—2 0
yl=13a+5|+2]|1
z 0 1

Pour résoudre le systéme J, on utilise 'égalité b" —a™ = (b—a) (6"~ +b"2a+ - +a"").

ISE
[

w
(S
O = O

SO
w

1 1

b-a -a
(b-a)(b+a) 1-a?
(b-a)(b®>+ab+a®) | -a®

OO OH+H OO0 OO~ Q2
>

1 1
-a -a
h 0 1-a?+a(b+a)
0 | —a®+a(a®+ba+b?)
1 1
b-a -a
" 0 | 1l+ab
0 | ab(a+bd)

Ici encore, il faut faire une disjonction de cas.
e Sil+ab=0et ab(a+b) =0, ce qui s’écrit ab= -1 et a = -b alors le systéme devient :

1 11
0 2b|0
0 010
0 010

Or b#0 (car ab=-1). On a donc une unique solution dans R? :

(7

e Dans le cas contraire, il n’y a pas de solutions.



Exercice 3

On note x, y et z les distances de cote, descente et plat & 1’aller.
Le temps & l'aller vaut :

10 15 18 60
Le temps au retour vaut :

T Y z 16

—+—+—=2+—

18 15 10 60

La longueur totale vaut :
rT+y+z2=33

En résolvant le systéme formé par ces trois équations, on obtient

A Taller, la montée est de 12 km, la descente est de 6 km et le plat est de 15 km.

Exercice 4
1. On cherche A\ et Ao tels que
)\1’&1 + )\gﬁg =1
En posant le systéme correspondant aux coordonnées, on obtient des solutions donc la réponse est
oui.
2. Méme démarche, on obtient un systéme incompatible donc la réponse est non.

3. Méme démarche, on obtient un systéme compatible lorsque m # 10. Dans ce cas, la réponse est oui.
Et lorsque m = 10 la réponse est non.

Exercice 7

On considére les vecteurs 4y = (1,-1,1), ig = (2,-2,2) et 43 = (2,-1,2).
1. Ces deux vecteurs sont colinéaires donc il est impossible d’obtenir une famille libre contenant ces
deux vecteurs.
1
2. Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires. Il suffit donc de trouver un vecteur ¥ qui convient. | 0

0
fait Iaffaire!

En effet, le produit mixte de ces trois vecteurs donne -1 # 0.

Exercice 8

Déterminer si les familles suivantes sont libres et/ou génératrices de R™.
1. 41 =(1,1), dg = (-1,1), i3 = (-1,-1);
Uy = (1,1), 2 = (-1,1);
a1 =(1,1);
a1 =(0,1,1), 42 = (1,0,1), ug = (1,1,0) ;
a1 =(0,1,1), 42 = (1,0,1);
a1 =(0,1,1), 42 = (1,0,1), 43 = (1,1,0), 44 = (1,2,3), 15 = (-1,1,-1) ;
a1 =(0,1,1), 42 = (1,0,1), 43 = (0,0,0);
a1 =(1,1,1,1), 42 = (1,0,1,0), 43 = (0,-1,0,1), 44 = (1,0,1,1);
a1 =(1,0,...,0), 42 = (0,1,0,...,0), ..., Uy = (0,...,0,1).

© ® N ok W



Planche n° 13: Nombres réels

Exercice 1

Soient deux nombres entiers naturels a et b avec b > a > 0.

1. Soit d € N* un autre entier. Montrer que
« d est un diviseur de a et b si et seulement si d divise a et r, avec r est le reste de la division
euclidienne de b par a. »
2. On rappelle que b%a renvoie le reste de la division euclidienne de a par b.
En exploitant ce qui précéde, montrer que l'algorithme suivant en Python renvoie le plus grand
diviseur commun de a et b.
def pgcd(a,b):
r=b%a
while r>0:
r=b%a
b=a
a=r
return a

Exercice 2

Déterminer, si elles existent, les bornes des ensembles suivants et préciser s’il s’agit d’'un maximum /minimum.

1. {l‘neh\l*};
¢ ).
s e
J

4. {—|xeﬂ?i

ot

{J:G[R|a:2—x—2<0};
{reR|a?-2-2<0et 2>0};
{a+bn|neN*}ou (a,b) e R?;
{a+(-1)"b|neN*} ot (a,b) e R?;

{0};

® N o

©

b
{a+— |neIN*} ot (a,b) e R2.
n

Exercice 3
Soient A et B deux parties non vides de R telles que A ¢ B. On suppose que B est bornée. Montrer que
A est bornée et comparer les bornes supérieures et inférieures de A et de B.
Exercice 4
Soient A et B deux parties non vides et majorées de R et A € R. On définit les ensembles suivants :
~A={-z|zeA}, A+B={z+y|(z,y) e AxB}, A+ A={z+X|zeA}, M={)z|xecA}.
1. Montrer que AU B est majoré et que 'on a sup(A u B) = max{sup(A),sup(B)}.

o

Montrer que An B est majoré et que I'on a sup(An B) < min{sup(A),sup(B)}. Donner un exemple
ol l'inégalité est stricte.

Montrer que —A est minoré et que l’on a inf(-A) = —sup(A4).

Montrer que A + A est majoré et que 'on a sup(A + ) =sup(4) + \.

Montrer que A + B est majoré et que 'on a sup(A + B) =sup(A) +sup(B).

S o

Si A > 0, montrer que AA est majoré et que 'on a sup(AA) = Asup(A). Que peut-on dire si A <0
ouA=07?

Etablir des propriétés analogues lorsque ’on suppose que A et B sont deux parties de R non vides et
minorées.



Exercice 5

Soient A et B deux parties non vides de R telles que : Vz € A, Vy € B,z < y. Montrer que A est majorée,
que B est minorée et que l'on a sup A < inf B. Peut-on avoir égalité?

Exercice 6

Soient A une partie non vide et majorée de R telle que sup A > 0. Montrer qu’il existe un élément de A
strictement positif.

Exercice 7

Soient x et y deux réels. Montrer les assertions suivantes.
1. x <y = |z| < |y]. La réciproque est-elle vraie ?

2. |z|+ |yl < |z +y]

<
3. Pour tout n € N*, ln—xJJ =|z].

Exercice 8

Soit  un nombre réel.
Soit ’ensemble P ={neZ/n < x}.

Montrer que P admet un maximum. A quoi correspond ce maximum 7

Exercice 9

Dans les cas suivants, calculer si possible la valeur de wu1g.

a) (uy) est arithmétique de premier terme up =1 €) (uy,) est géométrique et u; = -2 et ug = —1;
et de ralso? 2 ) . f) (up) est géométrique et uy =0;

b) (uy) est arithmétique de raison 2 et us =5;

¢) (uy) est arithmétique et uy =5 et ur=1; 8) (un) est geometrique et uy = ~1 et ug =2;

d) (un) est géométrique et ug = 2 et uyg = 4; h) (u,) est géométrique et u; = -2 et ug = —4.

Exercice 10

Préciser si possible et démontrer le sens de variation de ces suites. Indiquer aussi si elles sont périodiques,
stationnaires, majorées, minorées.

1 =1
VneN,a, =n®-3 Vnéh\l*,bn:nln(1+—) 4o
n Un+1 = /Un + 1 (Vn)
4 nv2 =1
VnED\I,rn:{3+ J Vneh\l*,sn:[ | vo
n+1 n Unt1 = =20, +4(Vn)

Exercice 11
10"z
10 -

Soit z un nombre réel positif. Pour tout nombre entier n, on pose a,, =

1. Ecrire les valeurs de ag, a1, as dans le cas de x = V2.

1
2. Montrer, pour tout n, que x > a,, et que W > Ape1 — Ayp 2 0.

3. Que représente la suite des a, ?



Corrigé de la planche n°13: Nombres réels

Exercice 1

1. Soit (g; r) le quotient et le reste de la division de b par a. On a :
b=qa+r

Supposons que d divise a et b. Alors il existe deux entiers k et k' tels que a = kd et b =k'd donc :
r=b-qa=kd-qkd= (k" —qgk)d. Ainsi d divise r et a.

Supposons maintenant que d divise 7 et a. Il est existe deux entiers [ et I’ tels que r =ld et a = 1'd.
On a ainsi b=qga+r =ql'd+1d = (ql' +1)d. Ainsi d divise b et a.

2. A chaque étape on a 0 < r < a puis a devient r. La suite des valeurs de 7 est donc strictement,
décroissante, ce qui montre que ’algorithme s’arréte au bout d’un nombre fini d’étapes.

A la derniére étape, on a r = 0, ce qui signifie que a divise b et donc, & cette étape, a est le plus
grand diviseur commun de a et b (on renvoie b car on a mis dans b la valeur de a).

Reste & vérifier que le p.g.c.d. de a et b ne change pas d’une étape a ’autre.

D’aprés la question 1, & chaque étape, les diviseurs communs de a et b sont identiques aux diviseurs
communs de a et 7, ce qui signifie bien, qu’a chaque étape, les diviseurs communs de a et b ne
changent pas. En effet, on affecte & b la valeur de a et & a la valeur de 7.

Et comme & la derniére étape, on renvoie ce p.g.c.d., il correspond aussi au p.g.c.d. des deux
nombres a et b & 'entrée de la fonction.

Exercice 2

1. Le maximum est 1 et la borne inférieure est 0.

Le maximum est 1 et le minimum est 0.

Le maximum est 1 et le minimum est —1.

La borne inférieure est 0.

C’est lintervalle ] — 1; 2[. La borne supérieure est 2 et la borne inférieure est —1.

C’est lintervalle [0; 2[. Le minimum est 0 et la borne supérieure est 2.

No ok wN

Tout dépend du signe de b.

Si b est positif, il y a un minimum qui est a + b.

Si b est négatif, il y a un maximum qui est a + b.

8. Il y a un maximum et un minimum qui sont, selon le signe de b, a + b et a — b.

9. Si b est positif, il y a un maximum qui est a + b et une borne inférieure qui est a.
Si b est négatif, il y a un minimum qui est a + b et une borne supérieure qui est a.

Exercice 3

Pour tout z € A, x € B et donc inf(B) <z < sup(B). On en déduit que A est bornée.

De plus, inf(B) est un minorant de A et ainsi inf(A) > inf(B) car inf(A) est le plus grand des minorants
de A.

De méme, on a sup(A) < sup(B)



Exercice 4

Dans toute la suite notons s et ¢ les bornes supérieures respectives de A et B.

1.

Les roles de A et B peuvent étre échangés sans nuire 4 la généralité du probléme.

On peut donc supposer s > t, c’est a dire max{s; ¢t} = s. On va montrer que s est la borne supérieure
de AuB.

Soitre AuUB.SizeA,onax<setsizeB onax<t<s. Ainsi, s est bien un majorant.
Soit € > 0. Il existe z€ Atel que s—e<z<s. Orxe AuB.
Ainsi s est bien la borne supérieure de A u B.

Soit € AnB. On ax € Adonc z<setaeB doncx <t Ainsi, z < min(s; t). On en déduit
min(s; t) est un majorant de An B et donc sup(A n B) < min{sup(A),sup(B)}.

Cette inégalité n’est pas forcément toujours atteinte. En effet, en considérant A = [0; 2]u[12; 13]
et B=[1; 2]. On a sup(An B) =1 et min{sup(A),sup(B)} = 2.
Pour tout xz € —A, z € A et donc —x < s, ce qui donne z > —s. Ainsi, —s est un minorant de —A.

Et, pour tout € > 0, il existe z € A tel que s—e < x < s, ce qui donne —s < —x < —s+¢e. Or —z € A.
On en déduit que —s est la borne inférieure de —A.

4. Par un procédé similaire, on montre que s+\ est un majorant et que c’est le plus petit des majorants.

5. Ici, la méthode est un peu différente.

Soit x € A+ B. Il existe (a; b) € Ax B tels que z = a+b. On obtient ainsi, par somme, = a+b < s+t.
€ €
Soit € > 0. 1l existe (a; b) € A x B tels que s—§<as$et t—§<bst.

En sommant, on obtient s+t-e<a+b<s+t. Or a+be A+ B, ce qui montre que s+t est le plus
petit des majorants.

Exercice 5

A est majoré par n'importe quel élément de B et B est minoré par n’importe quel élément de A.

En particulier, pour tout € A, x est un minorant de B et ainsi « < inf(B) car inf(B) est le plus grand
des minorants. On en déduit que inf(B) est un majorant de A et donc sup(A) < inf(B) car sup(A4) est
le plus petit des majorants.

Il est possible d’avoir égalité en considérant par exemple A =[0; 1[ et B =]1; 2[.

Exercice 6

11 suffit de considérer € = sup A.

Exercice 7

1.

On va montrer cela par contraposée.

On note n = |z] et p = |y|. On suppose que n > p. Or z € [n; n+1[ et y € [p; p+1[. Ces deux
intervalles sont disjoints et tous les éléments de [n; n + 1[ sont strictement supérieurs a ceux de
[p; p+1[, ce qui permet de conclure.

On utilise les mémes notations. On sait que x € [n; n+1[ et y € [p; p+1[ donc x+y € [n+p; n+p+2[.
On réalise alors une disjonction de cas.

Sizx+ye[n+p; n+p+1[ alors |z +y| =n+p et on vérifie bien que la série d’inégalités est vraie.
Siz+ye[n+p+1; n+p+2[ alors [z +y|=n+p+1 et on vérifie bien que la série d’inégalités est

vraie.
< nx donc —— < x. Par suite, | =—— [ est un entier inférieur ou égal & z.
n n

On sait que |nz|
. [nz] : . o s
Ainsi |z| > | =—— | car la partie entiére de z est le plus grand entier inférieur ou égal a x.
n



Mais on a aussi, |z| < = qui entraine n |z ] < nz. On obtient donc |nz| > n|x| car n|x] est un entier

L]

inférieur ou égal & nz. De cette derniére inégalité, on déduit —— > |z|. Sachant que |z] est un

entier inférieur ou égal a [mrj, on en déduit [MJ >z
n n

Sachant que |z] > l

)], L

J > |z|, on obtient bien I’égalité attendue.
n n

Exercice 10

Pour (a,) :

Le comportement de (a,) se déduit trivialement de la fonction f: 2 ~— 22 — 3 sur Rf. Cette suite est
strictement croissante, donc minorée par son premier terme, et elle n’est pas majorée.

Pour (b,) :

Le comportement de (b,,) se déduit de I'étude de la fonction g: 2 — zIn (1 + 1) sur R}.

g est définie et dérivable sur RY comme produit et composée de fonctions définies et dérivables sur cet
ensemble. En effet, pour tout x >0 'argument du logarithme 1 + % est strictement positif.

En particulier, pour tout z >0 :

1 -4 1 1
! :1 (1 _) x :1 (1 _)_
g (z)=In +x +x 1+% n +x Tia

Le signe de cette expression n’est pas évident. Or ¢’ est encore dérivable sur R} et on a, pour tout z > 0 :

1

- 1 -1 1
” 2
= + = +
9'(@) 1+ " @r )2 a(@+1)  (ze1)?
C—(z+ 1)+ -1

- 0
z(x+1)2 z(zx+1)? <

Ainsi, ¢’ est strictement décroissante. Or, lim +oog’ = 0 par somme de limites. On en déduit que g’ est
strictement positive donc g est strictement croissante. Ainsi la suite (b,,) est strictement croissante, donc
minorée par by = In(2). Pour montrer que (b,) est majorée, on va calculer la limite de g en +oc0. Posons
pour ce faire, pour tout z > 0, X = % On cherche ainsi lim+ % On reconnait le taux d’accroissement

-0

de X — In(1+ X) entre 0 et X. La limite recherchée est donc ﬁ =1.

Finalement, limg = 1, ce qui prouve que (b, ) est majorée par 1.
+oo

Pour (uy,) :
(un) est définie par récurrence, ce qui implique que ’on doit raisonner par récurrence. En calculant les
premiers termes de (u,) on en vient & chercher & prouver ’hypothése de récurrence suivante :

VneN, H,: 0 < Up < Upsp <10

Ce qui permettra de montrer que (u,) est bien définie, est strictement croissante (donc minorée par
ug = 1) et est majorée par 10.
Hy s’écrit 0 < ug < uq < 10 et est vraie.

Supposons (H,,) vraie pour un certain n. On a donc 0 < uy, < t,41 < 10. Ainsi :
NOES [Un < \/Un+1 < V10 car la fonction racine est strictement croissante sur R™.
On en déduit 1 < \/up +1 < /up1+1<v10+1. Or0<1et 10+ 1< 10, cela donne :

0 < Ups1 < Upeo <10

Ainsi, ’hypothése (H,,) est initialisée et héréditaire donc vraie pour tout n.



Planche n° 14: Espaces vectoriels

Exercice 1

(z,y) + (@', y") = (x+2',y+y')
A-(z,y) = (Mz,0) '

Le triplet (R?, +,-) est-il un R-espace vectoriel ?

On définit sur R? les opérations + et - par {

Exercice 2

On définit sur E = RY x R une addition + par (a1,b1) + (az2,b2) = (araz,b; +bs2) et une multiplication par
un scalaire - de R sur E par - (a,b) = (a*, \b). Le triplet (E,+,-) est-il un R-espace vectoriel ?

Exercice 3

Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R? (muni de sa structure usuelle de R-espace
vectoriel) ?

Ey={(z,y,2) eR® | 22 + 3y + 42 =0} Ey={(z,y,2) eR® | z+2y—2+1=0}
Es={(z,y,2)eR® |z +2y—2=0et 22+y—-32=0} Ey={(z,y,2) eR® | x =2y =42}

Exercice 4

En utilisant éventuellement les notions de géométrie décrire :
a) tous les sous-espaces vectoriels de R?, en tant que R-espace vectoriel ;

b) tous les sous-espaces vectoriels de R3, en tant que R-espace vectoriel.

Exercice 5

Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de ’espace vectoriel des applications de R dans
R?

L’ensemble des fonctions croissantes sur R.

L’ensemble des fonctions monotones sur R.

L’ensemble des fonctions T-périodiques (T € R} fixé).

L’ensemble des fonctions dérivables sur R.

oL =

L’ensemble des fonctions solutions de 1’équation différentielle y’ + a(t)y = 0 ot a est une fonction
définie sur R (fixée).

6. L’ensemble des fonctions solutions de ’équation différentielle y’ + a(t)y = b(t) ou a et b sont des
fonctions définies sur R (fixées).

Exercice 6

Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels 7

L {(z,y) eR? | z=y}; 6. ensemble des suites géométriques;

2. {(2,22,32) e R3 | x e R} ; 7. Pensemble des solutions d’un systéme linéaire
3. {(m,y) e R? | 22 + 9% =1} homogéne;;

4. {feCHR,R) | £(0)+ f(1)=f'(0)}; 8. l'ensemble des solutions d’un systéme li-
5. ’ensemble des suites arithmétiques ; néaire.



Exercice 7

Soient F' et GG deux sous-espaces vectoriel d’un espace vectoriel E. Montrer que F UG est un sous-espace
vectoriel de F si et seulement si Fc G ou G c F.

Exercice 8

Soient F'; G, et H trois sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E tels que :
F+H=G+H, FnH=GnH e Fc@.

Montrer qu’alors on a F' = G.

Exercice 9

Soient E un K-espace vectoriel et A, B,C et D des sous-espaces vectoriels de E. Montrer les assertions
suivantes :

1. AnB=A+B<A=B
2. (AnB)+(AnC)cAn(B+C)
3. BcA=(AnB)+(AnC)=An(B+C)

Exercice 10

1. Le vecteur (3,3,1) de R?® est-il combinaison linéaire des vecteurs (1,2,0) et (2,1,0)?

2. La fonction x — cos(2z) est-elle combinaison linéaire des fonctions x — sinz et z — cosx ?

Exercice 11
Dans R?, soient a = (-1,2,1) et b= (0,1,-1).

1. Déterminer un vecteur z € R® n’appartenant pas a Vec (a,b).
2. Soient u = (1,0,-3) et v =(-2,5,1). Montrer que ’on a Vec (a,b) = Vec (u,v).

Exercice 12

Soit m € N, n > 2. On note F' le sous-espace vectoriel de R™ engendré par le vecteur (1,1,...,1), et
G= {(xl,xg,...,xn) eR™ | Y@= 0}.
1. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R™.

2. Montrer que les sous-espace vectoriels F' et G sont supplémentaires dans R”.

Exercice 13

Montrer que l’ensemble F' des fonctions paires définies sur R et I’ensemble G des fonctions impaires
définies sur R sont des sous-espace vectoriels supplémentaires de F(R, R).

Exercice 14

Soient u; = (2,3,-1), ug = (1,-1,-2), v1 = (3,7,0) et vy = (5,0,-7) quatre vecteurs de R3. Montrer que
Pon a Vec (u1,us) = Vec (vy,vs).

Exercice 15

Montrer que les fonctions cos, sin, exp sont linéairement indépendantes (sur R).

Exercice 16

Montrer que les suites (1),en, (7?)nen et (2™)nen sont linéairement indépendantes (sur K).



Exercice 17
Sauf indication contraire, le corps considéré est R. n désigne un entier naturel non nul.

Dans les cas suivants, déterminer si I'application proposée est linéaire. Si c’est le cas, déterminer son
noyau et son image.

a) i)

Pa * C - R ©; R - [R2
z o R(z) x
N 2y
b) y y—22
wr: C - R z

z — arg(z)

c) .
pe: C - C Pj R® - R
— X1
z = Z
X2
d) B I
wg: C - C Zn,
z = |
e) k)
we: R - C ok {Fonctions} - R
r = el f = f(2
f) )
o CZ - §z+1 ¢ {Fonctions} — {suites}
—
[ (F(0) e
g)
Pg * R* - R m)
x
y| = 2z+3y+z+1 ¢om: {Fonctions dérivables} — R?
i £(0)
Rt
h) f'(0)
on: RP - R
T n)
y| = 2w+3y+z ©n: {suites} - R
i (un) = o

Exercice 18

Soit E un K-espace vectoriel. p et s désignent des endomorphismes de E tels que :
sos=id pop=p

1. On s’intéresse a s.
(a) Montrer que F = Ker(s —id) et G = Ker(s +1id) sont supplémentaires dans E.
(b) Montrer que les restrictions de s & F' et G sont des endomorphismes de F' et G dont on
déterminera l'expression simplifiée.
2. On s’intéresse a p.
(a) Montrer que K = Ker(p) et L = Ker(p—id) sont supplémentaires dans E.

(b) Montrer que les restrictions de p & K et L sont des endomorphismes de K et L dont on
déterminera I'expression simplifiée.

(¢) Montrer que L =Im(p).



Exercice 19

Principe de superposition :

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels et v € L(E; F') un morphisme.
Soit b € F' fixé. On s’intéresse aux solutions de :

w(@) =b (P

1. A quelle condition sur b ce probléme posséde-t-il au moins une solution ?

2. (a) On suppose que Zp est une solution. Montrer que, pour tout 7 € E :
T est solution <= T — T € Ker(u)

(b) En déduire que u est injective si et seulement si Keru = {() E}

3. On suppose de plus que : S
e il existe (bl; bg) € F? tels que b=by + by ;
e les équations u (&) = by et u () = by posseédent deux solutions Z; et Zo.
Déterminer une solution du probléme initial (P).



