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�������� ��� ������ �������� ��������� ���� �� ��������

�������� �

������� �� �������� �� ������ �� ��� ������������

�� ��� ������� ���������� ��� ���������� �� ������ �� Δ ���� �������� ����
������ ����� ������� �� ����� ������ �� ����� ���� ����� ��� ������������ ��

��������� �� �� ����� � ���� ������� ���� � �� ��������

�� −(x − 1)(x + 2)
�� −2x + 3
�� −2(x + 5)2 + 3x + 15
�� (x + 2)2 − 5

��

x4 − x2

��

x3 − 3x
��

1 + 2

x − 4 − 2

x + 4

��

1 − 9(x − 2)2
��

1(x − 2) − 1(x − 2)3
�������� �

�������� ��� ��������� �� ������������

�� 2x + 4 = x + 2
�� −(x + 1) ≥ 2x + 3
�� x3 ≥ x
��

1

x
< x

�� (x + 4) ≥ (x + 4)2
��

3(x − 1)2 ≥ 0
��

3(x − 1)2 ≥ 1

��
5x(x − 3)(x + 2) ≥ 4

3 − x
��

x2

x + 4 ≥ x
�������� �

�������� ��� ����������

�� 3ex + 2 = 5
�� ex + 2 = 1
�� (ex)2 + 2 = 4
�� e2x + ex = −1

�� e2x = 2ex
�� ex ln(2) = 1
�� e2 ln(x) = 4
�� ln(3x + 2) = 0

�� ln(x) − ln(4x) = 5
�� ln(x) − ln(x4) = 5
�� ln(x) − ln(x4) + ln(3) = 0
�� ecos(x) = 1

�������� �

���� �� �������� �
g ∶ R − {−1} → R

x ↦
2x
x+1

�� ���� Cg �� ������ �������������� �� D �� ������ ���������� y = 4x
�� ����������� ��� ��������� � Cg ���������� � D � �� ���� ������� �

�� ����������� ��� ��������� � Cg ��� ������� ��� ��������� �� ������ � �� ���� ������� �

�
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������� ��� �������� �� ������ ��� ����������� ����������

��
6

x + 1 − 5x

x2 + 1
��

1 + 21

4(x − 5) + 1

4(x + 1)

��

1 + 1

6(x − 1) − 7

3(x + 3)
��

1 + 154

75(x − 3) − 44

75(x + 2)

��

3x − 3 − 15

2(x − 3) − 15

2(x + 1)

�������� �

�������� ���� R ��� ��������� ���������� �

�� x2 + 1 = 2x
�� x2 − x =√2(x + 1)
�� (x + 1)(x2 + 2x − 3) = 0
�� x3 = x

�� x4 = 2x2

�� x4 = 1
�� x4 + 1 = 0
��

1

x
= 2x + 1

��
x − 2
x + 2 − x + 2

x − 2 = 18

x2 − 4
�� (x − 1

x + 1)
2 − (x + 2

x − 2)
2 = 0

�������� �

�������� ���� R ��� ��������� ���������� �

�� x3 − 39x + 70 = 0
�� x3 + 6 = 3x + 2x2

�� x3 − 2x = x2 − 2
�� x3 + 2x2 − x = 2
�� x3 − x2 + x − 1 = 0
�� x4 − 4x2 + 3 = 0

�� (x3 − x)2 − x2 = 0
�� x2 = 2

x + 1
�������� �

�������� ��� ����������� ��������� �

�� 6x + 5 < −4x + 3
�� 3x + 2 ≥ 5x − 1
�� x2 < 4x
�� (x + 5)(x − 2) ≤ 0
�� x(x + 2) ≤ 2x + 6
�� x3 < x

�� x4 ≥ x2

�� (x2+x+1)2−4(x2−x+1)2 > 0
�� x4 + 2x2 − 3 < 0
��

4

x − 1 − 3

x + 2 > 0
��

x

2 − x < 1

��
4 − x
7 + x ≤ −1

��
2x + 1
x + 1 ≥ x

��
x − 2
2x − 2 < x − 1

x − 5
��

x + 3
x − 3 − x − 3

x + 3 ≤ 36

x2 − 9
�������� �

���������� ���������� �� ���������� ���� �������� �� ������� ��� ��������� ����������

f1 ∶ x↦ x2 + 1
x − 1 f2 ∶ x↦ ln(x2 − 1) f3 ∶ x↦ cos(2x) − sin(3x)

f4 ∶ x↦ exp(x2 − 1) f5 ∶ x↦ cos5(x)
lnx

�



�������� ��

�� �� ����� ���� �� ���� ��������� ���� ��� ��� ��������� �������� ���������� ��� ������ ���� ������ z

������ ���������� �� �� ������� ������������ �� ������ ������� �� ��������

��� ∣z + i∣ = 1
��� ∣z∣ = ∣z − 1∣

��� { arg (z + 1
2
) = −π

2∣z∣ = 1

��� ∣z∣ = ∣z − 1∣ = 1
�������� ��

�� ��������
π

3
− π

4
� �� ������� �� ������ �� cos( π

12
) �� sin( π

12
)�

�� �� ���������� ��� 2 × π

8
= π

4
� �������� �� ������ �� cos(π

8
) �� sin(π

8
)�

�������� ��

�������� ���� R ��� ��������� �� ����������� ��������� �

�� sin(2x) = sin(x)
�� cos(x) ≤ −√3

2

�� cos(x) = sin(3x)
�� sin(x) = − cos(x)
�� tan(3x−π/5) = tan(x+ 4π/5)
�� sin(2x)(√3 + 2 sin(2x)) = 0

�� cos2(x) − 3
2
cos(x) + 1

2
= 0

�� cos(2x) + cos(x) = 0
�� cos(2x) − 3 cos(x) + 2 = 0
�� cos(2x) − sin(x) = 1
�� 1 +√3 sin(2x) − cos(4x) = 0
��
√
3 tan(x) + 4 sin2(x) = 0

�� sin(2x) + sin(6x) = sin(4x)
�� 6 cos(2x) − 1 = 6 tan2(x)
�� cos(x) > cos(x − π

6
)

��
√
3 − 4 cos2(x) > 1 + 3 sin(x)

�������� ��

�������� ���� R ��� ��������� ���������� �� ��������� ���� m �

�� (m − 1)x + 1 = 0
�� 2mx − 3 = x + 5m
�� x2 +mx − 2m2 = 0

�� x4 + 2mx2 + 1 = 0
��

2x + 1
x + 3 =m

��
x − 2m
mx + 5 =m − 1

�������� ��

���������� ����� ��� ������� �� ���� m �� ����� ��� �������� �������� �

A = 2x2 −mx −m2 B =mx2 + 2(2m + 1)x + 1
�������� ��

�������� ��� ����������� A �� B ��������� �

��

A = 1√
2 + 1 B =√2 − 1

��

A =√7 + 3 B =√3 + 4
��

A =√2 +√3 B = 2

�



�������� ��

�������� ���� R ��� ��������� �� ����������� ��������� �

��
√
x + 1 =√2x − 3

��
√
x2 − 3x − 3 = x + 2

��
√
1 − 2x = x + 1

��
√
x + 1 <√3 − 2x

��
√
x2 + 5x + 3 < x + 2

�� 2 − x <√x + 1
�������� ��

�� �������� ��� �� ������ ������� ���� ���� x ��� ������ ��� ∣x∣ = { x �� x ≥ 0,−x �� x < 0. �������� ��� ���������

�� ����������� ����������

��� ∣x∣ = 3;
��� ∣x∣ = −2;
��� ∣x∣ ≤ 3;
��� ∣x∣ ≥ 3;
��� ∣x∣ ≥ −2;
��� ∣x∣ − 2 ≤ 4;

��� ∣x − 2∣ ≤ 4;
��� ∣x − 2∣ ≤ −4;
��� ∣x2 − 4∣ = 2;
��� ∣x2 − 8x + 11∣ = 4;
��� ∣x2 − 8x + 11∣ < 4;
��� ∣x + 1∣ = ∣2x − 3∣;

��� ∣1 − 2x∣ = x + 1;
��� ∣x2 − 3x − 3∣ = x + 2 �

��� ∣x2 + 5x + 3∣ < x + 2 �

��� 2 − x < ∣x + 1∣ �
��� ∣x∣ + ∣x + 1∣ = 2 �

��� ∣x − 7∣ + ∣x − 2∣ ≤ 3�

�
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�������� �

�� ����� ����������� ��� ������ ����������� �� �� ������� �� �������

��

x

−1
(x − 1)
(x + 2)

−(x − 1)(x + 2)

−∞ −2 1 +∞
− − −
− − 0 +
− 0 + +
− 0 + 0 −

��

x

−2
(x − 3

2
)

−2 (x − 3
2
)

−∞ 3
2

+∞
− −
− 0 +
+ 0 −

��

x

−2
(x + 5)
(x + 7

2
)

−2(x + 5) (x + 7
2
)

−∞ −5 − 7
2

+∞
− − −
− 0 + +
− − 0 +
− 0 + 0 −

��

�



x

(x + 2 +√5)
(x + 2 −√5)

(x + 2 −√5)(x + 2 +√5)

−∞ −2 −√5 −2 +√5 +∞
− 0 + +
− − 0 +
+ 0 − 0 +

��

x

x2

(x − 1)
(x + 1)

x2(x − 1)(x + 1)

−∞ −1 0 1 +∞
+ + 0 + +
− − − 0 +
− 0 + + +
+ 0 − 0 − 0 +

��

x

x

(x −√3)
(x +√3)

x (x −√3)(x +√3)

−∞ −√3 0
√
3 +∞

− − 0 + +
− − − 0 +
− 0 + + +
− 0 + 0 − 0 +

��

x

x2

(x − 4)(x + 4)
x2

(x − 4)(x + 4)

−∞ −4 0 4 +∞
+ + 0 + +
+ 0 − − 0 +
+ − 0 − +

��

�



x

(x − 5)(x + 1)
(x − 2)2

(x − 5)(x + 1)(x − 2)2

−∞ −1 2 5 +∞
+ 0 − − 0 +
+ + 0 + +
+ 0 − − 0 +

�� ���� ����� �� ������� �� ������� �� �������� ��� (x − 2)3 ��� �� ���� ����� ��� (x − 2)� �� �������
��������� (x − 2)n ��� �� ����� �� (x − 2) ����� n ��� �� ������ ������ �������

x

(x − 3)(x − 1)
(x − 2)3

(x − 3)(x − 1)(x − 2)3

−∞ 1 2 3 +∞
+ 0 − − 0 +
− − 0 + +
− 0 + − 0 +

�������� �

�� �� ������� �������� �������� x = 2�

�� �� ������� ������������ x ∈ ]−∞; −4
3
]�

�� �� ������� ������� ������������� x ∈ [−1; 0] ∪ [1; +∞[�
�� �� ������� ������� ������������� x ∈] − 1; 0[∪]1; +∞[�
�� �� ������� ������� ������������� x ∈] −∞; −4] ∪ [−3; +∞[�
�� �� ������� ������� ������������� x ∈] −∞; 1[∪]1; +∞[� �� ��� ������� ����� x ∈ R/{1}�
�� �� ������� ������� ������������� x ∈ [1 −√3; 1[ ∪ ]1; 1 +√3]�
�� �� ������� x ∈ ]−2; −8

9
]∪]3; +∞[�

�� �� ������� x ∈] − 4; 0]�
�������� �

�� ���� ���� x� 3ex + 2 = 5 ⇐⇒ ex = 1� �� ������� �������� �������� x = 0�

�� ���� ���� x� ex + 2 = 1 ⇐⇒ ex = −1� �� ��� � ��� �� ���������

�� ���� ���� x� (ex)2 + 2 = 4 ⇐⇒ e2x = 2 ⇐⇒ 2x = ln(2)� �� ������� �������� �������� x = ln(2)
2

�

�� ���� ���� x� e2x + ex = −1 ��� ���������� ��� ������������� �� ����� ��� ��� ������� �����������
���������� �� ��� � ��� �� ���������

�� ���� ���� x� e2x = 2ex ⇐⇒ ex (ex − 2) = 0� �� ������������� �� �������� ���� �� � ���� ��� ������
�������� x = ln(2)�

�� �� ������� �������� �������� x = 0�

�� �� � ���� ���� x� e2 ln(x) = 4 ⇐⇒ 2 ln(x) = ln (22) ⇐⇒ x = 2�

�� ������������ ��� ������ ���� ���� 3x + 2 > 0� �� �������� ���� ���� x > −2
3

�
�� � ln(3x + 2) = 0 ⇐⇒ 3x + 2 = 1 ⇐⇒ x = −1

3
�

�



�� ���� ���� x > 0� �� � ln(x) − ln(4x) = 5 ⇐⇒ ln ( x
4x
) = 5 ⇐⇒ − ln(4) = 5� �� ��� ��� ����� �� ��� �

���� ��� �� ����������

�� ���� ���� x > 0� ln(x) − ln(x4) = 5 ⇐⇒ ln(x) − 4 ln(x) = 5 ⇐⇒ ln(x) = −5
3

�

�������� �������� ��� ���� x = e−5/3�

�� ���� ���� x > 0� ln(x) − ln(x4) + ln(3) = 0 ⇐⇒ −3 ln(x) = − ln(3)�
�������� �������� ��� ���� x = eln(3)/3 = 3

√
3�

�� ���� ���� x� ecos(x) = 1 ⇐⇒ cos(x) = 0 ⇐⇒ x ∈ {π
2
+ kπ ���� k ∈ Z}�

�������� �

�� �� �������� ��� ���� ������� ����� ���� ���������� �� �� ��������� �� ����� ��� �� ���� ���������
����������
�� ������ ���� �� ������ �� ����� ��� ��������� � ���� ��������� ��������� 4�
���� ���� ������ ���� ���� ���� ������ a ≠ −1� �� ��������� ��������� �� ����� ���������� a ���
g′(a)� �� ����� ������ ����� g′(a) = 2

(a+1)2 � �� ������ ���� �� ��������� ���� ���� a ≠ −1 �

g′(a) = 4 ⇐⇒ 2(a + 1)2 = 4
⇐⇒

2 − 4(a + 1)2(a + 1)2 = 0
⇐⇒ 4( 1

2
− (a + 1)2(a + 1)2 ) = 0

⇐⇒ (√2
2
− (a + 1))(√2

2
+ (a + 1)) = 0 ⇐⇒ a = −1 + √2

2
�� a = a = −1 − √2

2

�� � � ���� ���� ��������� ��� ������������ �� ���� ������ ��������� ��� ���� ��������� ��������
���� �����

�� �� �������� ��� ���� �� ����� ���������� a ≠ −1� ���������� �� �� �������� ��� y = f ′(a)(x−a)+f(a)�
���������� � ��������� �� �� �������� ��� ���� f(a) − af ′(a)�
�� ������ ���� �� ������ �� ����� �������� � ��������� ���� �������������� ���� ������ �� �� ����
��������� ���� ���� a ≠ −1 �

f(a) − af ′(a) = 0 ⇐⇒ 2a

a + 1 − 2a(a + 1)2 = 0
⇐⇒

2a(a + 1) − 2a(a + 1)2 = 0
⇐⇒

2a2(a + 1)2 = 0
�� ������� ����� �������� �������� ������������� � ���������� ������

�������� �

����� ��� ��������� �� ��� ��������� �

�� {1}
��

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
√
2 + 1 +√6

√
2 + 3

2
;

√
2 + 1 −√6

√
2 + 3

2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
�� {−1; 1; −3}
�� {0; −1; 1}
�� {0; √2; −√2}
�� {1; −1}

�



�� ∅
�� {1

2
; −1}

�� {−9
4
}

�� {0}
�������� �

����� ��� ��������� �� ��� ��������� �

�� {2; 5; −7}
�� {2; −√3;

√
3}

�� {1;−√2;
√
2}

�� {1; −1; −2}
�� {1}
�� {−√3;

√
3; −1; 1}

�� {0; −√2;
√
2}

�� {1}
�������� �

����� ��� ��������� �� ��� ����������� �

(a) ]−∞; −1
5
[ ; (b) ]−∞;

3

2
] ; (c) ]0; 4[ ;

(d) [−5; 2] ; (e) ]−√6;
√
6] ; (f) ]−∞; −1[ ∪ ]0; 1[ ;

(g) ]−∞; −1[ ∪ {0} ∪ [1; +∞[ ; (h) ]3 −√5

2
;
3 +√5

2
[ ; (i) ] − 1; 1[;

(j) ]−11; −2[ ∪ ]1; +∞[ ; (k) ] −∞; 1[∪]2; +∞[; (l) ] −∞; −7[;
(m) ] −∞; −1] ∪ [1 −√5

2
;
1 +√5

2
] ; (n) ]−∞;

−√41 − 3
2

[ ∪ ]1; √
41 − 3
2

[∪]5; +∞[; (o) ] −∞; −3[.
�������� ��

�� �� ������� ��� �������� ��������� �� ������� �

cos( π

12
) = √6 +√2

4
�� sin( π

12
) = √6 +√2

4

�� �� ����� � ������ ��� �������� �� ����������� ��� �

cos2 (π
8
) = 1 + cos(π

4
)

2
�� sin2 (π

8
) = 1 − cos(π

4
)

2

��� cos (π
8
) �� sin (π

8
) ���� �������� ��� π

8
∈ ]0; π

2
[� �� ������� ����� ����� ������ �

cos(π
8
) =

√
2 +√2

2
�� sin(π

8
) =

√
2 −√2

2

�



�������� ��

�� ����� ��� ������� ����������� ��� ���������� ������ ������� � �� �������� ������ �� 2π �����

�� {0; π; −π
3
; π

3
}

�� [ 5π
6
; 7π

6
]

�� {−7π
8
; −3π

8
; π

8
; 5π

8
; −3π

4
; π

4
}

�� {−π
4
; 3π

4
}

�� {−π
2
; 0; π

2
; π}

�� {−π
2
; 0; π

2
; π; −π

6
; 5π

6
; −π

3
; 2π

3
}

�� {0; −π
3
; π

3
}

�� { −π
3
; π

3
; π}

�� {0; −π
3
; π

3
}

�� {−5π
6
; −π

6
; 0; π}

�� {−π
3
; 2π

3
; −π

6
; 5π

6
; −π

2
; −π

2
; π}

�� {−π
3
; 2π

3
; −π

6
; 5π

6
; 0; π}

�� {−π
6
; 5π

6
; −5π

6
; π

6
; −3π

4
; −π

2
; −π

4
; 0; π

4
; π

2
; 3π

4
; π}

�� {−5π
6
; π

6
; −π

6
; 5π

6
}

�� [−11π
12

; π
12
]

�� [−5π
6
; −π

6
]

�������� ��

�� �� ������� {4}�
�� �� ������� {−1}�
�� �� ������� {0}�
�� �� ������� ]−1; 2

3
[�

�� �� ������� ]−5 +√13

2
; 1[�

�� �� ������� ]−5 +√13

2
; +∞[�

�



������� �� �� �������

�������� �

������ P �� Q ���� ������������� �������� �� �������� ��� ������ �� ������� ��� ��� ������������ �P Ô⇒ Q �
�� � ��� P �� Q � ���� �������������
�� ����� ������� ��� ��� ������������ � P ⇐⇒ Q � �� � (P Ô⇒ Q) �� (QÔ⇒ P ) ����� �������������

�������� �

������ P � Q �� R ����� ������������� � ������ �� ������ �� �������� ������� ��� ������������ ��� ������������
��������� �

�� (P ∨Q)Ô⇒ R �� (P Ô⇒ R) ∧ (QÔ⇒ R)
�� (P Ô⇒ Q) ∧ (QÔ⇒ R) ∧ (RÔ⇒ P ) �� (P ⇐⇒ Q)∧ (Q⇐⇒ R)
�������� �

���� �� ��� ������� �������� ���� ����� �� ���� ���� ������ �� �������� �� ���� ��� ���� �����

��� 1 + 1 = 2 �� 5 + 2 = 6
��� 1 + 1 = 2 �� 5 + 2 = 6
��� 1 + 1 = 2Ô⇒ 5 + 2 = 6
��� 5 + 2 = 6Ô⇒ 1 + 1 = 2
��� ∀x ∈ R, x ≠ 2

��� ∃x ∈ R, x ≠ 2
��� ∀x ∈ R, ex > 0
��� ∀x ∈ R, ex ≥ 1
��� ∃y ∈]0,+∞[, ln y = 1
��� ∃!z ∈ R, cos z = 0

��� ∀n ∈ N,∃k ∈ N, n = 2k
��� ∀x ∈ R,∀y ∈ R, y ≥ −x2

��� ∀x ∈ R,∃y ∈ R, y ≥ −x2

��� ∃x ∈ R,∀y ∈ R, y ≥ −x2

��� ∃x ∈ R,∃y ∈ R, y ≥ −x2

�������� �

���� x �� ����� ���� ������ ��� ��� ��������� ������ �� ���� ������� ����� ��� ���� ���������� ����� ��
������������� �� �������������

�� x2 = 1 �� x = 1 �

�� x ≥ 1 �� x ≥ 2 �

�� x ≤ 1 �� x = 1 �

�� x > 1 �� x = 1 �

�� x + 3 ≥ 4 �� x ≥ 1 �

�� x3 = 2x2 �� x = 2 �

�� x ≤ −2 �� x2 ≥ 4 �

�� x ≥ 2 ��
1

x
≤ 1

2
�

�� x ≤ −1 ��
1

x
≥ −1 �

�� x ≥ 3 �� x2 ≥ 3x �

�� x ≥ −3 �� x2 ≥ −3x�

�������� �

���� ������ ��� ��� ��������� ���������� �� ���� ��� ���� ������� ��������� �� ���������� ���� ������
�� �������

�� ��� ∀n ∈ N,∃N ∈ N, n ≤N �

��� ∃n ∈ N,∀N ∈ N, n ≤N �

�� ���� f ��� �������� ������ ������ ��� R�

��� ∀x ∈ R,∃y ∈ R, y = f(x)�
��� ∃y ∈ R,∀x ∈ R, y = f(x)�

�������� �

���� f ��� �������� ������ ������ ��� R�

�



�� �������� ��� ������������ ��������� �� ����
���� ������� �� ��� ������������

��� ∀u, v ∈ R, u ≤ vÔ⇒ f(u) ≤ f(v)
��� ∃x0 ∈ R/∀x ∈ R, f(x) ≤ f(x0)
��� ∃x0 ∈ R/ f(x0) = 1
��� ∀x ∈ R, f(x) ≠ 0

�� �� ����������� �� �� �������� ����������� ����
����� ��� ������������ ��������� �� �������

������ �� ������ ��� ���������������

��� ��������� ���� ������ ������� ����� �
�� � ������� �� ���������� ��� f �

��� f ��� ��� �������� ����������

��� f ����� ��� ��� �������� ����������

��� f ��� ��� �������� �������� �� ������
������

��� f ��� �������������

�������� �

������ A �� B ���� ������� ���� �������� E� ������ �� ������� ������ ��� ������������ ��������� �

��� A �� B �� ���� ��� �����������

��� �� � � �� �� �� ���� ������� ������ � A �� B�

��� A ����� ��� ������� ���� B�

��� A �� B ���� ����������������

�������� �

������ A,B �� C ����� ������� ���� �������� E� ������� ��� ������������ ��������� �

��� (Ac)c = A�
��� A ⊂ B Ô⇒ Bc ⊂ Ac�
��� A ∩Bc = A ∩Cc ⇐⇒ A ∩B = A ∩C�

��� ((A ∩B) ⊂ (C ∩B))∧((A ∪B) ⊂ (C ∪B))Ô⇒(A ⊂ C)�
��� (A ∩Bc) ∪ (A ∩B) = A�

�������� �

������ x �� y ���� ������� ������ ������� �

��� x + y ≥ 1Ô⇒ ((x ≥ 1/2) �� (y ≥ 1/2))�
��� x2 + y2 = 0Ô⇒ ((x = 0) �� (y = 0))�
����������� �� ������ ��������� ��� ������������ ��� ������������ ����������� ���������� ������ �

�������� ��

������� ����� ������ ������ ��� ���� �� �� ��������� �� ��� ����� ��� ����� ������ ����������� ������� ��
������� ���������� ��� ������ ������� �

�������� ��

����� ��� ����������� ���� ��� �������� ��� ��� ������� ����� ��� �� ������� �� ������� ��� ������� ��
��� �������� �� ������ ���� ������ ���� ��� ���� �������� ������� ������ �� ��� ������� �
� ����� ��� �������� ����� ���� ������ �� ��� ������ ���� ������ ���� ��� ���� ������ ������� ��������
������ ��� ��� ����� ������ �������� �� ������� ���������� �� �� ������� �� ���������� ������� �� ��������
��� ������� �� ��� ������� � �

����� ������� �� ���� �� �������� ������ �� ������� ������ �� ��� ������� � �� ������ ������� ���� ���
������� � �
��� ������ ��� ������ �� ������� ��� ������� ������ ��� ����� �� �������� ��� ���� ��� ����������� ���
������ �������
���� ���� �� �������� ������ �� ������ ������ �� ��� ������� � ���� ������� ��� ����� � �� �������� ��� � ��
� ������� ���� ������� ���� �������� �
����� ���� �� ���� �� ��������� ������ �� ��� ������� � ������ ��� �� ������� ��� ������� ��� ���� ���������
����������� � �� �������� ������ � �� �������� � ��� ������� ����� ������ ��� �� ������� ��� ������� �

����� ������� ����� �� ��� ��������� �� ������� ��� ������� �� ���� ��� �������� ������� ������ �������� �

�



������� �� �� ������� �� �� �������

�������� �

�� ����� ������� �� ���� �� ����� �� ������ �

P Q R P ∨Q (P ∨Q) Ô⇒ R P Ô⇒ R QÔ⇒ R (P Ô⇒ R) ∧ (QÔ⇒ R)
V V V V V V V V

V V F V F F F F

V F V V V V V V

V F F V F F V F

F V V V V V V V

F V F V F V F F

F F V F V V V V

F F F F V V V V

��� �������� � �� � ���� ����������� �� ��� ������ ������������� ��� ���� ���������� ���������

�� ������� �� ���� �� ����� �� ������ �

P Q R P Ô⇒ Q QÔ⇒ R RÔ⇒ P (P Ô⇒ Q) ∧ (QÔ⇒ R) ∧ (RÔ⇒ P ) (P ⇐⇒ Q) ∧ (Q ⇐⇒ R)
V V V V V V V V

V V F V F V F F

V F V F V V F F

V F F F V V F F

F V V V V F F F

F V F V F V F F

F F V V V F F F

F F F V V V V V

��� ���� ��������� �������� ���� ����������� �� ��� ������ �� ���������

�������� �

���� �� ��� ������� �������� ���� ����� �� ���� ���� ������ �� �������� �� ���� ��� ���� �����

��� ����� ����� �� ��������� ��� � 1 + 1 ≠ 2 �� 5 + 2 ≠ 6 ��

��� ����� �����

��� ����� ����� �� ��������� ��� � 1 + 1 = 2 �� 5 + 2 ≠ 6 ��
�� �������� ��� �� ��������� �� �AÔ⇒ B� ��� �A ∧ (¬B)��

��� ����� �����

��� ����� ����� �� ��������� ��� � ∃x ∈ R/x = 2 ��

��� ����� �����

��� ����� �����

��� ����� ����� �� ��������� ��� � ∃x ∈ R/ ex < 1 ��

��� ����� �����

��� ����� ����� �� ��������� ��� � �� �������� ����� �� ���� �� ������ ����������� ��������� � �� ��
������� z ���� ��� cos(z) = 0 ��

��� ����� ����� �� ��������� ��� � ∃n ∈ N/∀k ∈ N, n ≠ 2k �

��� ����� ����� �� ��������� ��� � ∃x ∈ R, ∃y ∈ R/y < −x2 �

��� ����� ���� ��� ���� �� ������� y = 0��

��� ����� ����� �� ��������� ��� � ∀x ∈ R, ∃y ∈ R/ y < −x2 �

��� ����� �����

�



�������� �

�� x2 = 1⇐Ô x = 1�

�� x ≥ 1⇐Ô x ≥ 2�

�� x ≤ 1⇐Ô x = 1 �

�� ����� �����

�� x + 3 ≥ 4 ⇐⇒ x ≥ 1 �

�� x3 = 2x2 ⇐Ô x = 2 �
�� ���������� ��� ������ �x = 0 ��� ����� �������� �� �� �������� ����������

�� x ≤ −2Ô⇒ x2 ≥ 4 �
�� ���������� ��� ������ �x = 3 ��� ����� �������� �� �� ������� ������������

�� x ≥ 2Ô⇒ 1

x
≤ 1

2
�

�� ���������� ��� ������ �x = −1 ��� ����� �������� �� �� ������� ������������

�� x ≤ −1Ô⇒ 1

x
≥ −1 �

�� ���������� ��� ������ �x = 1 ��� ����� �������� �� �� ������� ������������

�� x ≥ 3Ô⇒ x2 ≥ 3x �
�� ���������� ��� ������ �x = −1 ��� ����� �������� �� �� ������� ������������

�� ����� ����� �� ����� ��� �������� �� �� ������� ���������� ���� ] −∞; −3] ∪ [0; +∞[
�������� �

�� ��� ���� ���� ������ n� �� ������ �� ������ N ��� ��� ��� ��������� �� ����� ����� ���� �����������
N = n��

��� �� ������ �� ������ n ��� ��� ��������� � ���� ��� �������� ����� ����� n = 0 �����������

�� ��� ���� ���� ���� x� �� ������ �� ������ y ��� ���������� � ������� �� x� ����� �����

��� �� ������ �� ������ y ��� ���� ���� ���� ���� x ������� �� x ���� y� ����� ���� ����� �� f ���
�����������

�������� �

�� ��� ���� ���� ����� u �� v� ��� ������ �� u �� v ��� f ���� ���� �� ���� ����� ��� u �� v�
���� ������� �� ���� ��� f ��� �����������

��� �� ������ �� ���� x0 ��� ��� ������ ��� ������ ��� ����� ��� f ���� ����������� � ������� �� x0 ���
f �
���� ������� �� ���� ��� f ������� �� ������� �� x0�

��� �� ������ �� ���� x0 ���� ������� ��� f ��� 1�
���� ������� �� ���� ��� 1 ������� �� ���������� ��� f �

��� ���� ���� ���� x� f(x) ��� ��� ����
���� ������� �� ���� ��� f �� �������� ����

�� ��� ∀y ∈ [2; 3], ∃x ∈ R/ f(x) = y�

��� ∃k ∈ R/∀x ∈ R, f(x) = k�

��� ∀k ∈ R, ∃x ∈ R/ f(x) ≠ k�

��� ∃(a; b; c) ∈ R
3/a ≠ 0 �� ∀x ∈ R, f(x) = ax2 + bx + c�

��� ∀u, v ∈ R, u ≤ vÔ⇒ f(u) ≥ f(v)�

�



�������� �

��� ∃x ∈ E/x ∈ A ∧ x ∈ B
��� ∃!x ∈ E/x ∈ A ∧ x ∈ B
��� ∃x ∈ A/x ∉ B
��� ∀x ∈ E, (x ∈ A ∧ x ∉ B) ∨ (x ∈ B ∧ x ∉ A)
�������� �

��� ���� x ∈ E� �� � ��� ������������ ��������� �

x ∈ (Ac)c ⇐⇒ ¬ (¬(x ∈ A))
⇐⇒ x ∈ A

���� A = (Ac)c�
��� �� ������� A ⊂ B� �� ���� ������� Bc ⊂ Ac� ����������� x ∈ Bc� ������� ��� ����������� �� ��� �

���� �� �� �� x ∈ A� ����� x ∈ B ������� A ⊂ B� �� ��� ��� ������� ������� x ∈ Bc�

���� �� �� �� x ∉ A� ����� x ∈ Ac�

������ ���������� x ∈ Ac�

��� �� � � ��� ������ ����������� � �������� ���������� ��� ������� �� ���� �������
�� ������� ����� A ∩ Bc = A ∩ Cc� �� ���� ������� ��� A ∩ B = A ∩ C� �� �������� �� ���� ����
������� �� ������ ���������� �� ��������� ����� x ∈ A ∩ B� ����� � ���� x ∈ A �� x ∈ B� ������� ��
������ ��� ����������� �� ��� �

���� �� �� �� x ∈ C� ����� x ∈ A ∩C�

���� �� �� �� x ∉ C� ����� x ∈ A ∩Cc� ��� A ∩Bc = A ∩Cc ���� ���� �������� ��� x ∈ Bc� �� ��� ���
������� ������� x ∈ B�

������ ���������� x ∈ C ���� x ∈ A ∩C�
�� � ���� ������ ��� A ∩B ⊂ A ∩C� �� B �� C ������ ���� ��� ������ ��� ����� �����������������
�� ���� ���� �������� �� �������� �� ��������� �� ����������� �� ������������� �� A ∩C ⊂ A ∩B
��� ���� � ���� ���������� �� ���� ������ �� ���� ������ �� �� ������������
�������������� ���������� � �� ����������� ��������� A∩B = A∩C �� ��������� � ������� A∩Bc =
A∩Cc� �� ���������� ��� B = (Bc)c �� C = (Cc)c� �� ���� ��������� �� ���� ������ �� �� ������������
������ ������� �� A ∩ B = A ∩ C� �� � A ∩ (Bc)c = A ∩ (Cc)c� �� ���������� �� ���� ������ �� ��
������������ ��� ���� � ������ ������������� �� �� ������ A ∩ Bc = A ∩ Cc� �� ��� ������ ��
�������� �

��� �� ������� ((A ∩B) ⊂ (C ∩B)) ∧ ((A ∪B) ⊂ (C ∪B)) �� �� ���� ������� (A ⊂ C)�
���� ���� ����������� x ∈ A� ������� ��� ����������� �� ��� ��� ��� ������������ � B�

���� �� �� �� x ∈ B� ����� x ∈ A∩B ���� x ∈ B∩C ������� (A∩B) ⊂ (C ∩B)� �� ������� ���� x ∈ C�

���� �� �� �� x ∉ B� ����� �� ����� �� ����� ��� x ∈ A ∪B� ��� (A ∪B) ⊂ (C ∪B) ���� ���� ��������
��� x ∈ C �� x ∈ B� ����� x ∉ B� �� �� ������ ��� �������������� x ∈ C�

���� ��� ���� ���� ������� �� x ∈ A� �� ������� � x ∈ C ���� A ⊂ C�

��� �� �� ������� �� ������ ����������
���� x ∈ (A ∩Bc)∪ (A ∩B)� �� � ����� x ∈ A∩Bc �� x ∈ A∩B� ���� ��� ���� ���� �� ������� x ∈ A�
�� �� ������ ��� (A ∩Bc) ∪ (A ∩B) ⊂ A�
�������� ����������� ����������� ���� x ∈ A� ������� ��� ����������� �� ��� ��� �������������� �� x

� B�

�



���� �� �� �� x ∈ B� ����� x ∈ A ∩B ���� x ∈ (A ∩Bc) ∪ (A ∩B)�
���� �� �� �� x ∉ B� ����� x ∈ A ∩Bc� ���� x ∈ (A ∩Bc) ∪ (A ∩B)�
���� ��� ���� ���� x ∈ (A ∩Bc) ∪ (A ∩B)� �� ��� ������ �� ���������

��� ������ ��������� ��������� �������� � ����� ��� ������ �� ������ ��� ���
���������� ����� ������ � �� ���� ���� ������ ���������� �������� �� ��������

�� ���� ��������������� ������ ��� �� ��������� ��������������� �� ��� ��������� ���
��������� ���� ����������� �� ������� ���� ��� ��� ����� ����������

����������� �� ������� �� ���������� ��� �

���� x ∈ E� �� ���� ��� ��������� �������� �
PA(x) ∶ x ∈ A �
PB(x) ∶ x ∈ B�
PC(x) ∶ x ∈ C�

x ∈ A ∩B �� ��� PA(x) ∧ PB(x)� �� ����� x ∈ A ∩Bc �� ��� PA(x) ∧ (¬PB(x))
������ A ∩B = A ∩C �� ��� � ∀x ∈ E� (PA(x) ∧PB(x)) ⇐⇒ (PA(x) ∧ PC(x)) ��
����������� �� ���� ���� ������� ��� �������� ������� ��� ��� ���������� �

∀x ∈ E,[(PA(x) ∧PB(x)) ⇐⇒ (PA(x) ∧ PC(x))] ⇐⇒ [(PA(x) ∧ (¬PB(x))) ⇐⇒ (PA(x) ∧ (¬PC(x)))]
�� ���� ����� ����� ��� ����� �� ������ ���� ������� �� �������� �

PA PB PC PA ∧ PB PA ∧ PC PA ∧ (¬PB) PA ∧ (¬PC) (PA ∧PB) ⇐⇒ (PA ∧ PC) (PA ∧ (¬PB)) ⇐⇒ (PA ∧ (¬PC))
V V V V V F F V V

V V F V F F V F F

V F V F V V F F F

V F F F F V V V V

F V V F F F F V V

F V F F F F F V V

F F V F F F F V V

F F F F F F F V V

�� �������� ��� ��� ���� ��������� �������� ���� ����������� ������������� ��� ���� ������� �

�������� �

��� �� �������� ������������� �� ����������� ������� �

x < 1

2
∧ y < 1

2
Ô⇒ x + y < 1

����� ������ ��� ����� ��� �� ���� ������ ������ � ������ ���� �����������
�� ���������� ��� ������� ���������� ���� ���� x = 3 �� y = −4�

��� �� ����������� ������� (x ≠ 0) ∨ (y ≠ 0)Ô⇒ x2 + y2 ≠ 0
���� ��� ������ �� ����� x2 ≥ 0 �� y2 ≥ 0 ���� �� ���� ��� x �� y ���� ��� ��� ���� ��� x2 + y2 ����
����������� �������� ���� ��� ����
�� ���������� ��� ����� ������

�



������� �� �� ��������� �� ����

��� ��������� � � � ���� ���������� � �� ������ �� ���������� ��� ����������
��������� �� ������� ���� �� �������� �� ������� �� ������ ��������� ����

�������� ��� ���������� �� ���� �� �������� �� �� ��������� ��� ����������� ���� ������
���� ��������

�������� �

�� ���� ��� ���� ���� ������ ���������� (O; ı⃗; ⃗) � ������ ��� �������� u⃗ (1
2
) �� v⃗ (−1

2
) �� �� �����

A (2
3
)�

�� �������� ��� u⃗ �� v⃗ �� ���� ��� ������������

�� ���������� ��� ����������� (x
y
) �� A ���� �� ������ (O; u⃗; v⃗)�

�������� �

�� ���� ��� ���� ���� ������ ���������� (O; ı⃗; ⃗) � ������ ��� �������� u⃗ (1
2
) �� v⃗ (2

4
) �� �� ����� A (2

3
)�

�� �������� ��� u⃗ �� v⃗ ���� ������������

�� �� ������� � ���������� ��� ������� �� x �� y ������ ��� xu⃗ + yv⃗ =Ð→OA
��� ������� ��� ���� ���� x �� y� xu⃗ + yv⃗ ��� ���������� � u⃗�

��� ��� �������� u⃗ ��
Ð→
OA �������� ����������� �

��� �������� ����� �� ������ �� ��������� (x
y
) �� �� ���������

�� �� ������� � �������� �� �������

{ x + 2y = 2

2x + 4y = 3

��� ������� ��� �� ������� ��� ���������� �� �������� ���� � �� �������� ���������� ���� ��
���������

�������� �

�� ���� ��� ���� ���� ������ ���������� (O; ı⃗; ⃗) � �� ��������� �� ������� ������� �

{ 2x + 3y = 4
x − y = 1

�� ������� ��� �������� �� ������� ��� ���������� � ������� ��� ������� �� x �� y ������ ��� xu⃗+yv⃗ =Ð→OA�
�� ��������� ��� ����������� �� u⃗� v⃗ �� A�

�� ������� ��� ��� �������� u⃗ �� v⃗ �� ���� ��� ������������

�� �������� �� ��������

�



�������� �

���� �� ���� ���� ���� ������ ����������� ������ (O, ı⃗, ⃗)� �� ��������� �� ����� Ω(−1,1) �� ��� ��������
u⃗(1,2) �� v⃗(3,−2)�

�� ������� ��� (Ω, u⃗, v⃗) ��� �� ������� ������ ����������� � ������ �

�� �� ���� a⃗ �� ������� �� ����������� (2,2) ���� �� ���� (u⃗, v⃗)� ���������� ��� ����������� �� a⃗

���� �� ���� (ı⃗, ⃗)�
�� �� ���� A �� ����� �� ����������� (1,2) ���� (Ω, u⃗, v⃗)� ���������� ��� ����������� �� A ����(O, ı⃗, ⃗)�
�� �� ���� b⃗ �� ������� �� ����������� (2,2) ���� �� ���� (ı⃗, ⃗)� ���������� ��� ����������� �� b⃗ ����

�� ���� (u⃗, v⃗)�
�� �� ���� B �� ����� �� ����������� (2,−3) ���� (O, ı⃗, ⃗)� ���������� ��� ����������� �� B ����(Ω, u⃗, v⃗)�

�������� �

�� ����� �� ���� ���� ������ ����������� ������ (O, ı⃗, ⃗)� ���� θ ∈ R� �� ���� u⃗θ �� v⃗θ ��� �������� ��
����������� ����������� (cos θ, sin θ) �� (− sin θ, cos θ) ���� (O, ı⃗, ⃗)�

�� ������� ��� (u⃗θ, v⃗θ) ��� ��� ���� ������������ ������� �� �����

�� ���� M �� ������ �� ���� (x, y) ��� ����������� ���� (O, ı⃗, ⃗) �� (xθ, yθ) ��� ����������� ����(O, u⃗θ, v⃗θ)� �

��� �������� x �� y �� �������� �� xθ �� yθ�

��� �������� xθ �� yθ �� �������� �� x �� y �

�������� �

�� ����� �� ���� ���� ������ ���������� (0, i⃗, j⃗)� �� ��������� ��� ������ A(1,3)� B(3,2)� C(2,2)�
D(1,1)� E(−1,1) �� F (1,0)� ���������� ��� �������� ��������� �� ��� ������������ �������� �

Ð→
AB ⋅Ð→AC,

Ð→
AB ⋅ÐÐ→DE,

Ð→
AB ⋅(Ð→AC+3ÐÐ→DE), det(Ð→AC,

Ð→
BE), det(Ð→BE−7Ð→AC,

Ð→
AC), det(2Ð→AB−5Ð→AC,

Ð→
EF ).

�������� �

�� ����� �� ���� ���� ������ ���������� (O; ı⃗; ⃗) �

������ ��� ������ A(1
1
)� B (3

2
) �� C (−1−2)�

�� ���������� ��� �������� ������������ �� ��� �������� ����������� �� �� ������� �� �������� ABC

����� �� ����� C�

�� ���������� ��� �������� ����������� �� �� ���������� �� [BC]�
�� ���������� ��� �������� ������������ �� �� ������� ����� �� C�

�������� �

���� ������ ��� ��� ��������� ���������� ��� �������� ����������� ����� ������ �������������� �������
������ �� �� ������ ���������� �

�� D1 ��� �� ������ ������� ��� �� ����� A(4,3) �� ������� ��� �� ������� u⃗1(1,1)�
�� D2 ��� �� ������ ������� ��� �� ����� B(5,7) �� ���� �� ������� ��������� ��� u⃗2(2,3)�
�� D3 ��� �� ������ ������� ��� �� ����� C(0,3) �� ���� �� ������� ������ ��� n⃗3(2,2)�
�� D4 ��� �� ������ ������� ��� �� ����� D(−2,−1) �� ����������� �� ������� n⃗4(−1,3)�
�� D5 ��� �� ������ ������� ��� ��� ������ �� ����������� E(−4,1) �� F (0,2)�

�



�������� �

���� ��� ��� �������� ���������� ��� ������������� �� D1 �� D2 �� ����� ���������

�� D1 ����� ��� �� ����� A1 ( 1
−1) �� ��� ������� ��� �� ������� d⃗1 (12) ������ ��� D2 ����� ��� �� �����

A2 (32) �� ��� ������� ��� �� ������� d⃗2 (11)�

�� D1 ����� ��� �� ����� A1 (−5−6) �� ��� ������� ��� �� ������� d⃗1 (11) ������ ��� D2 � ���� ��������

����������� 2y + 3x = −1�

�� D1 � ���� �������� ����������� y = −x + 5 ������ ��� D2 � ���� �������� ����������� 2y + 2x = 3�

�� D1 � ���� �������� ����������� x − y = −1 ������ ��� D2 � ���� �������� ������������⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = −3 + 2t
y = −2 + 2t ; t ∈ R�

�������� ��

�� ���� ����� ���� ���� ������ ������������ �� ��������� ��� ������ A(1,1)� B(2,3) �� C(4,0)�
�� ������� ��� ��� ������ A� B �� C �� ���� ��� ��������

�� ���������� ��� ����������� �� ������ Ω �� ������ ����������� �� �������� ABC� ���� ������ ���
�������� �� �� �������

�� ���������� ��� ����������� �� ������������� H �� �������� ABC�

�� ���������� ��� ����������� �� ������ �� ������� G �� ABC�

�� ������� ��� Ω� H �� G ���� ��������

�������� ��

������ ��� �������� ����������� �� ��� �������������� ������������ ��� ������� �������� �

�� �� ������ C1 �� ������ Ω(1,3) �� �� ����� � �

�� �� ������ C2 �� �������� [A,B] ���� A(2,5) �� B(−1,1) �

�� �� ������ ����������� �� �������� ABC �� A(0,0)� B(2,1) �� C(2,3)�
�������� ��

���������� �� ������ �� �� ����� ��� ������� ���������� �����������

�� x2 + y2 − 4x + 4y − 1 = 0�

�� 2x2 + 2y2 − 12x+ 16y = −48�

�� 2x2 + 2y2 − 12x+ 16y = −52�

�� x2 + y2 + a(3a − 4x) + b(b + 2y) = 0�

�������� ��

������ C �� ������ �� ������ A(1,0) �� �� ����� 2 �� D �� ������ ���������� ����������� x − y − 1 = 0�
���������� �������������� �� C �� D� ����� ������ �������� �� �� �������� � C �� ��� �������

�������� ��

���������� ��� �������� ��� ������� ������� ��� A(2,1) �� ��������� �� ������ �� ������ B(1,−1) �� ��
����� ��

�



�������� ��

�� ������ A� B� C �� D ������ ������� ������� �� �������� ������� �

Ð→
AB ⋅ÐÐ→CD +Ð→AC ⋅ÐÐ→DB +Ð→AD ⋅Ð→BC = 0

�� ���� ABC �� �������� ��� ������� ������� �� �� �������� ������� ��� ��� ����� �������� �� ABC

���� �������������

�������� ��

�� ��������� �� �������� �������� ABCDEF �� ���� ��

�� ����� �� �������

�� �������� ��� �������� ���������

Ð→
AB ⋅Ð→BC Ð→

AB ⋅Ð→AC Ð→
AC ⋅Ð→AD Ð→

AC ⋅Ð→AF
Ð→
AC ⋅Ð→AE Ð→

FC ⋅Ð→BE Ð→
FC ⋅Ð→AD

�������� ��

���� ��� ��� ��������� ���������� ������� (u⃗; v⃗) ��� �� ����� ���� �� ������ ���������� ��������

�� u⃗ (2
1
) �� v⃗ (−4−2)

�� u⃗ (4
0
) �� v⃗ (−1

0
)

�� u⃗ (3
3
) �� v⃗ ( 0

−1)

�� u⃗ (1
2
) �� v⃗ (−2

1
)

�� u⃗ (1
0
) �� v⃗ ( 1√

3
)

�� u⃗ (1
0
) �� v⃗ (−1

3
)

�� u⃗ (−1
0
) �� v⃗ (√3

1
)

�� u⃗ (2
1
) �� v⃗ (−2−2)

�� u⃗ (1
2
) �� v⃗ (2

1
)

�������� ��

�� ���� ����� ���� ���� ������ ������������ �� ��������� �� ����� M(−1,1)� ���������� ��� �����������
�� ������� ���������� �� M ���

�� D1 �� ������ ���������� 3x − 2y + 1 = 0 �

�� D2 �� ������ ������� ��� �� ����� A(−1,2) �� ������� ��� �� ������� u⃗1(1,1) �

�� D3 �� ������ ������� ��� �� ����� B(3,4) �� ���� �� ������� ������ ��� n⃗(2,2) �

�� D4 �� ������ ������� ��� ��� ������ �� ����������� C(−4,1) �� D(0,2)�
�������� ��

�� ���� P ��� ���� ���� ������ ������������ ������� ��� ����� ��������� �� ��� ����������� �

L1 = {M (x
y
) ∈ P/ ∣y∣ = x} L2 = {M (x

y
) ∈ P/ ∣x∣ = ∣y∣}

L3 = {M (x
y
) ∈ P/ ∣x − y∣ = 1} L4 = {M (x

y
) ∈ P/ ∣x − y∣ ≤ 1}

L5 = {M (x
y
) ∈ P/ x2 + y2 ≤ 4} L6 = {M (x

y
) ∈ P/ y =√x2 − 1 �� x ∈ [−1; 1]}

���� ���� ������ ����� �������� ������������ �

(L7) ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = 1 + t2
y = 1 + 2t2 ���� t ∈ R

�



������� �� �� ������� �� �� ��������� �� ����

�������� �

�� ��� �� ������� �� ������������ 1 × 2 ≠ 2 × (−1)�
�� �� ������� (x; y) ���� ���

Ð→
OA = xu⃗ + yv⃗� ���� �� ������ (O; ı⃗; ⃗) � ���� ������� �� ������� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x − y = 2
2x + 2y = 3

�� ������� ����� ���������� ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x = 7

4

y = −1
4

�������� �

�� �� ��������� ��� ��������� ����������� �� ����

u⃗ (2
1
) v⃗ ( 3

−1) A (4
1
)

�� �� ������� �� ����������� ����� 2 × −1 ≠ 1 × 3 ���� ��� �������� ���� ��� ������������

�� �� ������� ������� ��� ������ �������� ��� ��� ���� �������� ������� ��� ����� ����� �����������
�� ������� � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x = 7
5

y = 2
5

�������� �

�� �� ������� �� ����������� ������ �� ������� ��� (u⃗; v⃗) ������� ��� �����
����� ���� ����� ��� ����������� ��� u⃗ ⋅ v⃗ = −1 ≠ 0� �� ����� ���� ����� ��� ������ ��� ∥u⃗∥ =√5�
�� ������ ���� �� ����� �� sin (u⃗; v⃗) �� ��������� �� �����������

[u⃗; v⃗] = −8
������ ������� ��� �������� ��� sin (u⃗; v⃗) < 0�(Ω, u⃗, v⃗) ��� �� ������ �����������

�� �� ���� ��� a⃗ = 2u⃗ + 2v⃗� �� �� ������ �� ����������� ���� (⃗ı, ⃗) �

a⃗ (8
0
)

�� �� ���� ���
Ð→
ΩA = u⃗ + 2v⃗� �� ������� ���� ��� ����������� ��

Ð→
ΩA ���� (ı⃗, ⃗) �

Ð→
ΩA ( 7

−2)
����������� ��� ����������� �� Ω ���� (O; ı⃗; ⃗) � �� �� ������ ������ �� A �

A ( 6

−1)
�



�� ���� ����� ���� ���������� �� ������ �� ������� ��� ������� x �� y ���� ���

b⃗ = xu⃗ + yv⃗
�� ����������� ���� (ı⃗; ⃗)� ���� ����� �� ������� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x + 3y = 2
2x − 2y = 2

�� �������� ����� ���������� � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = 5

4

y = 1
4

�� �� ������� x �� y ���� ���
Ð→
ΩB = xu⃗ + yv⃗

�� ����������� ���� (O; ı⃗; ⃗) � �� �
Ð→
ΩB ( 3

−4)
�� ����������� ���� (ı⃗; ⃗)� �� ���� ���� �������� �� ������� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x + 3y = 3
2x − 2y = −4

�� �������� ����� ���������� � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = −3

4

y = 5
4

�������� �

�� �� ������� ∥u⃗θ∥ =√cos2 θ + sin2 θ = 1� �� ����� �� � ∥v⃗θ∥ = 1�
��� �������� ���� ����������� ��� u⃗θ ⋅ v⃗θ = − cos θ sin θ + cosθ sin θ = 0�
����� ������� (uθ; vθ) ��� �������������� π

2
��� ���� ����������� ����[uθ; vθ] = cos2 θ + sin2 θ = 1 > 0�

�� ��� ��� ������������� �� �
ÐÐ→
OM = xθu⃗θ + yθv⃗θ� ���� ������ �� ����������� ���� (O; ı⃗; ⃗) �

(x
y
) = xθ (cos θsin θ

) + yθ (− sin θcos θ
)

�� ������� ����� � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = xθ cosθ − yθ sin θ
y = xθ sin θ + yθ cosθ

��� �� ������ �� �������� �� ������� ��������� �� xθ �� yθ ���� ���������� ��� ��������� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = xθ cosθ − yθ sin θ (L1)
y = xθ sin θ + yθ cosθ (L2)

�� �������� ��� ���������� ��� ��� ������ �� ���������� �� ������� cos2 θ + sin2 θ = 1 �
● cosθ ×L1 + sin θ ×L2 ����� xθ = x cos θ + y sin θ
● − sin θ ×L1 + cosθ ×L2 ����� yθ = −x sin θ + y cosθ

����������� �� � � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
xθ = x cos θ + y sin θ
yθ = −x sin θ + y cos θ

�



�������� �

�� �������
Ð→
AB ⋅Ð→AC = 3�

Ð→
AB ⋅ÐÐ→DE = −4�

�� ��������� �� ��������������� �� ��������
Ð→
AB ⋅ (Ð→AC + 3ÐÐ→DE) = −9�

����� ������� �� � det(Ð→AC,
Ð→
BE) = −5�

�� ������� �� ���������� �� ��� ���������� �� ������������ ���� �������� det(Ð→BE − 7Ð→AC,
Ð→
AC) = 5�

����� �� ������� ��������� det(2Ð→AB − 5Ð→AC,
Ð→
EF ) = −5�

�������� �

�� �� ������� ����� �� ����� C ����� ��� C �� � ���� ������� ������
Ð→
AB (2

1
)� ������ �� �������

��������� �� ����� ������ ��� d⃗ (−1
2
)�

�� ������� ���� �������� ��� �������� ������������ �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = −1 − λ
y = −2 + 2λ , λ ∈ R

��� �������� ����������� ��� ������ ��� �� ������� ���������������� ����� M (x
y
) ���������� � �����

������ �� �� ��������� ��

ÐÐ→
CM ⋅Ð→AB = 0 ⇐⇒ 2(x + 1) + (y + 2) = 0

⇐⇒ 2x + y = −4
�� ����������� ��� ����������� �� ������ �� [BC] ���� I� I (1

0
)� �� ������� ������ �� �� ������

����� ���
Ð→
BC (−4−4) ��� ��� ���������� � n⃗ (1

1
)� �� �� ������ ���������� ����������� ����� �� �������

��������������� � (x − 1) + y = 0 ⇐⇒ x + y = 1
�� �� ������� ����� �� C ����� ��� C �� ��� �� ������ �� [AB] ���� K� �� ������� K ( 2

3/2)� ��

������� ��������� �� ����� ������ ��� ����
Ð→
KC ( −3−7/2) ��� ���������� � d⃗′ (6

7
)� �� �� ������ ���

�������� ������������ �� �� ������� ����� �� C �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = −1 + 6λ
y = −2 + 7λ , λ ∈ R

�������� �

�� ��� �������� ������������ ��� � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = 4 + λ
y = 3 + λ , λ ∈ R

��� �������� ����������� ��� �

(y − 3) = (x − 4) ⇐⇒ x − y = 1
�� ��� �������� ������������ ��� � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x = 5 + 2λ
y = 7 + 3λ , λ ∈ R

�



��� �������� ����������� ��� �

2(y − 7) = 3(x − 5) ⇐⇒ 3x − 2y = 1
�� �� ������� ��������� �� ����� ������ ��� d⃗3 (−22 ) ��� ��� ���������� � (−1

1
)� �� �������� ������������

��� ���� � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = −λ
y = 3 + λ , λ ∈ R

��� �������� ����������� ��� ������ ��� �� ������� ��������������� �

x + (y − 3) = 0 ⇐⇒ x + y = 3
�� ���� �������� � �� ������� ��� �������� ������������ �⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x = −2 + 3λ
y = −1 + λ , λ ∈ R

���� ��� �������� ����������� �

−(x + 2) + 3(y + 1) = 0 ⇐⇒ x − 3y = 1
�� ����� ������ ����� ��� F �� � ���� ������� ���������

Ð→
EF (4

1
)� ��� �������� ������������ ��� ���� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = 4λ
y = 2 + λ , λ ∈ R

�������� �

�� �� �������� ��� ���������� ��� ��������� ������������ �� D1 �� D2 ����� ��� �������� �� ������������
�� �� ������ ������� ��� ��� ����������� ����� ������������ �� ��� ���� ������� ������ �� ������� �⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

2(x − 1) = y + 1
x − 3 = y − 2 ⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2x − y = 3
x = y + 1

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2y + 2 − y = 3
x = y + 1

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y = 1
x = 2

�������� ������������ � ���� ���� ����������� (2
1
)�

�� ���� ��������� �� ������� ��� ������ ������������ �� ����������� ( 1/5
−4/5)�

�� ���� �� ���� �������� ����������� �� ������� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y = −x + 5
2y + 2x = 3 ⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y + x = 5
2y + 2x = 3

��� ������� �� �������� �� �������� ��� ��� ���� ������� ��� ��� �������� ������� ����������� � n⃗1 (11)
�� n⃗2 (22)� ��� ���� ������� ���� ���� �����������

��� ����� �� ���� ��� ���������� ������� ��� ���� ������ �� ������� �� ���� ��� ������������ � ������
��� ���� ������� ���� ���������� �� ����������� �� �� ������ ��� �� ������� �� ������� ��� �� ����������

�



�� ���� �� �������� ����� ������� ������ �� D1 ���� n⃗1 ( 1

−1) ��� ���������� � �� ������� ��������� ��

D2 ���� d⃗2 (22) ��� n⃗1 ⋅ d⃗2 = 2 − 2 = 0� ��� ���� ������� ���� ���� �����������

�� ����� �� ����� A (−3−2) ��� ��� ��� D2 ���������� ����� � D1 ��� −3 − (−2) = −1�

������ ��� ���� ������� ���� ����������� ���� ������������ ��� D1 ����������

�������� ��

��� �������� ��� ���������������� ����� �� ����� �� �������� �� �� ����� ��� ��� ��� �������� �� ����������
����� ��� ��� ����������

�� �� ������� �� ����������� �������� ��� ��������
Ð→
AB ��

Ð→
AC ���� ������ ��� ��� ���� �������� ��

���� ��� ������������ ��� ������ ��� ������ A� B �� C �� ���� ��� ��������

�� �� ������ �� ���������� ��� ��������� ������������ ��� ����������� �� [AB] �� [AC] ���� �� ������
����� �������������� �� ��� ���� �������� �� ��� ���� ������� ������� ��� ��� ������� ���������� ��[AB] �� [AC] �� ��� ���� �������� �������

Ð→
AB ��

Ð→
AC�

�� ������� �� ������� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2x + 4y = 11
3x − y = 7

���� �� �������� ���������� ��� ����������� �� Ω (39/14
19/14)� �� ������ �� ������ ������������

�� ����� �� ������ ���� R = ΩA = 5
√
26

14
�

���������� ����������� �� �� ������ ��� ���� �

(x − 39

14
)2 + (y − 19

14
)2 = 325

98

�� �� ���� ���������� ��� ��������� ��� �������� ������ �� � �� � ��� ������� ���� ����������
�������������� �� ��� ���� �������� ����� ������� ���� ������� � �������� �� ������� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x + 2y = 4
3x − y = 3

�� ������� ��� ����������� �� H (10/7
9/7 )�

�� �� ���� ���������� ��� ��������� ��� �������� ������ �� B �� C ���� ���������� �������������� ��
��� ���� �������� ���� ������� � �������� �� ������� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
4x + 5y = 16
5x + y = 13

�� ������� ����� G (7/3
4/3)�

�� �� ������� ��� ����������� �� ��������
Ð→
GΩ (19/42

1/42 ) ��
Ð→
GH (−19/21−1/21 )� �� ��� ����� ��� ��� ����

�������� ���� ������������ ���� ������������ �� �

−2Ð→GΩ =Ð→GH

�



�������� ��

�� �������� ����������� � (x − 1)2 + (y − 3)2 = 25
�������������� ������������ � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x = 1 + 5 cos(θ)
y = 3 + 5 sin(θ) , θ ∈] − π; π]

�� �� ������� AB = 5� �� ����� ��� ���� ��
5

2
�

�� ������ �� [AB]� ��� ��� �� ������ �� ������� ��� m[AB] (1/2
3
)�

�� ���� ����� �� ������ ��� �������� ����������� �

(x − 1

2
)2 + (y − 3)2 = 25

4

�� ��� �������������� ������������ �⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = 1

2
+ 5

2
cos(θ)

x = 3 + 5
2
sin(θ) , θ ∈] − π; π]

�� �� ������� ��� ��������� �� ���� ����������� ���� ������� ������ �� [AB] �� �� [BC]� �� ���������
���� ������� �� ��� ������� �� ������� ������ ��� ������� ����� ��� ��� ������ �� �������� �� ��
����� ��� ������ �� ���������
��� ����������� �� ������ �� ������ �������� ����� �� ������� �⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

2x + y = 5
2
(���������� �� [AB])

y = 2 (���������� �� [BC])
����� ����������� �� �� ������ ��� �� ������ �� ������ ������������ ���� K� � ����� �����������

K (1/4
2
)� �� ������� ���� �� ����� AK = √65

4
�

��� �������� ����������� �� �� ������ ��� ���� �

(x − 1

4
)2 + (y − 2)2 = 65

16

�� ��� �������������� ������������ �⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = 1

4
+
√
65
4

cos(θ)
x = 2 + √65

4
sin(θ) , θ ∈] − π; π]

�������� ��

�� ������� � ������ ���� ��� ������ ���������� ���� ���������� ��� �������������� ��� ����������� ��
������ ����� ��� �� ������ �� �������

�� ������ � ( 2

−2)� ����� 3�

�� ������ � ( 3
−4)� ����� 1�

�� �� ����� ��� �� ������ ��� ���������� ���� ����� ������� ����������� � �

(x − 3)2 + (y + 4)2 = −1
�� ������ � (2a−b)� ����� ∣a∣�

�



�������� ��

��� �������� ����������� �� C ��� (x − 1)2 + y2 = 4�

�� ����� M (x
y
) ��� � �������������� �� C �� �� D ������� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(x − 1)2 + y2 = 4
x − y = 1 ⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(y + 1 − 1)2 + y2 = 4
x = y + 1

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2y2 = 4
x = y + 1

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y =√2

x =√2 + 1 ��
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y = −√2

x = −√2 + 1

�� ������ ����� ���� �� ������ �� ���� ������ M1 (
√
2 + 1√
2

) �� M2 (−
√
2 + 1
−√2

)
��� �� � ���� ��� ������������ ��� x ��� ����� ���� �������� �� ��������

���� ������� ��� ��������� �� ��������� �� ���� �� �������� ��� �� �������� �� M1 ����� ��� M1 �� ���

����������� �
ÐÐ→
AM1 (

√
2√
2
)�

�� �� ������ ��� n⃗1 (11) ��� �� ������� ������ �� ����� �������� �� M1� �� ������� ���� ��� ��������

����������� �� ����� �������� �� M1� ����� T1� ��� �� ������� ��������������� �

1 × (x −√2 − 1) + 1 × (y −√2) = 0 ⇐⇒ x + y = 2√2 + 1 (T1)
�� ����� �� ������� ��� �������� �� �� �������� �� M2 ����� T2 ��� �� ���� ����� �� ������������ �

1 × (x +√2 − 1) + 1 × (y +√2) = 0 ⇐⇒ x + y = −2√2 + 1 (T2)
�������� ��

�� ����� M �� ������ ��� ��� ����� �� ��� ���� ������� �� �� ��������� �� �� ����� [BM] ��� ����������
� (AM)�
��� ����������� (x

y
) �� M �������� ���� � �� ���� ���������� �� ������ �� �� ��������

ÐÐ→
AM ⋅ÐÐ→BM = 0� �� ���

����� �� ������� �⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(x − 1)2 + (y + 1)2 = 12(x − 2)(x − 1) + (y − 1)(y + 1) = 0 ⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x2 + y2 − 2x + 2y = −1
x2 + y2 − 3x = −1

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x + 2y = 0
x2 + y2 − 3x = −1

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = −2y
5y2 + 6y + 1 = 0

�� ������ ����� �������� ��������� �� ������� ���� ������� −1 �� −1
5

� ����� ��� ������ M1 ( 2/5
−1/5) ��

M2 ( 2

−1) ���� ��� ���� ������ �������������� �� ��� ���� ��������� ���� �� �������

������ D1 �� D2 ��� �������� ����� ��� ���� �������� �������
ÐÐ→
BM1 (−3/54/5 ) ��

ÐÐ→
BM2 (10)� �� ������ �����

������� ������ ��� ���� ��� �� ����� A�
�� �� ������ ����� ��������� ������������ ����������� −3(x − 2) + 4(y − 1) = 0 ⇐⇒ −3x + 4y = −2 (D1)
�� x − 2 = 0 ⇐⇒ x = 2 (D2)�

�



�������� ��

�� ��������� �� �������� �� ������� � ��� ������� �

Ð→
AB ⋅Ð→CD +Ð→AC ⋅Ð→DB +Ð→AD ⋅Ð→BC =Ð→AB ⋅Ð→CD + (Ð→AB +Ð→BC) ⋅Ð→DB +Ð→AD ⋅Ð→BC

=Ð→AB ⋅Ð→CD +Ð→AB ⋅Ð→DB +Ð→BC ⋅Ð→DB +Ð→AD ⋅Ð→BC
=Ð→AB ⋅ (Ð→CD +Ð→DB) +Ð→BC ⋅ (Ð→DB +Ð→AD)
=Ð→AB ⋅Ð→CB +Ð→AB ⋅Ð→BC
=Ð→AB ⋅ (Ð→CB +Ð→BC) =Ð→AB ⋅ 0⃗ = 0

�� ������ H �������������� �� �� ������� ����� �� A �� �� �� ������� ����� �� B�
�������� ����� �� �������� ������� ���� ��� ������ ������ A� B� C �� H �

Ð→
AB ⋅Ð→CH +Ð→AC ⋅Ð→HB +Ð→AH ⋅Ð→BC = 0

��� �� ���� ���
Ð→
AC ⋅Ð→HB = 0 ��� H ��� ��� �� ������� ����� �� B ��

Ð→
AH ⋅Ð→BC = 0 ��� H ��� ��� ��

������� ����� �� A�
�� �� ������ �

Ð→
AB ⋅Ð→CH = 0

�� ��� ������ ��� H ��� ��� �� ������� ����� �� C�

�������� ��

��

A

BC

D

E F

�� �� �������� �� ���� ��� ��� ��������� ������ ��������� ���� ���� ������������ ����� ��� �� �������� ��
��������

�



Ð→
AB ⋅Ð→BC = 1

2

Ð→
AB ⋅Ð→AC = 3

2

Ð→
AC ⋅Ð→AD = 3 Ð→

AC ⋅Ð→AF = 0
Ð→
AC ⋅Ð→AE = 3

2

Ð→
FC ⋅Ð→BE = −2 Ð→

FC ⋅Ð→AD = 2
�������� ��

��� ���������� ���� u⃗ �� v⃗ ���� ��� ����� �� � �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
cos (u⃗; v⃗) = u⃗⋅v⃗

∥u⃗∥×∥u⃗∥
sin (u⃗; v⃗) = det(u⃗; v⃗)

∥u⃗∥×∥u⃗∥

� ������ �� ��� ���� ���������� �� ��������� ��� ����� �� ������� �� ������� (u⃗; v⃗)� �� ��� ������ ��
��������� �� ������� �� ��������� �������������� ��� ��������� ���������������� ������������

�� π

�� π

�� −3π
4

�� π
2

�� π
3

� � −arctan(3)+ π
�� −5π

6

�� arctan(1
3
) + π

�� −arctan(3
4
)

�������� ��

�� ���� M ′ (x
y
) �� ������� �� M �

�� M ′ ������ �
● M ′ ∈D1 �

● ÐÐÐ→MM ′ ��� ���������� � D1 �
��� ���� ���������� ������� �� ������� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
3x − 2y = −1
2x + 3y = 1

����� ����������� �� ������� � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = −1

13

y = 5
13

�� M ′ ������ �
● ÐÐ→AM ′ ��� ���������� � u⃗1 �

● ÐÐÐ→MM ′ ��� ���������� � u⃗1 �
��� ���� ���������� ������� �� ������� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x − y = −3
x + y = 0

����� ����������� �� ������� � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = −3

2

y = 3
2

�� M ′ ������ �
● ÐÐ→BM ′ ��� ���������� � n⃗ �

● ÐÐÐ→MM ′ ��� ���������� � n⃗ �

�



��� ���� ���������� ������� �� ������� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x + y = 7
x − y = −2

����� ����������� �� ������� � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = 5

2

y = 9
2

�� M ′ ������ �
● ÐÐ→CM ′ ��� ���������� �

Ð→
CD �

● ÐÐÐ→MM ′ ��� ���������� �
Ð→
CD�

��� ���� ���������� ������� �� ������� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x − 4y = −8
4x + y = −3

����� ����������� �� ������� � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = −20

17

y = 29
17

��



������� �� �� ������������ �� ������������

�������� �

���� E �� F ���� ��������� �� u ∶ E → F ��� ������������

A �� B ���� ���� �������������� �� E ��� ������
C �� D ���� ���� �������������� �� F ��� ������

������� ��� ���������� ��������� �

�� u (A ∪B) = (u(A)⋃u(B))�
�� u (A ∩B) ⊂ (u(A)⋂u(B))�
�� u−1 ⟨C ∩D⟩ = (u−1 < C > ⋂u−1 <D >)�
�� u−1 ⟨C ∪D⟩ = (u−1 < C > ⋃u−1 <D >)�
�� u−1 ⟨F /C⟩ = (E/u−1 < C >)�
�������� �

������ f �� g ��� ��������� ������� � ������� ������� ������� ��� f(x) = x+1 �� g(x) = x2 + x
x

� ��� ���������

f �� g ���������� ������ �

�������� �

�� ���� f ∶ { N → N

n ↦ 2n
� ������������� f �������� ��������� � ���������� � ��������� �

�� ����� ��������� ���� ������������� g ∶ N→ N ������ ��� g(n) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
n

2
�� n ��� ����

n �� n ��� �������

�� ���������� ��� ������������ g ○ f �� f ○ g� ���������� ���������� � ����������� � ���������� �

�������� �

�������������� ���� �������� �� ������
���� f ∶ E Ð→ F ��� ������������ �� ������� ����� ������ ��� ����������� g ∶ F Ð→ E ����� ��� g ○f = idE

�� f ○ g = idF � ������� ��� f ��� ��������� �� ��� g ��� �� ���������� �� f �

�������� �

������ f ∶ E Ð→ F �� g ∶ F Ð→ G ���� �������������

�� �� ������� ��� g ○ f ��� ��������� ��� E� ������� ��� f ��� ��������� ��� E�
������������� g �������� �������������� ��������� �

�� �� ������� ��� g ○ f ��� ���������� �� E ��� G� ������� ��� g ��� ���������� �� F ��� G�
������������� f �������� �������������� ���������� �

�� ���� h ∶ GÐ→H ��� ������������
������� ��� g ○ f �� h ○ g ���� ���������� �� �� ��������� �� f � g �� h ���� �����������

�� ���� ϕ ∶ E Ð→ E ��� ����������� ����� ��� ϕ ○ϕ = idE ��� ��� ��� ϕ ��� ������������
������� ��� ϕ ��� ���������� ��� ���� �� ���������� ϕ−1 �

�



�������� �

������ f ∶ { N Ð→ N

n z→ n + 1 �� g ∶
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

N Ð→ N

n z→ { n − 1 �� n ≥ 1
0 �� n = 0 �

������� ��� g ○ f = idN� ������� �� ������� ��� ������������� g ��� �� ���������� �� f �

�������� �

�� ���������� ������� ������� ��� �� �������� ����� �� R� R+� [0,2π]�[0,π/2]� [−π,π/2]�
�� ���������� ������� ���������� ��� �� �������� ����� �� [−1,1]� [0,1]�[3,4]� R� {1}� {−1,1}�

�������� �

���� f ∶ { R Ð→ R

x z→ 2x2 − 4x + 1 .

�� �� �������� f �������� ��������� ��� R �

�� ������� ��� f ��� ��������� ��� [1,+∞[� �� ������� ��� f ������� ��� ��������� �� [1,+∞[ ��� ���
����� ���� ���� ���������� �� ���������� ��� ����������� �����������

�� ���������� f([0,1])� f(R−)� f(R+)� f([−2,2])� f−1({−1})� f−1({1})� f−1([0,1])� f−1([−2,1])�
�������� �

���� �� ��� ��������� � ������ ����������� �� ������� � ������ ����� k ≤ n� ��������������

�� ���������� �� ������ �� ������� ����������

�� ���������� �� ������ �� ������� ��������� �

��� ��������� �� ����� � �

��� �� ��������� ��� �� ����� �� ��

�� ���� �������� ������������� �

�������� ��

������ A� B �� C ����� ��������� ����� ������� ��� ���� �

Card(A∪B∪C) = Card(A)+Card(B)+Card(C)−Card(A∩B)−Card(A∩C)−Card(B∩C)+Card(A∩B∩C).
������������ ���� �� ������ �� � � ��� ������� ��� ���� ��� �������� ��� ���� ������ ����� ������������
��� �������� ���������� ��� ������� ���� ������ ����� ������������ ��� ������� �������� ���������� ���
���� ������ ����� ����������� �� �������� ���������� ��� ������� �������� ��������� �� ���� ������ �����
������������ ������� � ������ �� ����� ��� �� ���� ��� ������ ����� ����������� �� ���������� ��� ��������� �

�������� ��

��� ������ ������ �� ������ ���������

● ���������� �� ������ �� ������� ��������� �������� ��� �����������

● ���������� �� ������ �� ����� ��������� �������� ����� ��� ���� �� ��������

�������� ��

�� ������ ��� ����� ���� ���� �� ����� ���� �� ������� �� ���� �� �� ������ ����� �� ���� ������ ���
���� ����� ���� �� ����

�� ����� ������������ ��� ������ ����� ����� �� ������ �� ����� ���������

�� �� ���� ���� ������ � ������ ������ ���������� �� ������ �� ������� ������� �

��� ���������� � ����� ����� ������ ���� ����� ������ �

�



��� ���������� � ����� ����� ������ ���� ����� ������ �

��� ���������� � ���� ��������� ���� ����� ������ �

��� �� ������ ����� �� ����� ������ ���� � �������

�������� ��

���� E ���������� ��� ������� � � ������� �� ���������� ����� ��

�� ���������� �� �������� �� E�

�� ���������� �� �������� �� E1� �� ������ �� E ���������� ��� ������� ����� � ������� ����������

�� ���������� �� �������� �� E2� �� ������ �� E ���������� ��� ������� ������

�� ���������� �� �������� �� E3� �� ������ �� E ���������� ��� ������� ���� �� ����� ��� ������� �����
������� �� ��� ���� ������� ��� ����������� �����������

�������� ��

�� ���� ������������� � ������ ���� ��� �� �� ������� ������� �� ������� ��������� ������� ������� �

�� ���� ������� �� ����������� ��� ��� ������ �

�� ��������� � ����� �� � ������ �

�� ��������� � ����� �� � ������ �

�� ��������� �� ����� �� �� �

�� ��������� �� ���� �� �� �

�� ��������� � �� �� � ����� �

�������� ��

�� �������� ������ ��� ��� ������� �� ������ ��������� ���������� � ������ �� ������������� � � ������
�� �������� �� � �� ��� �� ������� �� ������ ������� �������� �� ���������

�� �� ��� ������ ������� ���� ������� ��� �������� �

�� �� ����� ��� ������ �� ������������� ������� ���� ������� �

�������� ��

���������� �� ������ ������������ ��� ���� � ����� �� � ���� � �� � ������ ��

�������� ��

������� � ������ �� ������ �� ������ ���� n �������

�� p �������� ��������� ���� � ���� �

�� p �������� ���������� �

�������� ��

���� ���� �� ������ ���� �� ������� �� ����� ��� ���� ������� ���� ��� ������ ��� �� ���� ���� �������
��������� ������� ���� ��� ������� ������� ������ �

�������� ��

���� E �� �������� ��� �� �������� n ≥ 1� ���������� �� ������ �� ������� �� E �� �������� ���� ���������
��� ���������� �� �� ��������� ��� ������������

�������� ��

���� E �� �������� ���� �������� ∑
A∈P(E)

Card(A)�
�



�������� ��

���� (n, p) ∈ (N∗)2� �� ���� S(n, p) �� ������ �� ���������� ���� �������� �� �������� n ���� �� ��������
�� �������� p�

�� �������� S(n, p) ���� p > n� S(n,n)� S(n,1)� S(n,2)�
�� �������� S(n + 1, n)�
�� ��������� ��� ���� ���� n > 1 �� ���� p > 1� �� � S(n, p) = pS(n − 1, p) + S(n − 1, p − 1)�
�� �������� �� ���������� �� ������ ���� �������� S(n, p)�

�������� ��

������ �� ������ ��� ��������� ��������� �
● ����������� ��� ����� ���� �������� �� ������ n �� ��� ������� n! �
● ������� ��� ����� ���� �������� ���� ������� n �� p �� ��� ������� �� ������ ������������ ����

�������� � p �������� ���� �� �������� � n �������� �
● ������ ��� ����� ���� �������� ���� ������� n �� p �� ��� ������� �� ������ �� ��������������

� p �������� ���� �� �������� � n ���������
����������� ������ ����� �������� ���� n = 1000 �� p = 999� �� ���� ��� ���� ������ ���� �� ���� ��� ��������

�������� �� �������� �

�



������� �� �� ������� �� �� ������������ �� ������������

�� �������� �� ������ ����������

���� y ∈ u (A ∪B)� �� ������ x ∈ A ∪B ��� ��� u(x) = y�
�� ���� ��� x ∈ A �� x ∈ B� �� �� ������ ��� u(x) ∈ u(A) �� u(x) ∈ u(B)� �� ��� ������ y ∈
u(A) ∪ u(B) �� ����� u (A ∪B) ⊂ u(A)∪ u(B)�
�������� ����������� ����������� ���� y ∈ u(A) ∪ u(B)� �� ���� ������ ����� �
● ���� y ∈ u(A) �� ���� �� ������ x ∈ A ��� ��� u(x) = y �
● ���� y ∈ u(B) �� ���� �� ������ x ∈ B ��� ��� u(x) = y�

��� ���� ��� ���� ���� x ∈ A ∪B� �� ��� ������ y ∈ u (A ∪B) �� ����� u (A ∪B) ⊃ u(A) ∪ u(B)�
�� �� ��� �� A ∩B = ∅ ��� �������� �� �� ����� ���� ���� �� ��� ����������

���� y ∈ u (A ∩B)� �� ������ x ∈ A ∩B ��� ��� u(x) = y� �� ����������� x ∈ A �� x ∈ B� �� ��� �����
u(x) ∈ u(A) �� u(x) ∈ u(B) �� ����� y ∈ u(A) ∩ u(B)� �� ��� ������ �� �������� � �� � ���� ������
u (A ∩B) ⊂ u(A) ∩ u(B)�

�� �������� ����������� ��������

�� C ∩D = ∅� �� � u−1 ⟨C ∩D⟩ = ∅ ⊂ u−1 < C > ∩u−1 <D >�
�� �� ����� ���� �� ��� ���������� ���� x ∈ u−1 ⟨C ∩D⟩� �� ���� ��� u(x) ∈ C ∩D ���� u(x) ∈ C ��
u(x) ∈ D� �� ��� ������ ��� x ∈ u−1 < C > ∩u−1 < D > �� ������ �� �������� ����� � �����������
��������

�������� ����������� �����������

�� u−1 < C > ∩u−1 <D >= ∅� ��� �������� ��� ���� ������ ���� u−1 ⟨C ∩D⟩�
�� �� ����� ���� �� ��� ���������� ���� x ∈ u−1 < C > ∩u−1 < D >� �� ���� ��� x ∈ u−1 < C > ����
u(x) ∈ C ��� �� ����� x ∈ u−1 < D > ���� u(x) ∈ D� �� �� ������ ��� u(x) ∈ C ∩ D �� �����
x ∈ u−1 ⟨C ∩D⟩� ���� ������ �� �������� � �� � ���� u−1 ⟨C ∩D⟩ ⊃ u−1 < C > ∩u−1 <D >�

�� ��� ��� �� u−1 ⟨C ∪D⟩ = ∅ �� u−1 < C > ∪u−1 < D >= ∅ ������� ���� �������� ���������� ���� ��� ��
������ ��� �������� �� ��������� �� �� ������� ���� ���� �� ��� ����������

�������� ����������� �������� ���� x ∈ u−1 ⟨C ∪D⟩� �� � u(x) ∈ C ∪D ���� u(x) ∈ C �� u(x) ∈ D� ��
��� ����� x ∈ u−1 < C > �� x ∈ u−1 < D > �� ����� x ∈ u−1 < C > ∪u−1 < D >� ����������� ������� ���
��������

�������� ����������� ����������� ���� x ∈ u−1 < C > ∪u−1 < D >� �� ���� ��� x ∈ u−1 < C > ��
x ∈ u−1 <D >� ���� �� ������� ��� u(x) ∈ C �� ���� �� ������ u(x) ∈ D� �� �� ������ ��� u(x) ∈ C∪D�
�� ��� ������ x ∈ u−1 ⟨C ∪D⟩� ����������� ���������� ��� ��������

�� ��� ��� �� u−1 ⟨F /C⟩ = ∅ �� E/u−1 < C >= ∅ �� ������ ��� ���� �� ��������� �� �� ����� ���� ����
�� ��� ����������

�������� ����������� �������� ���� x ∈ u−1 ⟨F /C⟩� �� ���� ��� u(x) ∉ C ���� x ∉ u−1 < C >� �� ���
����� x ∈ E/u−1 < C > �� ������ ����������� ��������

�������� ����������� ����������� ���� x ∈ E/u−1 < C >� �� ���� ��� x ∉ u−1 < C > �� ����� u(x) ∉ C�
�� ����������� u(x) ∈ F /C �� ����� x ∈ u−1 ⟨F /C⟩� �� � ������ ����������� �����������

�������� �

���� ��� ����� �������� �� ��������� �� ���� ��� ���������� �g ��� ������ ��� R
∗ ������ ��� f ��� ������

��� R��

�



�������� �

�� ���� ��� ���������� �� ����� ���� ���� (n1; n2) ∈ N
2�

f(n1) = f(n2) ⇐⇒ 2n1 = 2n2

⇐⇒ n1 = n2

���� ���� ����� ��� ���������� ��� 1 ��� ��� ��������������

�� ������������� ��� ����������� �� ����� ���� ���� p ∈ N� p ������� �� ����� �� �����������

�� ������������� g(2p) = 2p

2
= p�

���� ����� ��� ��������� ��� g(2) = g(1) = 1�

�� ���� ���� n ∈ N� g ○ f(n) = g(2n) = n ���� g ○ f = idN� ����� ����������� ��� ����������

�� ����� �� � f ○ g(n) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
f(n) = 2n �� n ��� �������

f (n
2
) = n �����

� ����� ����������� ����� ��� ��������� ���

f ○ g(1) = f ○ g(2) = 2� ���� ����� ��� ���������� ��� 1 ��� ��� ������������� �������� ������ ���
������ ���� ��������

�������� �

���� ���� ������ n� g ○ f(n) = g(n + 1) = n + 1 − 1 = n ���� g ○ f = idN�

���� ������� g ����� ��� �� ���������� �� f � �� ����� f ○ g(n) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
f(n − 1) = n �� n ≥ 1
f(0) = 1 �� n = 0

������ f ○ g ≠ idN�

�������� �

�� �� ��������� �� ����� ��������� �� f � ����� ������� �� �������� ���� ���� x �

f(x) = 2(x − 1)2 − 1
���� ���� ����� �� ������� �� ���������� �� f

x

f(x)

−∞ 1 +∞
+∞+∞

−1−1

+∞+∞

�� �������� ����� ��� ���������� �� ����� �� ������ ���������� ��� f(0) = f(2) = 1�

�� f ��� ����������� ���������� ��� [1; +∞[ ���� ���� ��� ���������� �� ������ ��� �� ������� �� ����������
��� f ([1; +∞[) = [−1; +∞[�
���� f ��� ��������� �� [1; +∞[ ���� [−1; +∞[�
���� ���������� �� ����������� �� ���� ���������� ���� ���� y ∈ [−1; +∞[� �������� ���������� ��
y ��� [1; +∞[� ��� ���� ���� x �� ���� ���� y ≥ −1 �

f(x) = y ⇐⇒ 2(x − 1)2 − 1 = y
⇐⇒ (x − 1)2 = y + 1

2

⇐⇒ x = 1 ±
√

y + 1
2

�



��� ���� x +
√

y + 1
2

��� ���� ������������ [1; +∞[� �� �� ������ ������������

f−1(y) = 1 +
√

y + 1
2

�� ��� ������� �� ������� �� ���������� �� �� ��������� f(0)� f(1)� f(2)� f(−2)� �� ������� �

f ([0; 1]) = [−1; 1] f(R−) = [1; +∞[ f(R+) = [−1; +∞[ f ([−2; 2]) = [−1; 17]
�� ������� f−1 ({1}) = {2}� f−1 ({−1}) = {1} ���� �� �������� ���������� �� f �

����� ����� � ���������� f−1(0) = 1 + √2

2
���� ������� f−1([0,1]) = [1 + √2

2
; 2]

�� �� ���� ��� ��������� f−1 ⟨[0; 1]⟩ ��� ��� ������� ���������� �� [0; 1]
��� f � ����� � ���� ���������� ��� ����������� ��� ������� �� [0; 1] ��� ��

�������� f ���� f−1([0,1]) ��� ��� ������� ������� �� ������������ [0; 1] ��� �� ��������
f−1� ���������� �� f �

�� ������������ �� � f−1 ⟨[0; 1]⟩ = [0; 1 − √2

2
] ∪ [1 + √2

2
; 2] ���� ��������� ������

�����

�������� ��

● �� ������ �� ������� ���������� ��� ������� ������������ �� [[1; 3]] ���� ���������� ��� ������
���������
����� ���� 12 × 11 × 10 = 1320
● ��� ���������� �� ������ ���� (12

3
) = 12 × 11 × 10

3 × 2 × 1 = 220�

�������� ��

�� �� ������� �� ����� ������� �� ������� �

������ �� ����� �������� 3 2 1 0

������ �� ����� 8 12 6 1

�� ���� ���������� �� ������ T3� T2� T1� T0 ��� ����� �� ����� �� �������� �� ������ �� ����� ���������

��� �� ������� � ����� T2 �� 123 �������� ����������� �� ���� ����� �� � � ������� �� ������ ��
������� �� ������ �������������� �� [[1; 3]] ���� ��� ����� T2�

��� �� ������� � ����� T2 ���� �� ���� ����� �� 122 × 15 ���������
���� �� ���� ����� ���� ����� ���� �� �������� �������� �� �� ������� ��������� ������ �� � �
3 × 15 × 122 ������� ����������

��� ����� �� ���� ��������� �� ������� 3 × 12 × 152 �������������

��� �� ���� ����� ��� ����������� �� ���� �� � � ����� ������������� ��� ���������� � ������ �����
������ �

���� �� �� �� ������� �� ���� T3 �� �� ���� T1 �� �� ���� T0� �� � � 3! = 6 �������� ����������
��� ����� ������
���� �� ����� ������ �� � � 8 × 6 × 1 ���������
�� ������� ���� 6 × 8 × 6 ������� ��������� ���� �� ����

���� �� �� �� ������� ���� ���� T2 �� �� ���� T0� �� � � 3 �������� �� ������ �� ���� T0�
�� ������� ���� 3 × 122 × 1 ������� ��������� ���� �� ����

���� �� �� �� ������� �� ���� T2 �� ���� ����� T1� �� ������ �� � � � �������� �� �����������
�� ���� T2�
�� ������� ���� 3 × 12 × 62 �������������

����������� �� ������� 3 × 8 × 6 + 3 × 122 + 3 × 12 × 62 = 2016 �������������

�



�������� ��

�� �� ���� U � ���������� ��� ������� ���� 1� �� � card(C) = 9�
���� Z� ���������� ��� ������� ���� 0 �� 1� �� � card(Z) = 8�
�� ������ ��� ���� E �� �� ��������� �� ��� �������� �������� �
● �������� ��� �� ������ �� Z�
● ����� �� ���� ������� �� U

�� � ����� card(E) = 8 × 96�
�� ���� ������� �� ������� �� E1 �
● �� ������� �� ������ �� Z�
● ����� ���� ������ �� U �������� �� ����������
● ����� ���� ������ ������ �� U �������� ��� ���� �����������
● �� ����� �� ��������
● �� ������� ������ ������� ��� �������� ��� ��� �����������

������� ��� Z ⊂ U � �� �� ������ �

card(E1) = 8 × 8 × 7 ×⋯ × 3 = 8 × 8!

2!

�� �� ������ �� E ��� ���� �� �� ��������� �� ��� ������ ��� ������ ��� ���� ���������� {0; 2; 4; 6; 8}�
�� �� ������

card(E2) = 8 × 95 × 5
�� ������� ��� �������� ������������ � �� ������� ������ ����� �� ���� ��� ���� ����������� ���������

� 3� ����� ���� ��������� 1 �� 2 �� 3�

��������� ��� ����������� �� ����
● �� �� ������� ������ ����� ��� 3� �� ������� �� ������ � ����� 3456789�
● �� �� ������� ������ ����� ��� 2� �� ��� �������� �� ��� ��� ���� ������� ����������� ���� �������

�� 2�
��� �������� �� ������ 2346789 ��������� �� � � ��� ��������� ��������� ���� ������ ��� ��������
���� �� 2�
���� �� ���� �� �� ��� � ��� �� ���� �� 2� ���� �� ������ 2345678 ���������
���������� �� � � ���� 6 + 1 = 7 ������� �� ��� �������� ��� ���������� ��� 2�
● ����� �� �� ������� ������ ����� ��� 1� �� ��� �������� �

� �� ������� ����� ���� �� 2 � �� �������
� ������� �� ���� �� 2 � ��� ��������
� ������� ���� ����� �� 2 � (6

2
) �������� ���� 15 ��������

� ������� �� ���� �� 3 � ��� ��������
�� � ����� ���� �� ���� 1 + 6 + 15 + 6 = 28 ��������

�� ����������� ���� ��� ���� �� ������� �

card(E3) = 1 + 7 + 28 = 36
�������� ��

�� ����� (32
5
) = 201 376�

�� �� ������� � ����� �� ����������� � ������ ����� �� ���� �� � � (8
5
) = 56 �������� �� ���������

�� ������� � ������ �� ����������� � ������ ����� �� ���� �� � � ����� �� �������� �� ���������
����������� �� � � 2 × 56 = 112 �������� ��������� � ������ �� � ������

�� �� � � (8
2
) �������� ��������� � ����� �� (8

3
) �������� ��������� � �������

���� �� � � (8
2
) × (8

3
) = 1 568 �������� ��������� � ����� �� � �������

�� ����������� �� ��������� � ��������� ����� ��� �� � � (28
5
) �������� �� ���������

����� �� ������� �� ����� �� �� �� (32
5
) − (28

5
) = 103 096 ��������

�� �� ���� ����� ��� ����������� �� ��� �

�



���� �� �� �� ������� ����� ���
�� � ���� ������� ����� � � (28

5
) = 98 280 �������� ��������� ��� ����� �����

���� �� �� �� ������� ���������� �� ��� �� � � � �������� �� ������� �� ��� ���� (28
4
) �������� ��

������� ��� � ������ �������
������ �� � � 4 × (28

4
) = 81 900 �������� ��������� ���������� �� ���

����������� �� � � 98 280 + 81 900 = 180 180 �������� ��������� �� ���� �� ���

�� �� ������� �� �������� �� ����� ��� ����������� �� ��� �� ������ �������� ����� � �� ������� �� ���������

���� �� �� �� ������� � ����� ���� �� ���� ��� ��� ��� �� � �� ����� ���� �� ������
�� � � (7

3
) × (3

2
) = 105 �������� �� ���������

���� �� �� �� ������� ���� �� ���� ����� ����� ����� ��� ����� ��� ���� ������ ������ ����� ������
�������� ������ �� � � �� �������� �� ������� ����� �������� ����� ��� �� ��� �� �� ������
����� �� ������� �� ������ �� 21 × (3

1
) × (7

2
) = 1 323 ���������

����������� �� � � ���� 105 + 1 323 = 1 428 ���������

�������� ��

�� �� ��� ������ ���� ������ ��� �������� �� � � � � ����� � �� ������� �� ���� ������ ��� � ����� �� 3! = 6
�������� �����������
�� ���� �� ���� �� ������ �� � � 4! ���������� ���������� �� ���� �� ���� �� ��������� �� � � 6!

���������� ���������� �� ����� �� � � 3! ���������� ��������� ��� ������ �� ���
���� ����� �� ����� 3! × 4! × 6! × 3! = 622 080 ��������� ����������

�� �� � � 9! �������� �� ������ ��� ������ ������ ��� ���� �� ������ �� ���� ��������� ������ �� ����
�� ������ �� ����� �� ���� �� 10 ��������� �� ����� �� � � 4! �������� �� ������ ��� ������ �� ������
�� ������� �� ����� 9! × 4! × 10 = 87 091 200 ���������� ����������

�������� ��

���� �� ��� � ����� �� ������ ��� ������� ���� ����������� ���� ������� ���� � ������� ��� ���������� ��[[1; 5]] ���� {M ; A; T ; H ; S}� �� � �� � 5! = 120�

���� �� ��� � ���� �� ��� ���� ��� ������� ����� ��������� �� �� ���� ������� �� ������� �� ���������
�� ��������� �

������ �� �� ����� ��� ���� ��� ��� ��� ������ ������������ ����������� � (5
2
) = 10 ������������ �

������ �� �� ����� �� ��� ��� ��� ���� ������������ �������� � 2 ������������ �

������ �� �� ����� �� ��� ��� �� ������� ����������� � 1 ������������

�� � � ���� 10 × 2 = 20 ���������� �� � ����� �

���� �� ��� � ������ �� �� ���� �� ���� �������� �

������ �� �� ����� ��� ����� ��� ��� ��� ��� ������������ ����������� � (6
3
) = 20 ������������ �

������ �� �� ����� ��� ���� ��� ��� ��� ����� ������������ �������� � (3
2
) = 3 ������������ �

������ �� �� ����� �� ��� ��� �� ������� ����������� � 1 ������������

�� � � ���� 20 × 3 = 60 ���������� �� � ������� �

�������� ��

�� ���� �� ��� �� ��� �������� ���� ��������� ���� � ����� ����� �� ��� ��������� ������� � ������� ���
����������� �� ���������� ��� p �������� ���� ��� n �������� �� � � ���� np �������� �� ���������

�



�� ������� ��� �������� ���� ��������������� �� ��������� ��� ����������� ����� ��� �� ������ ��
�������� ���� ������ ������� �� ���� ���� ���� i ∈ [[1; n]]� ki �� ������ �� �������� ���� �� ������
�� i�

��� (ki) ��������
n

∑
i=1

ki = p ������� ����� �� ����������

�� ������ ���� �� ���������� �� �������� �� ���������� ������� �

Rn, p = {(k1; k2; ⋅; kn) ∈ N
n/ n

∑
i=1

ki = p}
�� ����� ��� ���� �� ������� ����������� ��� ������� ���� �� ��������� ���� ������ ���� �������� ���
������������
● ��������� n = 1� �� ��� � ������ ������� �� ������ ��� �������� ��� �� ��� � ����� ���� �������

������ ���� ���� p ∈ N
∗ �

card (R1, p) = 1
● ��������� n = 2� �� � � p+ 1 �������� �� ������� �� ������� ������ ��� �� ������ �� �������� ����

�� ������ ����� ����� 0 �� p� ��� ���� �� ������� ������ �������� ���� ��� ������ �������� ���� ����
�� ������ ������� ������ ���� ���� p ∈ N

∗ �

card(R2, p) = p + 1
● ��������� n = 3� ��������� ��� ����������� �� ��� ����� �� ������ k1 �� �������� ���� �� �������

������ �� ���������� ������ ���� ������� ��� ���� �������� �������� �� ��� � ���� �� ����� ���� ��
������� ������ ��� �������� ���� ��� �������� ���������
● ���� k1 = 0� �� � � p + 1 �������� �� ������� �� ������ ������ �
● ���� k1 = 1� �� � � p �������� �� ������� �� ������ ������ �
● ⋯
● ���� k1 = p� �� � � 1 ������� �� ������� �� ������ �������

�� ������� ����� �

card(R2, p) = (p + 1)+ p +⋯ + 1 = (p + 1)(p + 2)
2

● ��������� n ���������� ��������� �� ���� � 3�

�� ���� ����� ���� �� ������� ��� ������� k1� k2� ⋯� kn−1 ������ ���
n−1
∑
i=1

ki ≤ p ���� ����������

������������ �� ���������� ���� ������� ��� ������� ������� � ������� ����� ������ ��������
����������� ��� ���� ���� (si) �� ��� ���� ������ ���� ���� i ∈ [[1; n − 1]] ��� �

si = k1 + k2 +⋯ + ki = i

∑
j=1

ki

��������� ���� ��� ����� ��� ��� ���� � 0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ ⋯ ≤ sn−1 ≤ p� �� ��� ������� � ������� n − 1
�������� �������������� ����� ���� ���������� [[0; p]]� ���� ������ ������� ������� n−1 ��������
��������� ���� � ���� ���� [[0; p]]� �� ���� ���� ���������� ������� �� ������ ��� ��� ����������

���� �� ������ ���� ������ ������� � ���������� [[0; p]] ��� �������� ����� e2� e3� ⋯� en−1 ���
������������� �� ��� ���������� ���� ������������ ���� ���� j ∈ [[2; n − 1]] �� ���� ������� ej� ����
������� ��� kj = 0� ����� � ���� ��� sj = sj−1�

����� � �� ������� �� �� ������ ��� �� ����� ��� (ki)1≤i≤n ���������� ���������� �� ����� ��
n − 1 �������� ����� p + 1 + n − 2 = p + n − 1� �� �� ������ �

card(Rn, p) = (p + n − 1
n − 1 )

�� ���� ������ ����� ������� �
● ���� n = 1� �� �������� card (R1, p) = (p0) = 1�
● ���� n = 2� �� �������� card (R1, p) = (p+11 ) = p + 1�

● ���� n = 3� �� �������� card (R1, p) = (p+22 ) = (p+1)(p+2)
2

�

�



������� �� �� ��������� ����� �������� ������

�������� �

���� ���� n ∈ N
∗� �� ������ �� �������� fn ∶ x↦ xn�

�� ���� ���� n� �������� �� ������� �� ��������� �� fn ���� ���������� �� �������

�� ������ a ≠ b ���� ��������
���� ���� n� �� ���� τn(a; b) �� ���� ��������������� �� fn ����� a �� b�

��� �������� �� ������� �� τn(a; b)�
��� ��������� �� ������� ��������� ������� ���� ���� n ∈ N

∗

(bn − an) = (b − a) (bn−1 + abn−2 +⋯ + an−2b + an−1) = (b − a)n−1∑
k=0

akbn−1−k

����������� �� ������ �������� ��� ⋯

��� �� ������� ��� ������������� �� τn(a; b)�
��� ����������� ���������� �

lim
b
≠
→a

τn(a; b) = f ′n(a)
�� ����������� �� �������� �� n� �� ������� �� ���������� �� fn�

�� ������ n �� p ���� ������� �������� ��� ���� ���� ��� p > n� �������� �

xp > xn

�������� �

���������� ���������� �� ��������� ��� ��������� ����������

f1 ∶x↦ 1√
lnx

f2 ∶x↦ ln(x2 − 4)√
4x2 − 2x + 1 f3 ∶ x↦ ln(tan xπ

2
)

�������� �

������ ���������� � ���� ������ �� ���������� �������� �� ������ ��� ��������� ����������

g1 ∶x↦
√
3x − 2 − 1 g2 ∶x↦ 5

2x + 1 + 3

�������� �

������ f ∶ R → R ��� �������� �� a ∈ R� ������� �������� � ������ �� ������ �� f � �� ���� ������ ��
������ ��� ��������� ����������

f1 ∶x↦ f(a − x) f2 ∶ x↦ a − f(x)

�



�������� �

��������� ������������ ��������� ��� ������� ��������� �

�� lim
x→0

x2 + 2 ∣x∣
x

�� lim
x→−∞

x2 + 2 ∣x∣
x

�� lim
x→2

x2 − 4
x2 − 3x + 2

�� lim
x→π

sin2(x)
1 + cos(x)

�� lim
x→0

√
1 + x −√1 + x2

x

�� lim
x→+∞

√
x + 5 −√x − 3

�� lim
x→0

3
√
1 + x2 − 1

x2

�� lim
x→1

x − 1
xn − 1

�������� �

���� I �� ���������� �� R �� f �� g ���� ��������� ������� ��� I�
���� ������� ��� ������������ ���������� ���� �� ���� ��� ����� �� ������ ��� �����������

�� �� f �� g ���� ����������� ��� I ����� fg ��� ���������� ��� I�

�� �� f �� g ���� ����������� �� ��������� ��� I ����� fg ��� ���������� ��� I�

�� �� f �� g ���� �������� ��� I ����� f + g ��� ������� ��� I�

�� �� f �� g ���� �������� ��� I ����� fg ��� ������� ��� I�

�� �� f �� g ���� ������� ��� I ����� fg ��� ������ ��� I�

�������� �

���� f ∶ R Ð→ R ��� �������� ����� ��� f ○f ��� ���������� �� f ○f ○f ��� ����������� ������������� �������
��� f ��� ����������� �������������

�������� �

���� f ∶ R∗+ Ð→ R ��� �������� ������������ ����� ��� �� �������� g ∶ x↦ xf(x) ��� ����������� ������� ���
�� f �������� ��� R

∗
+ ����� f ��� �� �������� ������

�������� �

���� (a, b) ∈ (R∗+)2� ���������� �� ������� �� ���������� �� ������� �� ������������ �� ������������ �� ��
������� ��� ��������� ����������

f1 ∶x↦ e−
a

x2 f2 ∶x↦ x − a√x f3 ∶x↦ (1 + a

x
)x

f4 ∶x↦
√
1 + cos2 x f5 ∶x↦ (ax + b)x f6 ∶x↦ cos(ax2 + bx + 1)

sin(x)
f7 ∶x↦ arctan(ex) f8 ∶x↦ arcsin(x2 − 1) f9 ∶x↦ arccos( 1

1 + x)
f10 ∶x↦ cos3 x(1 − cosx)2

�������� ��

������� ��� ���������� ����������

�� ∀x ∈] − 1,+∞[, ln(1 + x) ≤ x �

�� ∀x ∈ R
∗
+ ∖ {1}, x + 1

x − 1 lnx ≥ 2 �

�� ∀x ∈ R
∗
+, x lnx − (x − 1) ≤ (x − 1)2 �

�� ∀x ∈] −∞,1], ex ≤ 1 + x + ex2

2
�

�



�������� ��

������ �� ������ �� �� �������� f ������ ��� R ��� f(x) = ∣3x − 2∣ − 2∣x + 1∣�
�������� ��

�������� ���� R ��� ��������� �� ����������� ��������� �

�� ln(x + 3
2

) = lnx + ln 3
2

�

�� 32x − 2x+ 1

2 = 2x+ 7

2 − 32x−1 �

�� (√x)x = x√x�

�� ln ∣2x + 1∣ + ln ∣x + 3∣ < ln 3�

�������� ��

������� ��� ��������� ��������� �������� �� ���������� ������� ������������ ���������� �� ���������

f1 ∶xz→ x3

x2 − 3 f2 ∶xz→ ln(x − 1) + ln(x + 1) f3 ∶xz→ ln(x2 − 1)
f4 ∶xz→

√
ln ∣x∣
x

f5 ∶xz→ tan(2x)
tanx

f6 ∶xz→ xarctan
1

x

f7 ∶xz→ sin(3x) + 3 sinx
�������� ��

���������� ���� ��� ������� ��������� �������� ��������� (n, p) ��� ���� ���� ��� np = pn�

�������� ��

�� ������ I �� ���������� �� R �� u ∶ I Ð→ R �� v ∶ I Ð→ R ���� ������������� �� ������� ��� u �� v

���� ���������� ��� I �� ��� u ��� ����������� �������� ��� I� ������� ��� uv ��� ��������� ��� I ��
�������� �� ��������

�� ������� �� ������ �� ������ �� ������������� f ∶ R+ Ð→ R ������ ��� f(x) = { xx �� x > 0
1 �� x = 0. ��

��������� ��� ����������� ��������� ��� ������ ����������� � �� ��

�� ������� �� ������ �� ������ �� ������������� f ∶ R+ Ð→ R ������ ��� f(x) = { x
1

x �� x > 0
0 �� x = 0. ��

��������� ��� ����������� ��������� ��� ������ ����������� � �� ��

�������� ��

������� � ∀x ∈]0,1[, xx(1 − x)(1−x) ≥ 1/2� ����������� � ������� ��� ���������� �� �� �������� x ↦ x lnx +(1 − x) ln(1 − x)��
�������� ��

���������� ��� ������� �� �� �������� f ∶ R→ R ������ ��� f(x) = cos(x
5
) + sin(x

3
) .

�������� ��

���� (α,β,ω) ∈ R
3� ������� ����� ������ ϕ ∈ R ��� ��� �

∀x ∈ R, α cos(ωx) + β sin(ωx) =√α2 + β2 sin(ωx +ϕ).
�������� ��

������ �� ������ �� �� �������� xz→ arcsin(sinx)�
�



�������� ��

��������� ��� ����������� ��������� � tan(arcsinx)� sin(arccosx)� cos(arctanx)�
�������� ��

�������� �� ��������� �� ������������� �� f ������ ��� f(x) = arcsin(2x√1 − x2)�

�������� ��

�� ������� ��� ���� ���� x ∈ [−1,1]� arcsinx + arccosx = π

2
�

�� ������� ��� ���� ���� x ∈ R
∗
+� arctanx + arctan 1

x
= π

2
� ����� ������� �������� ������� ���� ����

x ∈ R
∗ �

�� ������� ��� ���� ���� x ∈] − 1,1[� arctan
√

1 − x
1 + x = 1

2
arccosx.

�������� ��

�������� ���� R ��� ��������� ��������� �

�� arcsin2x = arccosx�

�� arcsin(x + 1) − arcsinx = π

6
�

�� arctanx + arctan(2x) = π

4
�

�� arcsinx = arccos 1
3
− arccos 1

4
�

�� arcsin
2x

1 + x2
= π

3
�

�� arcsinx = arctan2 + arctan3�

�������� ��

�������� arctan2 + arctan5 + arctan8�

�������� ��

�� ���� k ∈ N� ��������� arctan(k+1)−arctan(k)� ����������� � �� ������ �������� �� �������� �� �����
������������

�� �� ������� �� ������ �� lim
n→∞

( n

∑
k=0

arctan( 1

k2 + k + 1)) .
�������� ��

���� n ∈ N� �� ���� fn(x) = cos(narccosx) �� gn(x) = sin(narccosx)√
1 − x2

� ������� ��� fn �� gn ���� ���

��������� �������������

�������� ��

��� ���������� �� ���������� ������� �������� ��� ������ ���������� �� �� ������� �������� �
● ��� �� ��������� ������ ���� � �� �������� �� ����� �
● ��� �� ������ ��������� ���� � �� �������� �� ����� �
● ������ ��� ������ ��������� ���� � � �������� �� ������

��� �������� �� ������ ������� 20 × 0,15 + 5 × 0,10 = 3,50 e�
�� ���� f �� �������� ��� � ���� ������ ������ n ������� �� ���� ���� n ����������� ��������� ���� �����
�����������
�� ������ �������� �� ���������� ������� �� ����� �� �������� �� ������ �� ����������� ���������� ����
����� ����� �����

�



������� �� �� ������� �� �� ��������� ����� �������� ������

�������� �

�� ���� ���� n� fn ��� ������ ��� R�
�� ���� ���� x� �� � fn(−x) = (−x)n = (−1)nxn = (−1)nfn(x) ���� fn ��� �� �� ���� ������ ���
n�

�� ��� �� � τn(a; b) = bn−an

b−a
��� ���� �� �� ����� ��� ������������� � ���� ������ � �� ��������� ��� ����������� ��������� �������

�� ������ �� �������

(b − a)n−1∑
k=0

akbn−1−k = n−1
∑
k=0

akbn−k −
n−1
∑
k=0

ak+1bn−1−k� ��������� �� ���������� �������� k′ = k + 1 ���� �� ������� �����

= n−1
∑
k=0

akbn−k −
n

∑
k′=1

ak
′

bn−k
′ = n−1

∑
k=0

akbn−k −
n

∑
k=1

akbn−k

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
��� ������� k∈[[1; n−1]] ���� �������

= a0bn + n−1
∑
k=1

akbn−k −
n−1
∑
k=1

akbn−k − anb0 = bn − an
��� �� �������� �� ������� ������� ������������ �

τn(a; b) = bn − an
b − a = (b − a)∑n−1

k=0 a
kbn−1−k

b − a = n−1
∑
k=0

akbn−1−k

��� ���� ���� k ∈ [[0; n − 1]]� lim
b
≠
→a

akbn−1−k = akan−1−k = an−1� ������ ��� n ������ �� �� �����

���� ���� ���� an−1� �� ������� ����� �

lim
b
≠
→a

τn(a; b) = nan−1 = f ′n(a)
�� ����� ���� �� ������� �� ������� �� ���������� �� �� �������� fn�

�� �� ������� �� ������ �� fn� �� ���� ���� ��������� ��� ���������� �� fn ��� R
+� ��� ���� ���� n ��

���� ���� x > 0� f ′n(x) = nxn−1 > 0� �� �� ������ ��� ��� fn ���� ����������� ����������� ��� R
+�

�� ������ lim
+∞

fn = +∞� �� �� ������ ��� �������� �� ���������� ���������

�� n ��� ���� �

x

fn(x)

−∞ 0 +∞
+∞+∞

00

+∞+∞

�� n ��� ������ �

�



x

fn(x)

−∞ +∞

−∞−∞

+∞+∞

�� �� �������� ����� ����������� ��� ������������� ���� ���� x �

xp > xn
⇐⇒ xp − xn > 0 ⇐⇒ xn (xp−n − 1) > 0

�������� ���������� �� ������� �� �������
�� ����� �� xn ������ �� �� ������ �� n �� �� ����� �� x� �� ���� ���� ��� ����������� �� ����
����� �� ������ �� n�
���� ���������� �� ����� �� xp−n − 1� �� ���� �������� xp−n − 1 > 0� ����� � ���� xp−n > 1� ���� �������
���� ������ �� �� ������ �� p − n �� ���� ������� ���� �������� ��� ����������� �� ����
�� ���� ���� ���� ���������� �� ����� ������ ��� �
● ������� n �� p − n ���� ���� ��� ���� ������ �� ������� �� ������� �� ������ �

x

xn

xp−n − 1

xn (xp−n − 1)

−∞ −1 0 1 +∞

+ + 0 + +

+ 0 − − 0 +

+ 0 − 0 − 0 +
��� ��������� ���� ����� ���� �� ��� ]−∞; −1[ ∪ ]1; +∞[�
● ������� n ��� ���� �� p − n ������� �� ������� �� ������� �� ������ �

x

xn

xp−n − 1

xn (xp−n − 1)

−∞ −1 0 1 +∞

+ + 0 + +

− − − 0 +

− − 0 − 0 +
��� ��������� ���� ����� ���� �� ��� ]1; +∞[�
● ������� n ��� ������ �� p − n ����� �� ������� �� ������� �� ������ �

x

xn

xp−n − 1

xn (xp−n − 1)

−∞ −1 0 1 +∞

− − 0 + +

+ 0 − − 0 +

− 0 + 0 − 0 +
��� ��������� ���� ����� ���� �� ��� ]−1; 0[ ∪ ]1; +∞[�
● ����� ������� n ��� ������ �� p − n ������� �� ������� �� ������� �� ������ �

�



x

xn

xp−n − 1

xn (xp−n − 1)

−∞ −1 0 1 +∞

− − 0 + +

− − − 0 +

+ + 0 − 0 +
��� ��������� ���� ����� ���� �� ��� ]−∞; 0[ ∪ ]1; +∞[�

�������� �

�� �� ���� ��������� ��� ���������� �� �� ������ ��� ����������� ������� �� ��� ���������� �� ����������
��� ����������� ��������
�� ���� ���� ������� ������������� ��� ���� ����������

x > 0 �� ln(x) > 0
�� ��� ����� ���� ������� ]1; +∞[�

�� �� ���� ��������� ��� ���������� �� �� ������ ��� ����������� ������� �� ��� ���������� �� ����������
��� ����������� ��������
�� ���� ���� ������� ������������� ��� ���� ����������

4x2 − 2x + 1 > 0 �� x2 − 4 > 0
����� ����� �� �������� �� �������� ��������� ��� ����� ���� ���� x�
�� ������� ���� ���� ������� ] −∞; 2[∪]2; +∞[�

�� �� ���� ��� ���������� �� �� �������� ������������� ��� � ���������� {π
2
+ kπ; k ∈ Z} �� ��� �������

���� �� ���������� ���� ��������

�� ���������� �� tan
xπ

2
> π

2
����� ����� ��������� ���� ��� ����������� �� �� ����� ]2k; 2k + 1[

���� k ������ ��������

�������� �

�� �� ���� �������� ����� �������� x↦

√
3(x − 2

3
) − 1�

�� ��������� �� ������������� x ↦
√
x ↦

√
3x ↦

√
3(x − 2

3
) − 1� �� �� ������ ����� ������� ��

������ � ������ �� �� ������ �� ������ �� ���������� �������������� ��� ���������� ��������� �
● ����������� ����� ����� ��� ��������� ���� ������� �� � �

● ����������� ���� ������� (2/3−1)�

�� �� ���� �������� ����� �������� x↦
5

2
× 1

x + 1
2

+ 3�

�� ��������� �� ������������� x↦
1

x
↦

5

2
× 1

x
↦

5

2
× 1

x + 1
2

+3� �� �� ������ ����� ������� �� ������

� ������ �� �� ������ ��������� �� ���������� �������������� ��� ���������� ��������� �

● ���������� ���� ������� ��
5

2
����� ����� ��� ��������� �

● ����������� ���� ������� (−1/2
3

)�

�
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�������� �

�� ���� a ���� �� �������� x↦ a − x ���������� � ��� �������� ��� ����� ��� ��������� ��� ������� ��
����� ����������

a

2
�

�� ����� �� �� ����� M �� ����� ���������� x �� M ′ �� ����� ���������� a − x� �� ������ ��������
��� �� ������ �� [MM ′] ��� �������� �� ����� ����������

a

2
��� ��������� �� ������� �� ���������� ��

������ ��� ���������
������ �� ������ �� x ↦ f(a − x) ��������� ��� ��� �������� �� �� ������ �� f ��� ������� � �����

���������� x = a

2
�

�� �� ���� ��������� �� ���� ������������ ��� ��� ����������
�� �� ������ ��� �� ������ �� x ↦ f(a − x) ��������� ��� ��� �������� �� �� ������ �� f ���

������� � ����� ���������� y = a

2
�

�������� �

������ ��� ������� ���� � ������ �������������� �� ���� ���������� ��� ��� ����������� ���� ����� ��� �����
������������� �� �� ���� ��� �������� ���� �� ������� ������ �� ���������� ��� �������� �� �������� ���
������������

�� � ������ ����� ����������� �� ��� �� ������� lim
x
>
→0

x2 + 2 ∣x∣
x

= 2 �� lim
x
<
→0

x2 + 2 ∣x∣
x

= −2 ���� �� ��� � ���

�� ������ �� 0�

�� ���� �� ����� �� x ����� ���� � ��������� �� ����� �� ���� �������� x < 0 ��������� ��� �� −∞�

�� ������� lim
x→−∞

x2 + 2 ∣x∣
x

= −∞�

�� �� ������������ �������� ���� ���� x� x2 − 3x + 2 = (x − 1)(x − 2) ��� ���� �� �������� Δ ���� ���
���������

������ ���� ���� x ∈ R/{1; 2}� x2 − 4
x2 − 3x + 2 = (x − 2)(x + 2)(x − 2)(x − 1) = (x + 2)(x − 1) ���� lim

x→2

x2 − 4
x2 − 3x + 2 = 4�

�� ���� ���� x ∈ R/ {(2k + 1)π ���� k ∈ Z} �

sin2(x)
1 + cos(x) = 1 − cos2(x)

1 + cos(x)
= (1 − cos(x))(1 + cos(x))

1 + cos(x)= 1 − cos(x)
������ �� ������� lim

x→π

sin2(x)
1 + cos(x) = 2

�



�� �� ������� �� ��������� ���� ���� x ∈ [−1; +∞[/{0} �

√
1 + x −√1 + x2

x
= (

√
1 + x −√1 + x2)

x
×
(√1 + x +√1 + x2)
(√1 + x +√1 + x2)

= 1 + x − (1 + x2)
x(√1 + x +√1 + x2)
= x − x2

x(√1 + x +√1 + x2)
= 1 − x√

1 + x +√1 + x2

�� ������� ��������� lim
x→0

√
1 + x −√1 + x2

x
= 1

2
�� ���� ��������� � ���� ���� x ≥ 3 �

√
x + 5 −√x − 3 = (√x + 5 −√x − 3) × (

√
x + 5 +√x − 3)

(√x + 5 +√x − 3)
= x + 5 − (x − 3)(√x + 5 +√x − 3)
= 8(√x + 5 +√x − 3)

�� ������� ���� lim
x→+∞

√
x + 5 −√x − 3 = 0�

�� ����� ������ �� ���� ���������� ����� ���� �� �� �������� ���������� �

a3 − b3 = (a − b)(a2 + ab + b2)
�� ������� ������ ���� ���� x ≠ 0 �

3
√
1 + x2 − 1

x2
= ( 3

√
1 + x2 − 1)

x2
×
( 3
√
1 + x2

2 + 3
√
1 + x2 + 1)

( 3
√
1 + x2

2 + 3
√
1 + x2 + 1)

= 1 + x2 − 1
x2 ( 3

√
1 + x2

2 + 3
√
1 + x2 + 1)

= 1

( 3
√
1 + x2

2 + 3
√
1 + x2 + 1)

�� ������� ���� lim
x→0

3
√
1 + x2 − 1

x2
= 1

3
�

�� �� ��������� �� ������� �� �� ����� ��� ������ ����� ����� ������������ ���� ���� x ≠ 1 �

x − 1
xn − 1 = 1

xn−1
x−1

= 1

1 + x +⋯ + xn−1

�� ������� ����� lim
x→1

x − 1
xn − 1 = 1

n

�



�������� �

�� ����� �����
��� ��������� x↦ x �� x↦ x ���� ���������� ��� R �� �������� �� �������� x↦ x2 ����� ��� ����������
��� R�

�� ����� ����� ��������� f �� g ����������� �� ��������� ��� I�
���� ���� ������� u ≤ v �� I� �� � 0 ≤ f(u) ≤ f(v) �� 0 ≤ g(u) ≤ g(v)�
����� ��� ���� ������ ������������ ������� ��� ��� ������� ��������� �� ���� ��� ���������� �����
������ �� ������� f(u)g(u) ≤ f(v)g(v) �� ���� fg ��� �����������

�� ����� ����� ��������� f �� g �������� ��� I �� ������ M �� N ��� ��������� ���������� �� f �� g�
�� �� ���� ���� x �� I� f(x) ≤M �� g(x) ≤ N � ��� �� ���� ������� ������ � ������ ��� �����������
�� �� ������ f(x) + g(x) ≤M +N �� ����� f + g ��� ������� ���� M +N ��� ���������

�� ����� �����
��� ��������� x↦ −x2 �� x↦ −x2 ���� �������� ��� R ���� 0 ��� ���������
�� �� �������� x↦ x4 ����� ��� ������� ��� R�

�� ����� ����� ��������� ��� f �� g ���� �������� �� ��� ��� ���������� � ���� ��� ∣f ∣ �� ∣g∣ ���� ��������
�� ������ M �� N ��� ��������� ���������� �� ∣f ∣ �� ∣g∣�
���� ���� x �� I� 0 ≤ ∣f ∣ (x) ≤M �� 0 ≤ ∣g∣ (x) ≤ N � ����� ��� ������ ������������ ������� ��� ���
������� ��������� �� ���� ��� ����������� �� ������� 0 ≤ ∣f ∣ (x) × ∣g∣ (x) ≤ M × N � ������ ∣fg∣ ���
��������
��� ������ fg ��� �������

�������� �

��� ���������� �� �������� ��� �� ��������� �� AÔ⇒ B ��� (¬A) ∧B�
�� �� ���� �������� ��� f ○ f ��� ����������� f ○ f ○ f ��� ����������� ������������ ���� ��� f ����� ���
����������� �������������
�� ������������ ���� ������� ����� ������ ���� ������� u < v ���� ��� f(u) ≤ f(v)�
����� f ○ f ��� ����������� �� ��������� ����� ��������� ��� f ○ f � �� ������� f ○ f ○ f(u) ≤ f ○ f ○ f(v)
���� ����� ������� ��� f ○ f ○ f ��� ����������� �������������

�������� �

�� �� ����� ���� ��� ���������� �� �������� �� �� ������� ��� f �������� ��� R
+
∗� ������ �� ������ a > 0

��� ��� f(a) = 0�
���� ����� x �� ���� ����������� ��������
�� �� ������� x ≥ a ����� �� �

● xf(x) ≥ af(a) = 0 ��� g ��� ���������� � �� ��� ����� f(x) ≥ 0 ���� x > 0� �
● f(x) ≤ f(a) = 0 ��� f ��� �������������

����� �� x ≥ a� �� ������� f(x) ≥ 0 �� f(x) ≤ 0 �� ����� f(x) = 0�
�� ��� �� x < a �� ������ �� ������� ���������� �� ������� ��������� f(x) = 0�
����������� �� �������� f ��� ������

�������� �

�� �������� f1 ∶ x↦ a

x2
��� ������ �� ��������� ��� R

∗�

��� ������������ �� �������� �������� ��� ����� ������ �� ��������� ��� R
∗� �� ������� ���

f ′1 ∶ x↦ 2a

x3
e−

a

x2

�� �������� f2 ∶ x↦√
x ��� ������ ��� R

+ �� ��������� ��� R
+
∗ �

��� ������ �� �������� ������� ��� ������ ��� R
+ �� ��������� ��� R

+
∗ �� �� ������� ��� �

f ′2 ∶ x↦ 1 − a

2
√
x

�



���� f3� ��� ���������� ���� ���� x ���� ������� ������� �� �

(1 + a

x
)x = ex ln(1+a

x
)

�� �� ������ ��� �� �������� ��� ������ ��� ��������� ���� (1 + a

x
) > 0 �� ���� x ≠ 0� �� ������� ����

x ≠ 0 � (1 + a

x
) > 0 ⇐⇒ x + a

x
> 0

�� ���� ��� a > 0� �� ����� ������� �� ������ ����� ��� ��������� ] −∞; −a[∪]0; +∞[�
������ �� �������� ��� ������ �� ��������� ��� ]−∞; −a[∪]0; +∞[� �� ������� �� ������� �� ��������� ����
���� �� ������� �� �� ������� ����� �������� ��������� �� ������� �

f ′3 ∶ x↦ (ln(1 + a

x
) − a

a + x) ex ln(1+ a
x
)

���� ���� x� �� � 1 + cos2(x) > 0� �� �� ������� ��� ������������ ��� �� �������� f4 ��� ��������� ��� R�
�� ������� ��� �

f ′4 ∶ x↦ − cos(x) sin(x)√
1 + cos2(x)

���� f5� �� ������� �� ���� ��������� ��� ���� f3� �� ������� �� ������������ ��� ]−b
a
; +∞[� ����� �������

�� ������� �� ������� �

f ′5 ∶ x↦ (ln(ax + b) + a

ax + b) ex ln(ax+b)

�� ���������� �� f6 �� ���� ��� �� ��������� �� �������� ��� ������ ��� ��������� ��� ��� sin(x) ≠ 0�
����� � ���� ���� x ∈ R/ {kπ; k ∈ Z}� �� ������� �� ������� �

f ′6 ∶ x↦ −cos(ax2 + b + c) cos(x) + (2ax + b) sin(ax2 + bx + c) sin(x)
sin2(x)

��� ����������� f7 ��� ������ �� ��������� ��� R� �� ������� ��� �

f ′7 ∶ x↦ ex

1 + e2x
arcsin ��� ������ ��� [−1; 1] �� ��������� ��� ] − 1; 1[�
���� ��������� �� ������� �� ��������� �� f8� �� ���� �������� �

−1 ≤ x2 − 1 ≤ 1 ⇐⇒ 0 ≤ x2 �� x2 − 2 ≤ 0
⇐⇒ x ∈ [−√2;

√
2]

�� �������� ��� ���� ������ ��� [−√2;
√
2] �� ��������� ��� ]−√2; 0[ ∪ ]0; √2[�

�� ������� ��� �

f ′8 ∶ x↦ 2x

∣x∣√x2 − 2
���� f9� �� �������� �� ���� ��������� ���� �� �������� ����������� �� ������� ��� �������� ������ ���] −∞; −2] ∪ [0; +∞[ �� ��������� ��� ] −∞; −2[∪]0; +∞[�
�� ������� ��� �

f ′9 ∶ x↦ 1

∣x + 1∣√x(x + 2)
�� �������� f10 ��� ������ �� ��������� ���� cos(x) ≠ 1� ����� � ���� ���� x ∈ R/{2kπ; k ∈ Z}� �� �������
��� �

f ′10 ∶ x↦ −(cos (x) − 3) cos2 (x) sin (x)(cos (x) − 1)3

�



�������� ��

������� ��� ���������� ����������

�� ���� �� �������� f ∶ x ↦ x − ln(1 + x) ������ �� ��������� ��� ] − 1; +∞[� �� ������ �� ������� ��� f

��� ���������
��� ���� ���� x �� ������� �

f ′(x) = 1 − 1

x + 1= x

x + 1
�� �� ������ �� ������� �� ������ �� f ′ ���� �� ������� �� ���������� �� f ����� ����� �������
f(0) = 0�

x

x

x + 1

f ′(x)

f(x)

−1 0 +∞

− 0 +

+ +

− 0 +

00

�� �� ������ ��� f ��� ���� �������� ��� ��� ��������

�� ����� �� ���� ��������� ���� �� ��������� ���� �������

�� ���� g ∶ x↦ x + 1
x − 1 ln(x) − 2 ������ �� ��������� ��� R

+
∗/{1}�

����� ������� �� �������

g′(x) = −2(x − 1)2 ln(x) + (x + 1)x(x − 1) = 1

x(x − 1)2 (−2x ln(x) + (x + 1)(x − 1))
�� ������� �� ����� �� x(x − 1)2 � �� ��� �������� �� ����� �� g′(x) ��� ���� ����� ��� �� ����� ��
���������� ��� ���� ���� ϕ(x) ���� ϕ ∶ x↦ −2x ln(x) + (x + 1)(x − 1) ������ �� ��������� ��� R

+
∗ �

�� ��� �� ������ �����
ϕ′(x) = −2 ln(x) − 2 + 2x

�� ������ �� ����� �� ϕ′ ��� ���� ����������

�� ������� ����� ���� ���� x �� �������� ϕ′′(x) = −2
x
+ 2 = 2(x − 1)

x
�

����������� �� �� ������ �� ������� �� ������ �� ϕ′′ ���� �� ������� �� ���������� �� ϕ ����� �����
������� ϕ′(1) = 0�

�



x

x − 1

x

ϕ′′(x)

ϕ′(x)

0 1 +∞

− 0 +

+ +

− 0 +

00

�� ������������ �� �� ������ ��� ϕ ��� ����������� ����������� ���� ����� ϕ(1) = 0� �� ����
���������� �� ������� �� ���������� �� g�

x

ϕ(x)

g(x)

0 1 +∞

− 0 +

����� � ���������� �� ������ �� g �� 1� ��� ���� ���� x �� ������� �� g� �� �

g(x) = (x + 1) × ln(x)
x − 1 − 2

�� ��������� ���
ln(x)
x − 1 = ln(x) − ln(1)

x − 1 ��� �� ���� ���������������� ����� �

ln(x) − ln(1)
x − 1 ÐÐ→

x
≠
→1

ln′(1) = 1
����������� ��� ������� �� ���������� �� ������� lim

x
≠
→1

g(x) = 0� �� ��� ������ �� ���������

g ��� ���� �������� ��� ��� ������� �

�� �� � ���� ���� x ∈ R
∗
+ �

x lnx − (x − 1) ≤ (x − 1)2 ⇐⇒ (x − 1)2 + (x − 1) ≥ x ln(x)
⇐⇒ x(x − 1) ≥ x ln(x)
⇐⇒ (x − 1) ≥ ln(x) ��� x > 0

������� ����������� (x−1) ≥ ln(x) �� ���� �� �������� �� �������� x↦ (x−1)− ln(x) �� ������� ����
��������� � �� ��� � ��� ���� �� ��

�� �� ������ �� �������� h ∶ x↦ 1 + x + ex2

2
− ex ��� ��� ������ �� ��������� ��� R�

���� ���� x �

h′(x) = 1 + ex − ex h′′(x) = e − ex
�� �� ������ ��� h′′(x) ��� �������� ���� x ≤ 1� �� ����������� ��� h′ ��� ���������� ��� ] −∞; 1]�
��� h′(0) = 0�
������ �� ����� �� h′ �� ��� ���������� �� h ��� ] −∞; 1] ���� �

�



x

h′(x)

h(x)

−∞ 0 1

− 0 +

00

�� ����� �� ������� h(0) = 0�
������ ���� ���� x ≤ 1� h(x) ≥ 0� �� ��� ������ �� ���������

�������� ��

�������� ���� R ��� ��������� �� ����������� ��������� �

�� ����� �������� ����� ���� ������� x > −3 �� x > 0 �������������� ����� � ���� ���� x > 0�
������� ����� ���� ���� x > 0� �� � �� ����� �������������� �

ln(x + 3
2

) = lnx + ln 3
2

⇐⇒ 2 ln(x + 3
2

) − (lnx + ln 3) = 0
⇐⇒ ln((x + 3

2
)2 × 1

3x
) = 0

⇐⇒
(x + 3)2
12x

= 1
⇐⇒

(x + 3)2 − 12x
12x

= 0
⇐⇒

x2 − 6x + 9
12x

= 0
⇐⇒

(x − 3)2
12x

= 0
�� ������� �� �������� x = 3�

�� ����� �������� ����� ���� ���� ���� x� �� ����� ���� ���� x� �� � ��� ������������ �

32x − 2x+ 1

2 = 2x+ 7

2 − 32x−1 ⇐⇒ 32x + 32x−1 = 2x+ 7

2 + 2x+ 1

2

⇐⇒ e2x ln(3) + e(2x−1) ln(3) = e(x+7/2) ln(2) + e(x+1/2) ln(2)
⇐⇒ e2x ln(3) (1 + e− ln(3)) = ex ln(2) (e7/2 ln(2) + e1/2 ln(2))
⇐⇒

e2x ln(3)
ex ln(2) = (e

7/2 ln(2) + e1/2 ln(2))
(1 + e− ln(3))

⇐⇒ 2x ln(3) − x ln(2) = ln⎛⎝
(e7/2 ln(2) + e1/2 ln(2))

(1 + e− ln(3))
⎞⎠

⇐⇒ x = 1

2 ln(3) − ln(2) × ln⎛⎝
(e7/2 ln(2) + e1/2 ln(2))

(1 + e− ln(3)) ⎞⎠
⇐⇒ x = 1

2 ln(3) − ln(2) × ln⎛⎝
(8√2 +√2)
(1 + 1

3
) ⎞⎠

⇐⇒ x = 1

2 ln(3) − ln(2) × ln(27
√
2

4
)

��



�� ������������ ��� ������ ���� ���� x > 0 �� �� � ����� �� ����� �������������� ��������� �

(√x)x = x√x
⇐⇒ ex ln(√x) = e√x ln(x)
⇐⇒ ex ln(x)/2 = e√x ln(x)
⇐⇒ x ln(x) = 2√x ln(x)
⇐⇒ ln(x) (x − 2√x) = 0
⇐⇒ (x − 2√x) = 0 �� ln(x) = 0
⇐⇒ x2 = 4xoux = 1
⇐⇒ x(x − 4) = 0 �� x = 1
⇐⇒ x = 4 �� x = 1

�� � ���� ���� ��������� � � �� ��

�� ����� ���������� ��� ������ ������� ∣2x + 1∣ > 0 �� ∣x + 3∣ > 0� ������ �� ���� ����� x ≠ −1
2

�� x ≠ −3�
���� ��� ���������� �� � ��� ������������ �

ln ∣2x + 1∣ + ln ∣x + 3∣ < ln 3 ⇐⇒ ln (∣2x + 1∣ × ∣x + 3∣) < ln(3)
⇐⇒ ∣(2x + 1)(x + 3)∣ < 3
⇐⇒ −3 < (2x + 1)(x + 3) < 3

��� ��������� �� ������������ �� ������ ���� ���� ��� ������������� ��� ��������� �� (2x+ 1)(x+ 3) < 3
�� ��� ��������� �� (2x + 1)(x + 3) > −3�
�� ������� ����� ����� ��������� �

(]−7
2
; −2[ ∪ ]−3

2
; 0[) /{−3; −1

2
}

�������� ��

f1 ��� ������ �� ��������� ��� R/{−√3;
√
3}� �� ����� ���� ���� x �� ��� ������� �� ���������� �� �

f1(−x) = (−x)3(−x)2 − 3 = −x
3

x2 − 3 = −f1(x)
����� �������� ��� ���� ��������
�� ���� �� ������� ����� ����� ������ �� ������������� �

f ′1(x) = x2(x + 3)(x − 3)(x2 − 3)2
�� ������ �� ���� �� ��������� �� f1 ��� R

+/{√3} ����������� ��� �������� ��� ��� �������� �� �������
������ �� ����� �� x = 3�
����� � ���������� ��� ������� �� f1 �� +∞ �� � ������ �� � ������ ��

√
3�

���� ���� x ��� ��� �� ������� �� ���������� �� �

f1(x) = x

1 − 3
x2

�� �� ������
lim
+∞

f1 = +∞
���� �� ������ ������ ��

√
3� �� ������ ���� ���� x �� ������� �

f1(x) = x3

(x −√3) (x +√3)
�� �� ������

lim√
3
+
f1 = +∞ �� lim√

3
−
f1 = −∞

����������� �� ���� ������������ ���� �� ������� �� ���������� �� f1 ��� R
+� ���������� ��� ���������� ��

��������� ��� �������� ���������

��



x

f ′1(x)

f1(x)

0
√
3 3 +∞

− − 0 +

00

−∞

+∞

9
2
9
2

+∞+∞

f2 ��� ������ ���� x > 1 �� x > −1� ���� ��� ]1; +∞[� ��� ������� �� ��������� ����� ��� ����������� ����
����� ���� �� ����� �� ��������
��� ��������� x ↦ ln(x − 1) �� x ↦ ln(x + 1) ���� ����������� ����������� ��� ������������ ������ f2 ���
����������� ���������� ��� ������
������� ����� lim

x→1+
ln(x − 1) = −∞ ��� ����������� �� ������ lim

1+
f2 = −∞ ��� ������

����� lim
+∞

f2 = +∞ ��� ������

f3 ��� ������ ��� ] −∞; −1[∪]1; +∞[
���� ��� ����� ��� f3(−x) = ln ((−x)2 − 1) = ln(x2 − 1) = f3(x)�
�� ����� ���� ���� x > 1� ln(x2 − 1) = ln ((x − 1)(x + 1)) = ln(x − 1) + ln(x − 1) = f2(x)� ������ �� ������
�� ������� �� f2 ����� �� f3 ��� ���������

f4 ��� ������ ������� x ≠ 0 ��
ln ∣x∣
x
> 0�

�� ����� ������� �� ������ �� ������������
ln ∣x∣
x

�����

x

ln ∣x∣
x

ln∣x∣
x

−∞ −1 0 1 +∞

+ 0 − − 0 +

− − 0 + +

− 0 + − 0 +

�� �� ������ ��� �� ������� �� ��������� �� f4 ��� [−1; 0[∪[1; +∞[
�� �� ������� �� �������� g ∶ x↦ ln ∣x∣

x
��� ��� ������ ��� R

∗ �� ������� �� �� ������� �� ������� �� �����

�������� ����� �� f4 ��� ����������� ��� �������

���� ���� x > 0� ∣x∣ = x �� ��� ������ g′(x) = 1 − ln(x)
x2

�

g′ ��� ���� �������� ��� [e; +∞[ �� �������� ��� ]0; e]� �� ��� ���� ����� ��� ���������� �� g�

�� ������� g(e) = 1

e
�

�� ����� lim
x→0+

g(x) = −∞ ��� ���������

����� lim
x→+∞

g(x) = 0 ��� ���������� ���������

����������� �� ������� �� ���������� �� g ��� �

��



x

g(x)

−∞ −e 0 e +∞

00

−1
e
−1
e

+∞

−∞

1
e
1
e

00

−1

0

1

0

������� �� g ���� ������ ���� ������� f4 ��� ����������� �

x

f4(x)

−1 0 1 e +∞

00

+∞

00

√
e

e

√
e

e

00

f5(x) ������ ��� ���
● 2x ∉ {π

2
+ kπ; k ∈ Z}

● x ∉ {π
2
+ kπ; k ∈ Z}

● tan(x) ≠ 0� ����� � ���� x ∉ {kπ; k ∈ Z}
�� ����������� �� ��� ����� ���������� ����� �� ������� �� ��������� �� �� ������������ R/{kπ

4
; k ∈ Z}�

�� ����� ����� �� ���������� ��� ���������� �� ������� π
2

�� ��� �� ������������ ��� ���������� ��
������� π� �� �� ������ ��� π ��� ��� ������� �� f5�
������� ����� �� ������� �� ��������� �� f5 ��� ���������� ��� ������� � 0 �� ���� ���� x �� �� �������

f5(−x) = tan(−2x)
tan(−x) = − tan(2x)− tan(x) = f5(x)

������ f5 ��� ������ �� ���� ���� ��������� ����� �������� ��� ]0; π
4
[ ∪ ]π

4
; π

2
[�

���� ���� x �� �� ������� �

f5(x) =
2 tan(x)

1−tan2(x)
tan(x)

= 2

1 − tan2(x)
����� �������� ����� �������� ������� �� �� ��������� ������ ���� ���� 0 < u < v < π

4
� �� � �

0 < tan(u) < tan(v) < 1Ô⇒ 1 − tan2(u) > 1 − tan2(v) > 0Ô⇒ f5(u) < f5(v)
�� ������ ��� ���� �� ���������� ��� ��������� ����� �� ������� ��� ]0; +∞[�
�� ������������ �� �� ������ ��� f5 ��� ����������� ���������� ��� ]0; π

4
[�

�� ����� �� ���� ������� ������� ��� ����������� ���������� ��� ]π
4
; π

2
[�

����� � �������� ��� ��������
�� � lim

x→π
4

−
(1 − tan2(x)) = 0+ �� ���� lim

x→π
4

−
f5(x) = +∞�

�� ������ �� ����� lim
x→π

4

+
f5(x) = −∞�

����� �� ���� ��� lim
x→π

2

−
tan(x) = +∞ �� ����� lim

x→π
2

−
f5(x) = 0−�

����� � �������� f5(0) = 2 ���� ������� ������� �� ������� �� ���������� ��� ��� ������� �� ���������� ��
�������

��



x

f4(x)

−π
2

−π
4 0

π
4

π
2

0

−∞

+∞

22

+∞

−∞

0

f6 ��� ������ �� ��������� ��� R
∗�

�� ����� ���� ���� x ≠ 0� f6(−x) = (−x) × arctan 1

−x = xarctan
1

x
��� arctan ��� �������� ���� f6 ���

������ �� ������ ���� �� ������� ������� � R
+�

�� ������� ����� ���� ���� x > 0 �

f ′6(x) = arctan 1

x
+ x ×

−1
x2

1 + 1
x2

= arctan 1

x
− x

1 + x2

�� ����� ��� ������� �� ��������� �� ����� �� f ′6� ���� ���� x ≠ 0� ����� �������� ��� ��������� �� �� ��������
����� ������ �

f ′′6 (x) = −2(1 + x2)2
������ f ′6 ��� ����������� ������������ ��� ] −∞; 0[ �� ��� ]0; +∞[�
���� �� � lim

x→+∞
arctan

1

x
= 0 ��� ����������� �� �� � lim

x→+∞
− x

x2 + 1 = 0 �� ��������� ��� ���������� ��

����� ������������������
�� � ���� lim

x→+∞
f ′6(x) = 0 ��� ����� �� �� �� ������ ����� ��� f ′6 ��� �������� ��� R

+�

������ f6 ��� ����������� ���������� ��� R
+
∗�

�� ����� lim
x→0+

arctan
1

x
= π

2
�� lim

x→+∞
arctan

1

x
= 0� ��� ������� �� ������� ����

lim
0+

f6 = 0�

���� �� ������ �� +∞� �� ���� �� ���������� �� �������� u = 1

x
� ����� � ���� x = 1

u
� ���� x > 0�

���� ��� x ���� ���� +∞ ��� ���������� � ���� ��� u ���� ���� 0+� �� � ����� �

xarctan
1

x
= arctanu

u
= arctanu − arctan0

u − 0
�� ��������� �� �� ���� ��������������� �� �� �� ������ �

lim
u→0+

arctanu

u
= 1

1 + 02 = 1
������

lim
u→0+

f6(x) = 1
�������� ��

tan(arcsinx) ������ ���� arcsinx ∉ {−π
2
;
π

2
}� ����� � ���� ���� x ∉ {−1; 1}�

���� ���� x ∈] − 1; 1[� �� ���� u = arcsinx� �� ����� ��� sin(u) = x� �� ������� � ���������� �� ������
�� tan(u)�
���������� ��� u ∈ ]−π

2
;
π

2
[� �� ����� ��� cos(u) > 0� �� ���� ���� ������ cos(u) = √1 − sin2(u) =√

1 − x2�

����������� �� � ���� tan(arcsinx) = sin(u)
cos(u) = x√

1 − x2
�

��



sin(arccosx) ������ ���� x ∈ [−1; 1]�
���� ���� x ∈ [−1; 1]� �� ���� u = arccosx� �� ��� ����� x = cosu� �� ������� � ���������� sin(u)�
���������� ��� u ∈ [0; π]� �� ����� ��� sin(u) ≥ 0� �� ���� ���� ������ sin(u) =√1 − cos(u)2�
���������� sin(arccosx) = sin(u) =√1 − cos(u)2 =√1 − x2�

���� �� ���� �������� �� ������� ���� ���� x ∈ R, cos(arctanx) = 1√
1 + x2

�

�������� ��

������������ f(x) ������ ���� �
● 1 − x2 ≥ 0� ����� � ���� x ∈ [−1; 1] �
● 2x

√
1 − x2 ∈ [−1; 1]�

���� x ∈ [−1; 1]� ��������� ������������ �

2x
√
1 − x2 ∈ [−1; 1] ⇐⇒ ∣2x√1 − x2∣ ≤ 1

⇐⇒ 4x2(1 − x2) ≤ 1 ��� ����� ��� ����������� ���������� ��� R
+

⇐⇒ −4x4 + 4x2 − 1 ≤ 0
⇐⇒ −(2x2 − 1)2 ≤ 0 �� ��� ��� �������� ���� �

���������� �� ������� �� f ��� [−1; 1]�
�������� �� f ���� ������ � ����� ���� ���� x ∈ [−1; 1]� θ = arcsinx� ����� � ���� x =∈ θ� �� � ����� �

f(x) = arcsin(2 sin θ√1 − sin2 θ)
�� θ ∈ ]−π

2
;
π

2
[[� �� ��� ����� cos θ ≥ 0� ����� �

f(x) = arcsin (2 sin θ cosθ) = arcsin(sin(2θ))
�� ���� ���������� ����� ��� ����������� �� ��� �

● ���� 2θ ∈ [−π
2
;
π

2
] ⇐⇒ θ ∈ [−π

4
;
π

4
]� �� � arcsin(sin(2θ)) = 2θ�

������ ���� x ∈ [−√2

2
;

√
2

2
]� �� �

f(x) = 2arcsinx
● ���� 2θ ∈ ]−π

2
; π] ⇐⇒ θ ∈ ]π

4
;
π

2
]� �� � arcsin(sin(2θ)) = 2θ − π�

������ ���� x ∈ ]√2

2
; 1]� �� �

f(x) = π − 2 arcsinx
● ��� �� ������������ ���������� ���� x ∈ [−1; −√2

2
[� �� �

f(x) = −π − 2arcsinx
�������� ��

�� �� �� �������� �� ���� ��� cos(a) = sin(π
2
− a)�

��������� ��� ���� ���� ��������� ��� ����������� � arcsinx = π

2
− arccosx�

��� �� ���� ��� 0 ≤ arccosx ≤ π� �� ��� ����� −π ≤ −arccosx ≤ 0 �� ����
−π
2
≤ π

2
− arccosx ≤ π

2
�

�� ���� ���� ��������� ����� � ����� ������� ���� ������� ��� ������� ����������� �

arcsinx = π

2
− arccosx ⇐⇒ sin arcsinx = sin(π

2
− arccosx) ⇐⇒ x = cosarccosx� �� ��� ��� �����

��



�� ���� ���������� �� �� �������� �� ���� ���
1

tan(a) = tan(π2 − a)�

��������� ��� ���� ���� ��������� ��� ����������� � arctanx = π

2
− arctan 1

x
�

��� ���� ���� x > 0� 0 < arctan 1

x
< π

2
� �� ��� ����� −π

2
< −arctan 1

x
< 0 �� ���� 0 < π

2
−arctan 1

x
< π

2
�

�� ���� ���� ��������� �������� � ����� ������� �� ������� ��� ������� ����������� �

arctanx = π

2
− arctan 1

x
⇐⇒ tan arctanx = tan(π

2
− arctan 1

x
) ⇐⇒ x = 1

tanarctan
1

x

⇐⇒ x = 1
1
x

�� ��� ��� �����

�� ��� ������ ����� �� ����� �� �� �������� x ↦
1 − x
1 + x ���� ������ ������� ��� �������� ��� ] − 1; 1[

���� ��������� ��� ���� �������

�� ����� ���� ���� x ∈]− 1; 1[� �� � arctan

√
1 − x
1 + x ∈ ]0; π

2
[� ��� ��� ���������� ������� ��� ���������

�� � ���� �� ����� �������������� �

arctan

√
1 − x
1 + x = 1

2
arccosx ⇐⇒ 2arctan

√
1 − x
1 + x = arccosx

⇐⇒ cos
⎛⎝2arctan

√
1 − x
1 + x

⎞⎠ = x
⇐⇒ 2 cos2

⎛⎝arctan
√

1 − x
1 + x

⎞⎠ − 1 = x
��� �� ���� ��� cos2(a) = 1

1 + tan2(a) � �� ������� ����� �

arctan

√
1 − x
1 + x = 1

2
arccosx ⇐⇒ 2 × 1

1 + tan2 ⎛⎝arctan
√

1 − x
1 + x

⎞⎠
− 1 = x

⇐⇒ 2 × 1

1 + 1 − x
1 + x

− 1 = x
⇐⇒ 2 × 1

2
1+x
− 1 = x

⇐⇒ 1 + x − 1 = x
�� ��� ��� ���� �

�� � ������������� sin(u) = sin(v) ⇐⇒ u = v ���������� �� u �� v ������
�������� � �� ���������� ��� ������ �� �������� ����� ��� ����������

��� ������� ��� [0; π[� �� ��� ��� ������������� sin(u) = sin(v) ⇐⇒ u = v ���� ��

��� ��� [−π
2
;
π

2
]�

�� ���� ����� �� ����������� ���������� ���� ������� �� ���������

�������� ��

�� �� ���� x ∈ [−1; 1] �� 2x ∈ [−1; 1] �� ������ ��� �������� �� ��������� �� arcsin �� arccos�
������ �� ���� x ∈ [−1

2
; 1

2
]�

�� ������ ��� �������� ������ �� ��� ���� ���������� �� �� ������ ����� ��� arcsin(2x) �� arccos(x)
���� ���� [−π

2
; π

2
] ∩ [0; π]� ����� � ���� [0; π

2
]�

��



�� ������������ x ��� ��������� �������� ����� � ���� ���� [0; 1
2
]�

��� [0; π
2
]� sin ��� ���������� �� � ���� ��� ������������ �

arcsin(2x) = arccos(x) ⇐⇒ 2x = sin (arccos(x))
������ u = arccos(x)� �� ���� ��� u ∈ [0; π] �� ��� cos(u) = x� �� �� ������� sin(u)� ���� �� ����
��� sin2(u) = 1 − cos2(u)� �� ��� ����� sin(u) =√1 − x2 ��� u ∈ [0; π] ��� ���� sin(u) ≥ 0��
����������� �� �

arcsin(2x) = arccos(x) ⇐⇒ 2x =√1 − x2

����� �������� �������� � ����� ��������
√
5
5

��� ��� ���� ���� �� ������� �� ���������

�� ����� ���������� ��� ������ ���� x + 1 ∈ [−1; 1]� ����� � ���� x ∈ [−2; 0]� �� x ∈ [−1; 1]� �� ��������
���� ���� ���� x ∈ [−1; 0]�
���� �� ���� arcsin(x + 1) ∈ [0; π

2
] �� arcsin(x) ∈ [−π

2
; 0]�

�� �� ���������� �������� ����� �������� �� ���� ��������� ����� �����

arcsin(x + 1) − arcsinx = π

6
⇐⇒ arcsin(x + 1) = π

6
+ arcsinx

������� ��� arcsin(x + 1) ∈ [0; π
2
] �� ��� arcsin(x) ∈ [−π

2
; 0]� �� �� ������ ��� ���������������

arcsinx ∈ [−π
6
; 0]� ����� � ���� x ∈ [−1

2
; 0]

������� ����� �� � ����� �

arcsin(x + 1) − arcsinx = π

6
⇐⇒ arcsin(x + 1) − π

6
= arcsinx

�������� �� ������ ��� �������� �������������� �� ��� �������� �� � ����� ��������������� arcsin(x+
1) ∈ [0; π

6
]� ����� � ���� x + 1 ∈ [−1

2
; 0]� ���� x ∈ [−1; −1

2
]�

��� �������� ���������� ���� �������������� � [−1
2
; 0]∩ [−1; −1

2
] = {−1

2
}� ���� �� ��� ����� ��� x = −1

2

����� ��� ���������
����� �������� ��� ���� ��� �� ��������� �

�� ����� ���������� ��� � ������ ������ ��� R�
x �� ���� ��� ���� ������� ��� ���� �� ���� �� ������ arctan(x) < 0 �� arctan(2x) < 0 �� ����
arctan(x) + arctan(2x) < 0�

�� ����� x �� ���� ��� ���� ��������� � � ��� ���� �� ���� �� ������ arctan(x) > π

4
�� arctan(2x) > π

4
�� ���� arctan(x) + arctan(2x) > π

2
�

�� ���� ���� �������� ��� x ∈ [0; 1[� ���� �� ���� ��� ���� ������� �� ��������� ������������� �]−π
2
; π

2
[ �� �� ���� ��������� ��� ������������ �� ���������� �������� �

arctan(x) + arctan(2x) = π

4
⇐⇒ tan (arctan(x) + arctan(2x)) = tan π

4

����� �������� ������� ����� �

tan (arctan(x) + arctan(2x)) = tan π

4
⇐⇒

x + 2x
1 − 2x2

= 1
⇐⇒

2x2 + 3x − 1
1 − 2x2

= 0

�� ������� �� ����� �������� ������

√
17 − 4
4

�

��



�� �� �������� ���� ���� x ∈ [−1; 1] �

arcsinx = arccos 1
3
− arccos 1

4
⇐⇒ x = sin(arccos 1

3
− arccos 1

4
)

⇐⇒ x = sin(arccos 1
3
) cos(arccos 1

4
) − cos(arccos 1

3
) sin(arccos 1

4
)

⇐⇒ x = 1

4

√
1 − 1

9
− 1

3

√
1 − 1

16

⇐⇒ x = 2
√
2 −√15

12

�� �� ���� ���� ���� x� f(x) = 2x
1+x2 � �� �������� ����� ��������� �� ������ ������� ��� ������ ��� R ��

��� ��� ������� ���� ���� ������������ [−1; 1]�
�� ������������ �� �� ������ ��� arcsin(f(x)) ������ ���� ���� x�

�� ����� � �� ���� arcsin( 2x
1+x2 ) ��

π

3
���� ���� [−π

2
; π

2
]� �� ���� ��������� ��� ������������ �

arcsin( 2x

1 + x2
) = π

3
⇐⇒

2x

1 + x2
= sin(π

3
) ⇐⇒ x2

√
3 − 4x +√3 = 0

�� ��������� ����� �������� ��������� �� ������� ��� ���������
√
3 ��

√
3

3
�

�� ������ ��� (arctan2; arctan3) ∈ ]π
4
; π

2
[2 �� ������ �� ���� �� ��������� �� arctan�

�� ������������ arctan2 + arctan3 ∈ ]π
2
; π[� ������ ����� �������� ��� ��� �� ��������� �

�������� ��

���� ���� (a; b) ���� ��� a ∉ {π
2
+ kπ ���� k ∈ Z}� b ∉ {π

2
+ kπ ���� k ∈ Z} �� a+ b ∉ {π

2
+ kπ ���� k ∈ Z}�

�� � �

tan(a + b) = tan(a) + tan(b)
1 − tan(a) tan(b)

������ a = arctan(2) �� b = arctan(5)� �� � ���� �

tan(a + b) = 2 + 5
1 − 10 = −79

arctan2 �� arctan7 ���� ��� ������� �� ]π
4
;
π

2
[�

�� �� ������ ��� a + b ∈ ]π
2
; π[ �� ���� �

a + b = −arctan 7

9
+ π

������ ���� c = arctan(8)� �� ������� c ∈ ]π
4
;
π

2
[� �� �� ������ ��� a + b + c ∈ ]3π

4
;
3π

2
[�

�� ����� �� � �

tan(a + b + c) = tan(a + b) + tan(c)
1 − tan(a + b) tan(c) =

−7
9
+ 8

1 + 7
9
× 8 = 1

�� �� ������ ��� a + b + c = π

4
+ π = 5π

4

��



������� �� �� �����������

�������� �

������ (A; 3) �� (B; 2) �� ������� �� ���� ������ ��������� �������� ���� G ��� �� ����������� ���
���������� ��������� ���� ����� ������ �� ������� �

�� ���������� �� G ���� �� ������ �� ������ (A; Ð→AB) ��� 2
5
�

��
Ð→
BG = 3

5

Ð→
BA�

�� 2
Ð→
AB = 5Ð→AG�

�� G ��� ���������� �� (A; 6) �� (B; 4)�
��
Ð→
GA +Ð→GB = 1

5

Ð→
AB

�������� �

��� ������ A �� B ���� ������� ����� ����� ����� ��� ������ C� D �� E ������ ��������� ���� ��� ������
�������� �� ������� [AB] �

● C ��� ���������� �� (A; −1) �� (B; −4)�
● 2
Ð→
DA + 5Ð→BD = 0⃗�

● B ��� ���������� �� (A; 1) �� (E; −3)�
�������� �

�� �������� OAB ��� ������� �� O�

������� �� ������ �� �������� OCD ������� ��� O ��� ���������� �� (A; 2) �� (C; 1) �� ��� D ���
���������� �� (O; 1) �� (B; −2)�
�������� �

�� ������� ��� A �� B ���� ���� ������ ���� ��� AB = 3�

�� ��������� ���������� (Γ) ��� ������ M �� ���� ���� ��� ∥ÐÐ→MA + 2ÐÐ→MB∥ = 3�

������� ��� (Γ) ��� �� ������ �� ������ G �� ���������� �� (A; 1) �� (B; 2)�
�� ��������� �� ����� �� �� �������

�������� �

�� ����� �� ���� ���� ������ (O; ı⃗; ⃗) � ������ ��� ������ A (4
3
) �� B (−1−2)�

�� ���������� ��� ����������� �� G ���������� �� (A; 2) �� (B; 3)�
�� ������� ��� C (5

4
) ��� ������ ���� A �� B ���� ������� ��� ����� α �� β ���� ��� C ���� �� ����������

�� (A; α) �� (B; β)�

�



�������� �

������ �� ������������ ABCD ��� ��� �� ���������� G �� (A; 2) �� (B; 3) ���� ����� �� ���������� ��(C; 1) �� (D; 4)�
�� �������� ���� ���� ����� �� ���� 2

ÐÐ→
MA + 3ÐÐ→MB −ÐÐ→MC − 4ÐÐ→MD�

�� �� ������� ��� D ��� �� ���������� �� (A; 2)� (B; 3) �� (C; −1)�
�� ������� ��� A ��� �� ���������� �� B� C �� D ���� ��� ���������� ��� ���� ����������

�������� �

�� ��������� �� �������� ABC �� ���� ������� ��� G �� ���������� �� (A; 1)� (B; 4) �� (C; −3)�
�� ���������� �� ���������� I �� (B; 4) �� (C; −3)�
�� ������� ���

Ð→
GA +Ð→GI = 0⃗ �� �� ������� �� �������� �� G ��� (AI)�

�������� �

���� ABC �� ��������� I �� J ��������� ��� ������� ���������� �� [AB] �� [AC]� ���� �� ��� ����������
��������� ���� ������ �� �������� �� �������� ��� ���� � ���� ���� �� �������� ABC�

�� �� ���������� �� (A; 2)� (B; 1) �� (C; 1) ��� �� ������ �� [IJ]�
�� �� ����� C ��� ���������� �� (B; 1)� (I; −2) �� (J ; 2)�
�� �� G ��� �� ���������� �� (A; 3)� (B; 1) �� (C; −1)� ����� �� ������ (AG) ����� �� ������ (BC) ��

������ �� ������� [BC]�
�� �� ���������� �� (I; 1)� (J ; 1) �� (A; −1) ��� ��������������� �� B �� C�

�� ��������������� ���� ������� ��� �� ����� �������������� �� ��� �����������

�������� �

������ ����� ������ ���� A� B �� C�
M ������� �� ����� ���������� �� �����

�� ������� ��� 2
ÐÐ→
MA −ÐÐ→MB −ÐÐ→MC ��� ����������� �� M �

�� ������� ��� ���������� ��� ������ M ���� ��� ∥ÐÐ→MA +ÐÐ→MB +ÐÐ→MC∥ = ∥2ÐÐ→MA−ÐÐ→MB −ÐÐ→MC∥ ������� ��
������ ���� �� ��������� �� ������ �� �� ������

�������� ��

������������ �� ���������� �� ���� ������ � �� ����� �� �� �������

������ A ≠ B ���� �������

�� �� ���������� G �� ���������� �� (A; 3) �� (B; 2)�
�� �������� ��������

���� P �� ����� ��� ������ ���� A �� B�

��� ���������� � �� ����� �� �� ������ ��� ������ A1� B1 �� S ���� ��� �

ÐÐ→
PA1 = 3Ð→PA ÐÐ→

PB1 = 2Ð→PB Ð→
PS =ÐÐ→PA1 +ÐÐ→PB1

��� ������� �������� (PS) �� (AB) ���� �������� �� G�
�� ������� ��������

���� u⃗ �� ������� ��� ���������� �
Ð→
AB�

��� ���������� � �� ����� �� �� ������ ��� ������ A′ �� B′ ���� ��� �

ÐÐ→
AA′ = 2u⃗ ÐÐ→

BB′ = −3u⃗
��� ������� ��� (A′B′) �� (AB) ���� �������� �� G�

�



�������� ��

������ (A; α)� (B; β) �� (C; γ) �� ������� �� ����� ������ �������� �� ��� ������� ���� �� ����������
��� G�

��� ���� ��������� ���� ��������������

�� �� ������� ��� α = β�
������� ��� G ��� ���������� �� C �� I� ���� I �� ������ �� [AB]� �� ��������� ��� ������������
�� I �� C�

�� �� ������� ��� α + β = 0�
������� ��� G ���������� � �� ��������� � (AB) ������� ��� C�

�������� ��

���� ABCD �� ������� �� ����� [AB] �� [CD]�
�� ������� ��� (AD) �� (CB) ���� �������� �� �� ����� O �� �� ���� a = AB� b = CD�
����� �� ������� O′ �� ����� �������������� ��� ���������� [AC] �� [BD]�
��������� ��� ����� ��� ����� ����� �� �������� ��� ����������

�� ������� ��� O ��� �� ���������� �� (A; b) �� (D,−a) ���� ����� �� ���������� �� (B; b) �� (C; −a)�
�� ������� ��� O′ ��� �� ���������� �� (A; b) �� (C; a) ���� ����� �� ���������� �� (B; b) �� (D; a)�

�������� ��

������ A� B �� C ����� �������

������� ����� ��������� ������ A ����� ���������� �� B �� C�

�� ���� �� ��� �� ��� ����� ������ �������� �

Ð→
AB − 2Ð→CA = 0⃗

�� ���� �� ��� �� ��� ����� ������ �������� �
Ð→
BA = 3Ð→AC

�� ���� �� ��� �� ��� ����� ������ �������� �

2
Ð→
BC +Ð→AC = 0⃗

�� ���� �� ��� �� ��� ����� ������ �������� �

Ð→
AB +Ð→AC +Ð→BC = 2Ð→BA

�������� ��

����� ����� �� �������� ABC� ���������� ��� ������ I� J �� K ������ ��� �
● I ��� ���������� �� (A; 2) �� (C; 1) �
● J ��� ���������� �� (A; 1) �� (B; 2) �
● K ��� ���������� �� (C; 1) �� (B; −4) �

�� ��������� ��� B ��� ���������� �� (K; 3) �� (C; 1)�
�� ���� ��� �� ���������� �� (A; 2)� (K; 3) �� (C; 1) �

�� �� ������� ��� I� J �� K ���� ������� �� ��� J ��� �� ������ �� [IK]�
�� L ����� �� ������ �� [CI] �� M ����� �� [KC]� ��������� ��� IJML ��� �� ��������������� ����

�� ������ G ��� ��������������� �� A� B �� C�

�



�������� ��

��� �������� ������ �� ������� ��� ��������� ������������ �� ���������� ���� ��� �� ����� ��� ��
����������

������ (Ai; αi)1≤i≤n �� (Bi; βi)1≤i≤p ���� �������� �� ������ ��������� �� ���� G �� H ��� �����������
���������� �� ��� ���� ���������

�� ������� ���
n

∑
i=1

αi +
p

∑
i=1

βi ≠ 0�

������� ��� �� ���������� �� ������� �� n+p ������ �������� (A1; α1)� (A2; α2)�⋯� (An; αn)� (B1; β1)�(B2; β2)� ⋯� (Bp; βp) ��� �� ���������� �� (F ; ∑n
i=1 αi) �� (G; ∑p

i=1 βi)

�



������� �� �� ������� �� �� �����������

�������� �

�� ���� �� ������ ��� �� ������ ���� ���������� ��� �������

�� ��� ���������� �� � �

3
Ð→
AG + 2Ð→BG = 0⃗ ⇐⇒ 3

Ð→
AG + 2Ð→BA + 2Ð→AG = 0⃗

⇐⇒
Ð→
AG = 2

5

Ð→
AB

����������� ��� ���� ������

�� ������� �� ��� ��������
Ð→
AB +Ð→BG = 2

5

Ð→
AB� �� ��� ����� �

Ð→
BG =Ð→BA − 2

5

Ð→
BA = 3

5

Ð→
BA

����������� ��� ���� ������

�� �� ������ �� ��������� ������� � �� �������� ��� ����� ������ �����

�� �� ������ �� ������������� �� ����������� ����� �����

�� �� ���������� �� ��� ������� �

Ð→
GA +Ð→GB = −2

5

Ð→
AB + 3

5

Ð→
AB = 1

5

Ð→
AB

����� ������ �����

�������� �

���� �� ���� ������ ����� �� ������ ��� �� ������ ����� ����� �����������������

��� ���������� �� � ����� ���� 2
Ð→
OA +Ð→OC = 0⃗ ��

Ð→
DO − 2Ð→DB = 0⃗�

�� �������� ������� �����
Ð→
OC = 2Ð→AO�

����������� ��� �� ������� ������� �

Ð→
DO − 2Ð→DB = 0⃗ ⇐⇒ Ð→DO − 2Ð→DO − 2Ð→OB = 0⃗

⇐⇒
Ð→
OD = 2Ð→OB

�� ������� ����� �� ��������� OC = 2AO �� OD = 2BO� �� AO = BO� ��� ����������
����������� OC = OD� �� ��� ������ ��� �� �������� OCD ��� ������� �� O�

�������� �

���� ���� ����� M � �� �
ÐÐ→
MA + 2ÐÐ→MB = 3ÐÐ→MG ���� G �� ���������� �� (A; 1) �� (B; 2)�

������ �� � ∥ÐÐ→MA + 2ÐÐ→MB∥ = 3 ⇐⇒ 3MG = 3 ⇐⇒ MG = 1�

���������� ��� ������ ��� �������� ����� ������� ������� ���� �� ������ �� ������ G �� �� ����� 1�

�



�������� �

�� �� ������� G ((2 × 4 + 3 × (−1))/(2 + 3)(2 × 3 + 3 × (−2))/(2 + 3)) = (10)�

�� �� �������
Ð→
CA (−1−1) ��

Ð→
CB (−6−6)� �� ��� �����

Ð→
CB = 6Ð→CA �� ������ ��� ��� ����� ������ ���� ����

��������

�� ����� �������� �� ������ �����
Ð→
CB − 6Ð→CA = 0⃗� C ��� ���� �� ���������� �� (A; −6) �� (B; 1)�

�������� �

�� I ������ 4
Ð→
IB − 3Ð→IC = 0⃗� �� ��� ������ ����� ������

Ð→
BI = 3Ð→CB

����� ������� ������ �� ������ �� ����� I�

�� �� ���� ���
Ð→
GA + 4Ð→GB − 3Ð→GC = 0⃗�

��� ��� ��������� �� I� 4
Ð→
GB − 3Ð→GC = (4 − 3)Ð→GI�

�� ������� ���� ���� �
Ð→
GA +Ð→GI = 0⃗

������ G ��� �� ������ �� [AI]�
�������� �

���� ���� ����� �� �� ������� �� ���� ����� �� ������ ��� �� �������

�� ������ H �� ����������� �� � �

2
Ð→
HA +Ð→HB +Ð→HC = 0⃗ ⇐⇒ Ð→HA +Ð→HB +Ð→HA +Ð→HC

⇐⇒ 2
Ð→
HI + 2Ð→HJ = 0⃗

⇐⇒
Ð→
HI +Ð→HJ = 0⃗

���� ����������� ��� ������

�� �� � −2Ð→CI + 2Ð→CJ = 2 (Ð→CJ +Ð→IC) = 2Ð→IJ =Ð→BC� �� ������ �� �������� �� �������

������ −2Ð→CI + 2Ð→CJ +Ð→CB = 0⃗� �� ��� ������ �� �������� � ����������� ��� ������

�� �� �� �������� �� ������� �� ������������

�� �� ����� ���� �� ������ (A; Ð→AB;
Ð→
AC)�

���� �� ������ ��� ����������� �� G ���� G ( 1/3
−1/3)�

�� ����������� �� ������ (AG) � ���� �������� y = −x �� �� ������ (BC) � ���� �������� y = 1 − x�
��� ���� ������� ���� ����������� ����������� ��� ���� �������

��� ����� ������� �� ���� ��� ������ ��� �� ������ �� ��������� ������� ��� G �

3
Ð→
GA +Ð→GB −Ð→GC = 0⃗ ⇐⇒ 3

Ð→
GA +Ð→CB = 0⃗

⇐⇒ 3
Ð→
GA =Ð→BC

�� ��� ������ �� �� ���� ������� ��� ��� ������� (AG) �� (BC) ���� �����������

�



�� ������ K �� ����������� K ������ �

Ð→
KI +Ð→KJ −Ð→KA = 0⃗

�� �� ���� ��� 2
Ð→
KI =Ð→KA +Ð→KB �� 2

Ð→
KJ =Ð→KA +Ð→KC� �� �� ������ �

1

2
(Ð→KA+Ð→KB) + 1

2
(Ð→KA +Ð→KC) −Ð→KA = 0⃗ ⇐⇒ 1

2
(Ð→KB +Ð→KC) = 0⃗

Ð→
KB +Ð→KC = 0⃗

����������� ��� ���� ������

�� ����� ����� ������� �� ������� ���� �� ������ ���������� (O; ı⃗; ⃗) � ������ ����� ��� ������ �

A (0
0
) B (4

0
) C (3

2
) D (1

2
)

��������������� G � ���� ����������� G (2
1
)�

��� ���������� ��� ���� ��������� (AC) ∶ y = 2
3
x �� (BD) ∶ y = −2

3
x + 8

3
�

����� ������� ���� ������������ � ���� ����������� ( 2

4/3)� �� ��� �� ���������� ��� � G�

�������� ��

�� �������� ��������

���

� �

�

A B

P

A1

B1

S

G

��� �� ���� ���

Ð→
PS =ÐÐ→PA1 +ÐÐ→PB1

= 3Ð→PA + 2Ð→PB
= 3Ð→PG + 3Ð→GA + 2Ð→PG + 2Ð→GB
= 3Ð→GA + 2Ð→GB + 5Ð→PG �� 3

Ð→
GA + 2Ð→GB = 0⃗. ���� �

Ð→
PS = 5Ð→PG

�



������ ��� ������ P � G �� S ���� �������� ����� �� ����� �� ���� ��� A� B �� G ���� ��������
�� �� ������ ��������������� (PS) �� (AB) �������������� �� G�

�� ������� ��������

���

� �

A B

u⃗

A
′

−u⃗

B′

G

��� �� �� ������� ��� G ��� ���������� �� (A′; 3) �� (B′; 2)� ���� �� ������ �� ������� �

3
ÐÐ→
GA′ + 2ÐÐ→GB′ = 3(Ð→GA +ÐÐ→AA′) + 2(Ð→GB +ÐÐ→BB′)

= 3Ð→GA + 2Ð→GB´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0⃗

+6u⃗ − 6u⃗

= 0⃗
���� ������ ����� �����������
����� A′� G �� B′ ���� �������� �� ���� ��� A� G �� B � ��� ������ �� �������� � G ��� ����
�������������� �� (AB) �� (A′B′)�

�������� ��

�� G ������� ���� �� ��� �

α
Ð→
GA + αÐ→GB + γÐ→GC = 0⃗ ⇐⇒ 2α

Ð→
GI + γÐ→GC = 0⃗ ��� I �� ������ �� [AB]

����� G ��� �� ���������� �� (I; 2α) �� (C; γ)�
�� G ������ ���� �� ��� �

α
Ð→
GA − αÐ→GB + γÐ→GC = 0⃗ ⇐⇒ α (Ð→GA +Ð→BG) + γÐ→GC = 0⃗

⇐⇒ α
Ð→
BA + γÐ→GC = 0⃗ �� γ ≠ 0 ��� α + β + γ = γ ≠ 0

���� ������ ��� ��� ��������
Ð→
BA ��

Ð→
GC ������� ��� ������� ����� ������

Ð→
GC ��

Ð→
BA ���� ������������

�



������� �� �� ������� �������� �� ����������

�������� �

���� n ∈ N� α ��� �� ����� �������� ��� ������ ��������� �� ��������� �� ������� �� ������ �� ������(a + b)n ���� ��� ������� a �� b ���� ��������

��
n

∑
k=0

(n
k
) �

��
n

∑
k=0

(−1)k(n
k
) �

��
n

∑
k=0

2k(n
k
)�

��
n

∑
k=0

αk(n
k
)�

�������� �

�� ��������� ���� ��� ��������� �� ���������� ���������� ��������� �� �������� �� ���������� ��� ������� ����
�������� ����

�������� �

���� ���� n ≥ 2� �� ���� fn ∶ x↦ (1 + x)n�

�� ������ �� ����� ���������� �� fn�

�� �� �������� �� ��������� ���������� �
n

∑
k=1

k(n
k
)

�� �� ����������� �� �������� ���������� �

n

∑
k=1

k(k − 1)(n
k
)

�������� �

���� n ∈ N� ���������� �

��
n

∑
k=0

k(n
k
) � ��

n

∑
k=0

k2(n
k
) � ��

n

∑
k=0

1

k + 1(nk) � ��
n

∑
k=0

(−1)k
k + 1 (nk)�

�������� �

�� ���� (p, q,m) ∈ N
3 ��� ��� q ≤ p ≤ m� �� ����������� �� ���� ������ ���������� (1 + x)m� �������

�� ������� �

(m
p
) = q

∑
k=0

(q
k
)(m − q

p − k ).
�� �� ������ ��� �������������� ������������� ��� ������ ���������� �� ���������������� ������������

�� �� ������� �� ��������

�� �� ������� �� ������ ��
n

∑
k=0

(n
k
)2 ���� n ∈ N�

�



�������� �

������ n �� p ��� ������� ���������

�� ������� ∑
0≤k≤n

(p + k
k

) = (p + n + 1
n

)
�� �� ������� n ≥ p� �������

n

∑
k=p

(k
p
) = (n + 1

p + 1)
�������� �

�� ��������� (1 + i)4n� ���������� ��� ������� ��

2n

∑
p=0

(−1)p(4n
2p
) ��

2n−1
∑
p=0

(−1)p( 4n

2p + 1)
�������� �

�������� ��� ������ �� �������� �������� �

A = 4

∑
i=1

i; B = 6

∑
i=0

1; C = 3

∑
i=−3

4; D = 4

∑
r=0

(r2 − r + 1); E = 4

∏
k=0

k;

F = 4

∏
k=1

k; G = 3

∏
j=1

2; H = 10

∏
t=−10

t3; I = 1

∏
p=−1

cos
pπ

4
; J = 10

∏
k=1

i.

�������� �

���� n ∈ N� �������� ��� ������ ����������

��
n+1
∑
k=2

k � ��
n

∑
k=1

2k � ��
2n

∑
k=n+1

2k� ��
n

∑
k=0

e−k � ��
2n

∑
k=n+1

e−k�

�������� ��

���� (ak)k∈N ��� ����� �� ����� ����� ���
n

∑
k=0

ak = n(n + 2).
�� �������� ��� ������ ����������

S1 = 6

∑
k=0

ak; S2 = n+1
∑
k=0

ak; S3 = 2n

∑
k=0

ak; S4 = n

∑
k=0

2ak; S5 = n

∑
k=0

(ak − 1); S6 = 2n

∑
k=n+1

ak.

�� ���������� an �� �������� �� n�

�������� ��

���� n ∈ N� �� ���� Sn �� ����� ��� ������� ������� ������� ����� � �� 2n + 1�
��� �������� Sn � ������ ���� ������� ∑�
��� ������� ��� Sn = (n + 1)2�

�������� ��

���� n ∈ N� �� ���� Sn = n

∑
k=0

k2�

�� �������� �� ���� ������ ����������
n

∑
k=0

((k + 1)3 − k3)�
�� �� ������� �� ������ �� Sn�

�� �� ������� �� ������ ��
n

∑
k=0

k(k + 1)�
�



�������� ��

��������
n

∑
k=1

ln( k

k + 1) ����
n

∑
k=1

ln( k2(k + 1)(k − 1))�

�������� ��

(⋆)
��� ������� ��� ���� ���� n ∈ N

∗� �� � �
n

∑
k=1

1

n + k ≥ 1

2
�

��� �� ������� ��� ���� ���� m ∈ N� �� � �
2
m

∑
k=1

1

k
≥ m

2
�

�������� ��

���� n ∈ N, n ≥ 2� ��������
n

∏
k=2

(1 − 1

k
) ��

n

∏
k=2

(1 − 1

k2
)� ��� �� ���������� �� �� �������� �� ������� � � ��

���� �� � �

�������� ��

���� n ∈ N� ������ � ������ �� ������������ ��� ����������� ����������

��
n

∏
i=1

(2i);
��

n

∏
i=1

i2;

��
n

∏
i=3

i2;

��
2n

∏
i=n+1

i2;

��
n

∏
i=1

(2i + 1).

�������� ��

���� n ∈ N� ��������� ��� ����������� ����������

��
n

∏
k=0

e−k;

��
n

∏
k=0

e(√2−k);

��
n

∏
k=0

2k;

��
n

∏
k=1

k + 1
k

;

��
n

∏
k=1

k + 2
k

.

�������� ��

���� (a; r) ∈ R
2� ������� ��� ���������� ��� �� ����� ������ ���

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
u0 = a
un+1 = un + r ∀n ∈ N

������� ���� ���� n ∈ N� un = a + nr�

�������� ��

���� (a; q) ∈ R
2� ������� ��� ���������� ��� �� ����� ������ ���

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
u0 = a
un+1 = qun ∀n ∈ N

������� ���� ���� n ∈ N� un = aqn�

�



�������� ��

���� a ≥ 0 �� ������� ������� ��� ���������� ����������� �� ���������

(1 + a)n ≥ 1 + na
�������� ��

���� �� ����� ������ ��� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
u0 = 0
un+1 = un + 2n + 2 ∀n ∈ N

�� �������� ��� ���� �������� ������ �� �� ������

�� ������� ��� �� ����� ������� ���� ���� n ∈ N� un = n(n + 1)�
�������� ��

������� ��� ���������� �� ������� �� ������ �� ������ �

∀(a; b) ∈ C
2, ∀n ∈ N, (a + b)n = n

∑
k=0

(n
k
)akbn−k

�������� ��

������� ��� ���������� �� ������� ��� ������� ������������� �

∀n ∈ N,
n

∑
k=0

k = n(n + 1)
2

�������� ��

������� ��� ���������� �� ������� ��� ������� ���������� �

∀n ∈ N,
n

∑
k=0

k2 = n(n + 1)(2n + 1)
6

�



������� �� �� ������� �� �� ������� �������� �� ����������

�������� �

���� n ∈ N� α ��� �� ����� �������� ��� ������ ��������� �� ��������� �� ������� �� ������ �� ������(a + b)n ���� ��� ������� a �� b ���� ��������

�� 2n

�� 0

�� 3n

�� (1 + α)n
�������� �

���� �� �������� E �� �������� n� ����� ��� �������������� �� E� �� � � ���� �
● �� �������� 0� �� ������ �� (n

0
) �

● �� �������� 1� �� ������ �� (n
1
) �

● �� �������� 2� �� ������ �� (n
2
) �

● ���
● �� �������� n� �� ������ �� (n

n
) �

�� �� ������ �

#P(E) = n

∑
k=0

(n
k
) = 2n

�������� �

�� ���� ���� x� fn(x) = n

∑
k=0

(n
k
)xk ������ �� ������ �� ��������

�� fn ��� ��������� ��� R �� ���� ���� x �

f ′n(x) = n(1 + x)n−1 �� ����� f ′n(x) = n

∑
k=1

k(n
k
)xk−1

�� ������� x = 1� �� ������� n2n−1 = n

∑
k=1

k(n
k
)�

�� ���� ���� x� �� � ����� �

f ′′n(x) = n(n − 1)(1 + x)n−2 �� ����� f ′′n(x) = n

∑
k=1

k(k − 1)(n
k
)xk−2

�� ������� x = 1� �� ������ n(n − 1)2n−2 = n

∑
k=2

k(k − 1)(n
k
)�

�������� �

�� ������� �� � �

�� ������� ����� ����� ���� �� �
n

∑
k=0

k(n
k
) = n

∑
k=1

k(n
k
)�

���� ���� k ∈ [[1; n]]� �� � �

k(n
k
) = kn!

k!(n − k)!
= n!(k − 1)!(n − k)!

�



��� (n − k)! = (n − 1 − (k − 1))! �� n! = n × (n − 1)!� �� � ����� �

k(n
k
) = n × (n − 1)!(k − 1)!(n − 1 − (k − 1))! = n(n − 1k − 1)

����������� �� ���� �������� �� ����� �

n

∑
k=0

k(n
k
) = n

∑
k=1

k(n
k
)

= n

∑
k=1

n(n − 1
k − 1)

= n n

∑
k=1

(n − 1
k − 1)

�� ������� ���������� � �� ���������� ��������� �� ���� k′ = k − 1� ����� � ���� k = k′ + 1� �� �����
k ∈ [[1; n]] ⇐⇒ k′[[0; n − 1]]� �� �� ������ �

n

∑
k=0

k(n
k
) = n n

∑
k=1

(n − 1
k − 1) = n

n−1
∑
k′=0

(n − 1
k′

) = n2n−1

������� �� � �

���� �� �������� f ∶ x↦ (1 + x)n� ���� ���� x� �� �

f(x) = n

∑
k=0

(n
k
)xk

�� �� ������������ ��� ���������� �� �� ����� �

f ′(x) = n

∑
k=1

k(n
k
)xk−1

���� �� � ����� �
f ′(x) = n(1 + x)n−1

���� x = 1� �� ������� ���� ��������� �

f ′(1) = n

∑
k=1

k(n
k
) = n2n−1

�� �� ������� �� �������� f � f ��� ��������� ���� ����� �� � ������ ���� ���� x �

f ′′(x) = n

∑
k=2

k(k − 1)(n
k
)xk−2 = n(n − 1)(1 + x)n−2

���� x = 1� �� ������� ��������� �

n

∑
k=2

k(k − 1)(n
k
) = n(n − 1)2n−2

����������� ��� �� ������� ������ �

n

∑
k=2

k(k − 1)(n
k
) = n

∑
k=2

(k2 − k)(n
k
)

= n

∑
k=2

k2(n
k
) − n

∑
k=2

k(n
k
)

�



���� ������� �� ������� �� ������ ��
n

∑
k=1

k2(n
k
)� �� �

n

∑
k=2

k2(n
k
) = n

∑
k=1

k2(n
k
) − 12(n

1
) = n

∑
k=1

k2(n
k
) − n

������� ����� �� � ���� �������
n

∑
k=1

k(n
k
) = n2n−1� �� �� ������ �

n

∑
k=2

k(n
k
) = n

∑
k=1

k(n
k
) − 1(n

1
) = n2n−1 − n

� ������ �� ��� ���� ������� �� �� ��������� ��������� �� ������� �� ������� ��� ������������ �
n

∑
k=2

k(k − 1)(n
k
) = n(n − 1)2n−2 ⇐⇒ n

∑
k=2

k2(n
k
) − n

∑
k=2

k(n
k
) = n(n − 1)2n−2

⇐⇒

n

∑
k=1

k2(n
k
) − n − (n2n−1 − n) = n(n − 1)2n−2

⇐⇒

n

∑
k=1

k2(n
k
) = n(n − 1)2n−2 + n2n−1 = n2n−2 (n − 1 + 2) = n(n + 1)2n−2

�� ������� ����� �� ������� �
n

∑
k=1

k2(n
k
) = n(3n − 1)2n−2

���� ������� �� ���� �������� ������ �� ������� ���� ������ ��� ������� �� ������ ����������� ��� �������
���� n = 3 �

12(3
1
) + 22(3

2
) + 32(3

3
) = 3 + 4 × 3 + 9 = 24 = 3 × 2 × 23−2

�� ���� ������ �� ������� �� ���� 3�
�� ���� �� ���� ��������� ��� ��������� ��������� � �� ������� �� � �� �� �� ������� �

n

∑
k=0

1

k + 1(nk) =
n

∑
k=0

n!(k + 1)!(n − k)!
= 1

n + 1
n

∑
k=0

(n + 1)!(k + 1)! ((n + 1) − (k + 1))!
= 1

n + 1
n

∑
k=0

(n + 1
k + 1)

�� ���� �� ���������� �������� k′ = k + 1� ������ k ∈ [[0; n]] ⇐⇒ k′ ∈ [[1; n + 1]] �� ���� �

n

∑
k=0

1

k + 1(nk) = 1

n + 1
n+1
∑
k′=1

(n + 1
k′

)
= 1

n + 1 (
n+1
∑
k′=0

(n + 1
k′

) − (n + 1
0

))
= 1

n + 1 (2n+1 − 1)
�� ����� � ��� ���� �� ���� ����� ��� �� �������� ���������� � ��� ��� ������� ����������� �� ������� �

n

∑
k=0

(−1)k
k + 1 (nk) = 1

n + 1 (
n+1
∑
k′=0

(−1)k′−1(n + 1
k′

) − (−1)−1(n + 1
0

))
= 1

n + 1 (−
n+1
∑
k′=0

(−1)k′(n + 1
k′

) + 1)
= 1

n + 1 (−(1 − 1)n+1 + 1)
= 1

n + 1

�



�� ���� ������ ����� ������� ���� n = 2 �

1

1
(2
0
) − 1

2
(2
1
) + 1

3
(2
2
) = 1 − 1 + 1

3
= 1

3

�������� �

��� �������� ��� ������� �� �������� ��� �� ��������� �������� ��� ��������� ������������ �
���� ��������� ������������ ���� ������ �� �� ��������� �� ����� ���������� ���� ������ ����� ��� ������

��� ����������� �� ����� ����������� ��� ��� ���� ���� �������� � ���
�������������� �� ���������� ���� ��� �������� �� ��������� �������������

����������� ���� ����� ���� �������� ���� ������� ���� ����� ��������� ��� ���������
�� ����� ����� ����� � ��� ������ ���������

�� �� ���� ������������� ����� ���� �

(1 + x)m = m

∑
p=0

( p
m
)xp

�� ������� ���� �

(1 + x)m = (1 + x)q(1 + x)m−q
= ( q

∑
k=0

(q
k
)xk) × (m−q∑

k=0

(m − q
k

)xk)
= [(q

0
) + (q

1
)x +⋯ + (q

q
)xq] × [(m − q

0
) + (m − q

1
)x +⋯ + (m − q

q
)xm−q]

���� ����� �������� ����������� �� ��������� �� ����� p ≥ q ������ ��� ������������� ��� ���� �

(q
0
) × (m − q

p
) + (q

1
) × (m − q

p − 1 ) +⋯ + (qq) × (m − qp − q ) =
q

∑
k=0

(q
k
)(m − q

p − k )
����� ���� �� ������������� ������ ������ ��� �� ������ �� ������� �� ��������� �� ����� p ���
����� (m

p
)� �� ������� ���� ��������� ����������� ��� ������������� ��� ���������� �� ����� p �

(m
p
) = q

∑
k=0

(q
k
)(m − q

p − k )
�� ����������� �� �������� E �� �������� m �� �� ������������� F ⊂ E �� �������� q� ���� ���������

�� ������������� �� �������� p ≥ q� �� ���� �
● ������� 0 �������� �� F �� p �������� �� E/F � �� � � (q

0
)(m−q

p
) �������� �� ����� �

● ������� 1 �������� �� F �� p − 1 �������� �� E/F � �� � � (q
1
)(m−q

p−1 ) �������� �� ����� �
● ⋯
● ������� q �������� �� F �� p − q �������� �� E/F � �� � � (q

q
)(m−q

p−q ) �������� �� ������

���������� �� � � �� ���� (q
0
)(m−q

p
)+ (q

1
)(m−q

p−1 )+⋯+ (qq)(m−qp−q ) �������������� � p �������� �� E� ��
������� �� ������� ����������

�� �� ������� �� �������� �� ���������� �� ������� ���� m = 2n� p = n �� q = n� �� � ����� �

(2n
n
) = n

∑
k=0

(n
k
)(2n − n

n − k )
= n

∑
k=0

(n
k
)( n

n − k)
= n

∑
k=0

(n
k
)2 ��� ( n

n − k) = (nk)
�



�������� �

�� ��� ���������� ��� n�

�� ����� ���� ���� n� Pn ∶ ∑
0≤k≤n

(p + k
k

) = (p + n + 1
n

)�

�������������� �

P0 ������� � ∑
0≤k≤0

(p + k
k

) = (p + 0 + 1
0

) ⇐⇒ 1 = 1� �� ��� ��� �����

�������� �

���� �� ������� ������ n� �� ������� Pn ������ ����� � ���� ∑
0≤k≤n

(p + k
k

) = (p + n + 1
n

)� ����������� ���

�� ����� �

∑
0≤k≤n+1

(p + k
k

) = ∑
0≤k≤n

(p + k
k

) + (p + n + 1
n + 1 )

= (p + n + 1
n

) + (p + n + 1
n + 1 ) ������� ����������� �� ����������

= (p + n + 2
n + 1 ) ������� �� ������� �� �������� �� �������

�� ������� ���� ���� ∑
0≤k≤n+1

(p + k
k

) = (p + n + 2
n + 1 )� �� ��� ���������� � Pn+1�

���������� �

�� ������� ��� ����������� �� ����������� ����� ��� ����������� ����� ���� ���� n�

�� ��� ���������� ��� n�

�� ����� ���� ���� n� Qn ∶
n

∑
k=p

(k
p
) = (n + 1

p + 1)� ���������� ��� ���������������� �������� ���� n = p�

�������������� �

Qp ������� �
p

∑
k=p

(k
p
) = (p + 1

p + 1) ⇐⇒ 1 = 1� �� ��� ��� �����

�������� �

���� �� ������� ������ n� �� ������� Qn ������ ����� � ����
n

∑
k=p

(k
p
) = (n + 1

p + 1)� ����������� �� ������ ���

�� ����� �

n+1
∑
k=p

(k
p
) = ∑

0≤k≤n

(k
p
) + (n + 1

p
)

= (n + 1
p + 1) + (n + 1p

) ������� ����������� �� ����������

= (n + 2
p + 1) ������� �� ������� �� �������� �� �������

�� ������� ���� ����
n+1
∑
k=p

(k
p
) = (n + 2

p + 1)� �� ��� ���������� � Qn+1�

���������� �

�� ������� ��� ����������� �� ����������� ����� ��� ����������� ����� ���� ���� n�

�



�������� �

A = 10 B = 7 C = 28 D = 25 E = 0
F = 24 G = 8 H = 0 I = 1

2
J = i10

�������� �

��
n(n + 3)

2
�� n(n + 1)
�� n(3n + 1) ��

1 − e−(n+1)
1 − e−1

�� e−(n+1) × (1 − e−n
1 − e−1 )

�������� ��

�� ���������
n

∑
k=0

((k + 1)3 − k3) ����� �������� �������� ���� ���� n ∈ N �

n

∑
k=0

((k + 1)3 − k3) =��13 − 03 +��23 −��13 +��33 −��23 +⋯ + (n + 1)3 −��n3

= (n + 1)3
����� ������� ����� ���� ���� k ∈ [[0; n]]� �� � (k + 1)3 − k3 = 3k2 + 3k + 1� �� �� ������ �

n

∑
k=0

((k + 1)3 − k3) = n

∑
k=0

(3k2 + 3k + 1)
= 3 n

∑
k=0

k2 + 3
n

∑
k=0

k +
n

∑
k=0

1

= 3Sn + 3n(n + 1)
2

+ n

�� �� �������� ���������� ������ ��������� ��������� �

(n + 1)3 = 3Sn + 3n(n + 1)
2

+ n ⇐⇒ Sn = (n + 1)3 − 3n(n+1)
2
− n

3

�� ��� �� ������ ������ ��������� �

Sn = n(n + 1)(2n + 1)
6

�� �� � �

n

∑
k=0

k(k + 1) = n

∑
k=0

k2 +
n

∑
k=0

k

= Sn + n(n + 1)
2

= n(n + 1)(2n + 1)
6

+ n(n + 1)
2

= n(n + 1)
6

[(2n + 1) + 3]
= n(n + 1)(n + 2)

3

�������� ��

�



�� 2n × n!

�� (n!)2
��
(n!)2
4

��
(2n!)2(n!)2

��
(2n + 1)!
2n × n!

�������� ��

���� ���� n� �� ���� Pn ∶ un = a + nr�

�������������� �
P0 ������� u0 = a + 0 × r = a� �� ��� ��� �����

�������� �
�� ������� Pn ����� ���� �� ������� ���� n�
�� ���� n + 1� �� �������� ����������� �� ���������� �� �� ��������� �� �� ����� �

un+1 = un + r = u0 + nr + r = u0 + (n + 1)r
������ Pn+1 ��� ������

���������� �(Pn) ��� ����������� �� ����������� ���� ����� ���� ���� n�

�������� ��

���� ���� n� �� ���� Pn ∶ un = aqn�

�������������� �
P0 ������� u0 = aq0 = a� �� ��� ��� �����

�������� �
�� ������� Pn ����� ���� �� ������� ���� n�
�� ���� n + 1� �� �������� ����������� �� ���������� �� �� ��������� �� �� ����� �

un+1 = qun = qaqn = aqn+1
������ Pn+1 ��� ������

���������� �(Pn) ��� ����������� �� ����������� ���� ����� ���� ���� n�

�������� ��

���� ���� n� �� ���� Pn ∶ (1 + a)n ≥ 1 + na�

�������������� �
P0 ������� (1 + a)0 ≥ 1 + 0 × a ⇐⇒ 1 ≥ 1� �� ��� ��� �����

�������� �
�� ������� Pn ����� ���� �� ������� ���� n�
�� ���� n + 1� �� �������� ����������� �� ����������� ������� ��� �� ������ (1 + a) ��� ��������

(1 + a)n+1 = (1 + a)n(1 + a) ≥ (1 + na)(1 + a)
��� (1+na)(1+a) = 1+na+a+na2 = 1+(n+1)a+na2� �� na2 ≥ 0� �� �� ������� (1+na)(1+a) ≥ 1+(n+1)a�
����������� �� � (1 + a)n+1 ≥ (1 + na)(1 + a) ≥ 1 + (n + 1)a
������ Pn+1 ��� ������

���������� �(Pn) ��� ����������� �� ����������� ���� ����� ���� ���� n�

�



�������� ��

�� ������ ����������� � �� ������� ���������
���� ���� n� �� ���� Pn ∶ un = n(n + 1)�
�������������� �
P0 ������� u0 = 0 × 1� �� ��� ��� �����

�������� �
�� ������� Pn ����� ���� �� ������� ���� n�
�� ���� n + 1� �� �������� ����������� �� ���������� �� �� ��������� �� �� ������

un+1 = un + 2(n + 1) = n(n + 1) + 2(n + 1) = (n + 1)(n + 2)
������ Pn+1 ��� ������

���������� �(Pn) ��� ����������� �� ����������� ���� ����� ���� ���� n�

�



������� �� �� ��������� ��������������

�������� �

�������� ��� ��������� �������������� ��������� �

�� 4y′ + y = 0 ���� y(0) = e �

�� y′ = 0 ���� y(1) = 3 �

�� y′ + y = ex ���� y(1) = e �

�� y′ + 2y = x + 3 ���� y(0) = 1 �
�� y′ − 2y = cos(2x) ���� y(0) =

1 �
�� y′ + y = xex �

�� y′ − 2y = x cos(x) �

�� y′ − y = ex �

�� 2yy′ + y2 = ex �

�������� �

���������� ��� ��������� ������� ��� ��������� �������������� ��������� �

�� 4y′′ + 9y = 0 ���� y(0) = 1 �� y′(0) = 1 �

�� y′′ + 2y′ + y = 0 ���� y(2) = 0 �� y′(2) = 1 �

�� y′′ + 4y′ + 4y = e−2x + x2 − x + 1 �

�� y′′ − y = ex + e−x �

�� y′′ − 3y′ + y = sinx + cosx �

�� y′′ − 3y′ + 2y = e2x sin(3x) �

�� y′′ − 2y′ + 5y = 4ex cos(2x) �

�� y′′ − 4y′ + 3y = 3e3x �

�� y′′ + y′ − 2y = cos(x) �

�� xy′′ + 2(x + 1)y′ + (x + 2)y = 0� ������ z = xy��

�������� �

���������� ��� ������������ f ���������� ��� R ������ ���

∀x ∈ R, f ′(x) + f(−x) = ex.

�



�������� �

�� ��� �� ������������
�� ��������� �� ������� ��������� � ������������� � ������� �

�� �������� ������� ��� ������������ �� ������ �� ����� m �������� ����� ������� ������ �� �� �������� ��
������ �� ����������� � ��������� �� ������� ��� �� ������� � �� ��������� �� ������� k �� ��� �����
������������ �� ������ ��� ������ � ����� ������ � P⃗ ��� ������ R⃗ �������� �� ������� ��� �� ������ �� F⃗

�������� �� ������� ��� �� ������� ��������������� � ������������ �� �������� ����������� �� �� ���������
����� ���������� (E) � P⃗ + R⃗ + F⃗ =ma⃗ �� a⃗ ��� �� �������������������� �� �������

�� ���� �� ������� ������ �� ��������� ����� � � ������� �� ���������� �������� ������������ ��������
�� ������� ��� �� ������ ��� ���� ������� �� ���������� �� ���������� ����������� �� (E) ����� �
−kx = mx′′� �������� ����� �������� �������������� � ��������� t = 0� �� ����� �� ������� ���� �������� ��
�������� x0 > 0� ��������� �� ������ �� �� �������� x�

�� �� ������� ���������� ����� � � �� ���������� ����� �� ������ �� �� �������� �������� �� �������
��� �� ������ ����� ���� ���� ������� �� ���������� ���� ������� ��� ���������� ������������ ��� ����
������� ��������������� � �� ������� �� ������� �� ��������� �� ���������������� a� ������ ���������
���������������� �� ���������� ����������� �� (E) ������� ���� � −ax′ − kx = mx′′� �������� �����
�������� ������������� �� ��������� ����� ��� ������� �� m,k �� a� � ��������� t = 0� �� ����� �� ������� ����
�������� �� �������� x0 > 0� ��������� �� ������ �� �� �������� x ���� ��� ��������� ����

�



������� �� �� ������� �� �� ��������� ��������������

�������� �

�� ��� ��������� �� ���������� ���� � {x↦Ke−x/4; K ∈ R}
�� ��������� �������� �������� K = e�
������ �� �������� ��� x↦ e−x/4+1

�� �� ������� �� �������� x↦ 3�

�� �� ������� a ��� ��� f ∶ x↦ aex ��� �������� ������������� �� �������� ����� �������������� a = 1
2
�

����������� ��� ��������� ���� �

{x↦Ke−x;
1

2
ex ∈ R}

�� ��������� �������� �������� K = 1
2
e2�

������ �� �������� ��� x↦ 1
2
(e2−x + ex)�

�� �� ������� a �� b ���� ��� f ∶ x ↦ ax + b ��� �������� ������������� �� �������� ����� ��������������
a = 1

2
�� b = 5

4
�

�� ��������� �������� ������ �� ������ �� �� ��������� ���� ��� ��������� ����������
����������� �� �������� ��� x↦ −1

4
e−2x + 1

2
x + 5

4
�

�� �� ������� a �� b ���� ��� f ∶ x↦ a cos(2x) + b sin(2x) ��� �������� �������������

����� ���������� �������� �� ����������� �� �� ��������� ��������� �� ������� �� �������� �
x↦ 5

4
e−2x + 1

4
(sin(2x) − cos(2x))�

�� �� ������� a �� b ���� ��� x↦ (ax + b)ex ��� �������� �������������

����� ���������� ��������� �� ������� ��� ��������� �

{x↦ ke−x + 1

4
(2x − 1) ex ���� k ∈ R}

�� ���� ����� �� ��� ���� ������ �� ���� �������� a� b� c �� d ���� ��� f ∶ x↦ (ax+b) cos(x)+(cx+d) sin(x)
��� �������� ������������� �� �������� ����� �� ���� � �� ������ �� � ���������� � �� ������ �� f ′(x)−2f(x)
�� �� ����� �� ������ ��� �������������� ��� ����� ���������� ���� ������ ���� ���� x� � x cos(x)�
�� �������� ����� �������� ��� ��������� �

{x↦ ke2x + 1

25
((5x + 4) sin(x) − (10x+ 3) cos(x)) ���� k ∈ R}

�� ���� �� ������ ����� ���� ���� ���� a� �� �������� x↦ aex ��� �������� ���������
�������� �������� � ��������� �� ������ �� ������� ���� a ��� ��� f ∶ x↦ axex ���� �������� ��������
������

����� �������� �� ������� ��� ��������� �

{x↦ (kex + x) ex ���� k ∈ R}
�� � ������ ����� �������� ����� ��� �������� �� y ��� �� � ������ �� ����� y2� �� ���� ���������

��������� ��� (y2)′ = 2y′y� �� ��� ������� � ����� �� ���������� �� �������� z = y2�
�� ������ ���� z′ + z = ex� �� ������� ��� ��������� {x↦ ke−x + 1

2
ex ���� k ∈ R}�

�



�� �������� ��� ���� �� ���� �������� ����� ���� ������� ������� �� k z(x) ���������� ������� ���� ����
x �
�� ����� ����� �� � y2 = z� ������ ��� ��������� ��������� ���� ������������
�� ������ ����� ���� k ���� �� �������� z ∶ x↦ ke−x + 1

2
ex�

����� �������� ��� �� ���� ����� ��� u ∶ x↦ k+ 1
2
e2x ��� � ��������� ��� ex ��� ��� ��������� �� �����

�������� �������� ��� ����������� ���������� �� �� � lim
−∞

u = k �� lim
−∞

u = +∞�

������ �� �������� z ����� �������� ��� R �� �� ��������� �� k ≥ 0�
�� ������� ���� ��� ��������� ���� y �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩x↦
√

ke−x + 1

2
ex ���� k ∈ R

+
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ ∪

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩x↦ −
√

ke−x + 1

2
ex ���� k ∈ R

+
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

�������� �

�� ����� ���������� �� ���������� ���������������� �� ������������� ��� ���� ���������� ����� ��� ������
����� ���������� �� ������� �������� ��������

x↦ cos(3
2
x) + 2

3
sin(3

2
x)

�� ����� ���������� �� ���������� ���������������� �� ������������� ��� ���� ���������� ����� ��� ������
����� ���������� �� ������� �������� ��������

x↦ (x − 2) e2−x
�� ����� ���������� �� ���������� �������� �� ����������� �� �� ������� �� ������������� ���� ����������

��� ��������� �������������� �� ������� ��� ��������� �

x↦
1

2
x2e−2x + 1

4
x2 − 3

4
x + 7

8
+ (K1x +K2)e−2x

���� (K1; K2) ∈ R
2 �����

���� ������� �� �������� ������������ ���� �� ������ ������ e−2x� �� �������
����� �������� �������� �� ������ ����� ������� ��������� ������ �����

���� �� �� ����� f(x)e−2x ���� f ���� ��� ���� �������� �� ���������� ���������

�� �� ������� �� ���� ��������� ��� ������������ �� ���������� ��� ex �� e−x ���� ���� ��������� ��
���������� ��������� �� ��� ��������� � ����� ������� �� �������� ���� ���� �� ��������� �� ��������
������������� �� ������� �

x↦
x

2
(ex − e−x) +K1e

x +K2e
−x

���� (K1; K2) ∈ R
2 �����

�� �� ���� ������� ���� ��� ��������� ���� ���������� �� �������� ������������� �� ������� �

x↦
1

3
(cos(x) − sin(x)) +K1e

r1x +K2e
r2x

���� r1 = 3 −√5

2
�� r1 = 3 +√5

2
�� (K1; K2) ∈ R

2 �����

�� �� ���� ��� ������� ���� ��� ��������� �� ��������� ���������� Ec �

y′′ − 3y′ + 2y = e(2+3i)x
�� ����� �� ������ ������ �� ���������� �� ������ ���� I (e(2+3i)x)�
�� ������� ����� ��� ���������

x↦
−e2x
30
(cos(3x) + 3 sin(3x)) +K1e

x +K2e
2x

���� (K1; K2) ∈ R
2 �����

�



�� �� �������� �� ���� ��������� ���� �� �������� ���������� � ����������� ������� �� �������� � �������
��������� x↦ e(1+2i)x ��� �������� �� ���������� �������� �
�� ������� �

x↦ x sin(2x)ex + ex (K1 cos(2x) +K2 sin(2x))
���� (K1; K2) ∈ R

2 �����

�� ������ ��� ���� �� ������ ������ ��� �������� �� ���������� ���������
�� ������� �

x↦
3

2
xe3x +K1e

x +K2e
3x

���� (K1; K2) ∈ R
2 �����

�� �� ������� �

x↦
1

10
(−3 cos(x) + sin(x)) +K1e

x +K2e
−2x

���� (K1; K2) ∈ R
2 �����

�� �� ������� ������������� �� ���� z = xy� �� ����� �

z′ = xy′ + y = (x + 1)y′ �� z′′ = xy′′ + 2y′
���� ���������� �� ������� �� ��������� xy′′ ��� z′′ − 2y′� xy′ ��� z′ − y �� ���� xy ��� z� ����� �

xy′′ + 2(x + 1)y′ + (x + 2)y = 0 ⇐⇒ xy′′ + 2xy′ + 2y′ + xy + 2y = 0
⇐⇒ z′′ − 2y′ + 2(z′ − y) + 2y′ + z + 2y = 0
⇐⇒ z′′ + 2z′ + z = 0

����� �������� �� z ����� ��� ��������� �

x↦ (K1x +K2)e−x
�� �� ������ ��� ��������� ��� R

∗ ���� ���������� �� ������ �� y �

x↦
K1x +K2

x
e−x

�������� �

������ E ����� ��������� �� �� ��������� ��� ������������ ������������
���� f ��� �������� �� ����� ��������� �� �� ���� ���� x� f ′(x) = ex−f(−x)� ������� ��� f ��� ����������
�� �� ������ ��� x↦ f(−x) ��� ��������� �� ���� ��� �������� �� ��������� �����������
������ f ′(x) = ex−f(−x) ��� ���������� �������� ����� �������� ���� ���� x� ���� ����� � f ′′(x) = ex+f ′(−x)�
��� f ′(−x) = e−x − f (−(−x)) = e−x − f(x)�
�� �� ������ ��� f ������ ���������� f ′′(x) = ex + e−x − f(x) ⇐⇒ f ′′(x) + f(x) = ex + e−x ��� ��� ���
�������� ������������� �� ������ ����� � ��������� �� �� ��������� ��� ���������� �� ���������� �� �� �������
��� f ���� �������������� ���� �� �� �����

x↦K1 cos(x) +K2 sin(x)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
��������� ���������

+ 1

2
(ex + e−x)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�������� ������������

����� ���� ������ ���� �� ������� ��� ��������� ��� f ������ ���������� ��
������ ��� ���� ����� ��� �������� ��� ������������ ����������� �� ��� ���

������������ �

�� ���� ���� ������� �� f ��������� ���� ���������� �� ������� �� ��������� ���� ��� ��������� ����������

�



�� ���� ���� ����� ���� ���� x �

−K1 sin(x) +K2 cos(x) + 1

2
(ex − e−x)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

f ′(x)
+K1 cos(x) −K2 sin(x) + 1

2
(e−x + ex)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

f(−x)
= ex

⇐⇒ (K2 +K1)(cos(x) − sin(x)) + ex = ex
⇐⇒ K2 +K1 = 0
⇐⇒ K2 = −K1

�� ������� ���� ��������� ��� ��������� �� ���������� �� ������ �

x↦K1(cos(x) − sin(x)) + 1

2
(ex + e−x)

�



������� �� �� ������� ���������

�������� �

������ ��� ������� ��������� �������� ���� ����� ���������� �� �������� ���� ������ �

z1 = 1

i
; z2 = 1 + i

1 − i ; z3 = 1 + 2i
1 − 3i ; z4 = (2 + 3i)2

4 − 2i ; z5 = 1 + i√3√
3 − i ; z6 = (5 − i)6(3 + 2i)5 .

�������� �

�� ���������� ���������� ��� ������� ��������� z ���� ���
z + i
z − 3i ∈ R�

�� ���������� ���������� ��� ������� ��������� z ���� ���
2z + 1
iz − 2 ∈ iR�

�������� �

���� (z, z′) ∈ C
2� ������� ��������� ∣z + z′∣2 + ∣z − z′∣2 = 2 (∣z∣2 + ∣z′∣2) �� �� ������ ��� ��������������

������������

�������� �

���� λ ∈ C� ���� λ ≠ −i� ������� ������������� � λ ∈ R⇔ ∣1 + λi
1 − λi ∣ = 1.

�������� �

������ a �� b ���� ������� ��������� �� ������� ��� a �� b ���� ������ �� ����� �� ���� ������ ����������
������� �������� ���� ������� ab ��� ����� �� ����� �� ���� ������ ����������
���������� � ���� a �� b ����� ��� ������� �� ������� �� ������� ��������� ���� ��������

�������� �

������� �

∀z ∈ C,
∣R(z)∣ + ∣I(z)∣√

2
≤ ∣z∣ ≤ ∣R(z)∣ + ∣I(z)∣.

�������� �

������� � ∀z ∈ C ∖U, ∣1 − zn
1 − z ∣ ≤ 1 − ∣z∣n

1 − ∣z∣ �

�������� �

���� ��������� �� ����������� �������������� ���� (z, z′) ∈ C
2� ������� �

∣z + z′∣ = ∣z∣ + ∣z′∣⇐⇒ arg(z) ≡ arg(z′)[2π]⇐⇒ ∃λ ∈ R+, z = λz′.
�������� �

������� � ∀(a, b, c) ∈ C
3, ∣1 + a∣ + ∣a + b∣ + ∣b + c∣ + ∣c∣ ≥ 1�

�



�������� ��

���������� �� ������ �� �� �������� ��

z1 = (1 + i)18; z2 = (√15 + i√5)2013; z3 = (1 + i
√
3

1 − i )20 .
�������� ��

�� ��������� ��� ���� ������� ��������� z1 = eiπ/3 �� z2 = e−iπ/4�

�� ������ z1 �� z2 ���� ������ �����������

�� ������ z1z2 ���� ������ ���������� �� ����������������

�� �� ������� �� ������ ������ �� cos
π

12
�� sin

π

12
�

�������� ��

���������� ���������� ��� ������� �������� n ���� ��� (√3 + i)n ∈ R−�

�������� ��

������� � ∀(z1, z2) ∈ C
2,({ ∣z1∣ = ∣z2∣ = 1∣2 + z1z2∣ = 1 Ô⇒ z1z2 = −1)�

������������� ���������� �������� ����� �

�������� ��

���� x ∈ R� ���������� ��� ����������� ���������������� ��������� �

cos2 x, sin2 x, cos3 x, sin3 x, cos4 x, sin4 x, sin3 x cos3 x.

�������� ��

���� x ∈ R� �������� ��� ��������� ��������� �� � ������ �� ���������� �� sinx �� cosx �

sin 3x, cos 3x, sin 4x, cos4x, sin 5x.

�������� ��

���� (x, y) ∈ R
2� ���������� ��� ����������� ��������� �

cosx + cosy, sinx + siny, cosx + sin y.

�������� ��

�������� ���� C ��� ��������� ��������� �

�� 3z − (3 − i)z = 1 − 2i�
�� 4z2 − 16z + 11 − 12i = 0�

�� z2 + 4 = 5z − 10i�
�� z(z + 5) = i − 7�

�� z5 = 16√2 + 16i√2�

�� z8 − 3z4 + 2 = 0�

�� z7 − 4z5 − z2 + 4 = 0�

�� z8 + 2z7 − 2z − 4 = 0�

�������� ��

���� n ∈ N
∗� �������� �� ����� �� �� ������� ��� ������� n����� �� ��������

�



�������� ��

���� n ∈ N� n ≥ 2� �������� ���� C ���������� (z + 1
z − 1)

n = 1�

�������� ��

�������� ���� C ���������� � 27(z − 1)6 + (z + 1)6 = 0�

�������� ��

�������� ���� C ��� ��������� ��������� �

�� ez = i� �� ez = 1 + i�
�������� ��

�� ������ u⃗ �� v⃗ ���� �������� �� ����� ������� ����������� ∥u⃗ + v⃗∥ ≤ ∥u⃗∥ + ∥v⃗∥�
�� ������ A,B �� C ����� ������ �� ����� ������� ����������� AB +BC ≥ AC�

�������� ��

�� ���� ��� ���� ���� ������ ����������� (0, i⃗, j⃗)� �� ��������� ��� ������ A,B �� C ������� �����������

zA = 2 + i√3� zB = 2 − i√3 �� zC = 1

2
+ i

√
3

2
�

�� ������ �� �������� ABC� �� ������� ����� ��� ����������

�� �� ���� E ���������� ��� ������ �� ���� ���� ������ z ������ � ∣z∣2 − 5∣z∣ + 4 ≤ 0�

�� ��� ������ A,B �� C ����������������� � E �

��� ���������� ���������� E� �� �� �������� ��� �� �������

�������� ��

���������� ��������������� �� ��� �� ������ ���������� ��� ������� ��������� z ���� ��� ∣z − 8
z − 4 ∣ = 1�

�������� ��

���������� ��������������� ���������� ��� ������� ��������� z ���� ��� ∣z∣ = 1∣z∣ = ∣z − 1∣.
�������� ��

���������� ���������� ��� ������ ������ z ∈ C ���� ��� �

�� 1, z �� z2 ������ ��� ����� �� ����� ������ ��������

�� z ��
1

z
������ ��� ����� �� ���� �������� ������������

�� 1, z �� z + i ������ ��� ����� �� ����� ������� ���� �������� ���� �� ������ �� ������ ����������� ���
��������� O �� �������

�������� ��

���� a ∈ R �� ������� �������� �� ������� ������� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
cos(a) + cos(a + x) + cos(a + y) = 0
sin(a) + sin(a + x) + sin(a + y) = 0

�



������� �� �� ������� �� �� ������� ���������

�������� �

z1 = −i z2 = i z3 = −1
2
+ 1

2
i z4 = −11

5
+ 19

10
i z5 = i z6 = −16 + 24i

∣z1∣ = 1 ∣z2∣ = 1 ∣z3∣ =
√
2

2
∣z4∣ = 13

√
5

10
∣z5∣ = 1 ∣z6∣ = 8√13

�������� �

�� �� ���� ��� z ≠ 3i�
������ M ������� �� z� A� ������� �� 3i �� B ������� �� −i�
����� ��������� ������� �

ÐÐ→
AM ��

ÐÐ→
BM ����������� �� ����� � ���� M ∈ (AB)�

�� (AB) ��� ����� ��� ������������ �� �� ������ ���� ���������� ��� ���������

{λi, λ ∈ R/{3}}
�� �� ���� ��� iz ≠ 2� ����� � ���� z ≠ −2i�

�� �� ������� �� �������� ����� ��������� ���������������� �� ����� �� ��������� �� ����� ���������
�������

∃λ ∈ R/ 2z + 1
iz − 2 = iλ ⇐⇒ 2

i
× z + 1

2

z + 2i = iλ
⇐⇒

z + 1
2

z + 2i = −λ2
������� λ ������ R�

−λ
2

������ ��������� R�

����� ��������� ��� ���� ����������� � ���� ��� ��� �������
ÐÐ→
CM ��

ÐÐ→
DM ���� ����������� ���� M ���

��� ������� �� z� C� ����� �� −1
2

�� D ����� �� −2i�
�� ���������� �� (CD) ��� y = −4x − 2� ����������� ���������� ��� ��������� ���

{a + i(−4a − 2), a ∈ R
∗}

�������� �

�� � ���������� ��������

∀(z; z′) ∈ C
2, ∣z + z′∣2 = (z + z′) × (z + z′) = ⋯ = ∣z∣2 + ∣z′∣2 + 2R (zz′)

��� ��� ����������� �� �������� ���� ������
���� �������� ����� ������� � ∣z + z′∣2 + ∣z − z′∣2 = ⋯ = 2 [∣z∣2 + ∣z′∣2]
���� ���������� � ���������� �� ����������������

�



�������� �

�� �� ��������� ��� ������������� �� ��������� ����� λ ∈ C/{−i} �� �� ���� a =R(λ) �� b = I(λ)�
�� ������� ������� 1 + λi = 1 + i(a + ib) = 1 − b + ai �� 1 − λi = 1 + b − ai� �� ������� ���� �

∣1 + λi
1 − λi ∣ = 1 ⇐⇒

¿ÁÁÀ(1 − b)2 + a2(1 + b)2 + a2 = 1
⇐⇒ (1 − b)2 + a2 = (1 + b)2 + a2
⇐⇒ b2 + 1 − 2b + a2 = b2 + 1 + 2b + a2
⇐⇒ 4b = 0
⇐⇒ b = 0 ⇐⇒ λ ∈ R

�������� �

���� ��� ��������� �� ������ �� ����� z =R(z) �� b = I(z)�
�� ����� ����������� � ������� ������� �����

∣a∣ + ∣b∣√
2
≤√a2 + b2 ≤ ∣a∣ + ∣b∣

�� ��������� ��� ������������ ��� �� �������� ���������� ������� ��� ��� ���� ������� ���� �������� �� ���∣a∣2 = a2�

∣a∣ + ∣b∣√
2
≤√a2 + b2 ⇐⇒ a2 + b2 + 2 ∣a∣ ∣b∣ ≤ 2 (a2 + b2)

⇐⇒ 0 ≤ a2 + b2 − 2 ∣a∣ ∣b∣
⇐⇒ 0 ≤ (∣a∣ − ∣b∣)2

�� ��� ��� ���� �
�� ������ �� ������� ��������� ��� �� ������� ��������� ��� ����������� �

0 ≤ 2 ∣a∣ ∣b∣
�� ��� ��� ��������� ���� �

�������� �

���� �� ������ �� ��������� ���� ���� ∣z∣ ≠ 1� �� �

1 − zn
1 − z = ∑0≤k≤nzk

��
1 − ∣z∣n
1 − ∣z∣ = ∑0≤k≤n ∣z∣k

������ ����������� � ������� ���� �� �������� �

∣ ∑
0≤k≤n

zk∣ ≤ ∑
0≤k≤n

∣z∣k
�� ��� ��� ���� ������� �� ������ ������ ����������� �������������

�



�������� ��

�� ������� ��� ���������� �� ������ �� �� ����������� ���� �� ����� ����������� �� ��� ������� �� ��������
��� ����� ���������� ��� ������� � ���� ������ �� ������ ���������� ��� ���������� �� �� ������ ��
�������� �� 2π �� ���� ������� ����� ������� �� ������� �

∣z1∣ = 512 ∣z2∣ = (2√3)2013 ∣z3∣ = 1024
arg(z1) = π

2
arg(z2) = −π

2
arg(z3) = −π

3

�������� ��

��

z1 = 1

2
+
√
3

2
i z2 =

√
2

2
−
√
2

2
i

�� ����� ������� �� ������� �

z1z2 = cos( π

12
) + i sin( π

12
) = √6 +√2

4
+ i

√
6 −√2

4

�� �� ���������� ��� ������� ������� �� ����������� �� z1z2� �� ������� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
cos( π

12
) = √6 +√2

4

sin( π

12
) = √6 −√2

4

�������� ��

������ z1 �� z2 ���� ��������� ���� ��� ∣z1∣ = ∣z2∣ �� ∣2 + z1z2∣ = 1�
�� ���� α = z1z2 ������� �� ��������� � ������� ����� ��� α�
�� ���� ��� ∣α∣ = ∣z1∣ ∣z2∣ = 1 �� ��� ∣2 + α∣ = 1� ����� � ���� ∣α − (−2)∣ = 1�
������ Γ′ �� ������ �� ������ (−2; 0) �� �� ����� �� ������ Γ �� ������ ����������������
�� ����� ���� M ������� �� α�
�� �������� ∣α∣ = 1 �� ������� ��� M ∈ Γ �� �� �������� ∣α − (−2)∣ = 1 �� ������� ��� M ∈ Γ′� ����� M ∈ Γ∩Γ′�
�� �������������� �� ��� ���� ������� ��� ������� �� ����� �� ����������� (−1; 0)�
����� α = −1�
�� ���������� ��� ������� ������� ��� ������� z1 = 1

2
�� z2 = −2�

�������� ��

���� ���� x ∈ R� �� �������� �� ��������� �� ������� �� ����� �� ����� ������ ��� �� ������ �� ������ �

cos3(x) = 1

4
(cos(3x) + 3 cos(x)) sin3(x) = 1

4
(− sin(3x) + 3 sin(x))

cos4(x) = 1

8
(cos(4x) + 4 cos(2x) + 3) sin4(x) = 1

8
(cos(4x) − 4 cos(2x) + 3)

sin3(x) cos3(x) = 1

32
(3 sin(2x) − sin(6x))

�������� ��

�� ����������� (cos(x) + i sin(x))k� �� �� ���������� ������ ������ �� ������ ����������� �� ������� �

cos(3x) = cos3(x) − 3 cos2(x) sin2(x) sin(3x) = 3 cos2(x) sin(x) − sin3(x)
cos(4x) = cos4(x) − 6 cos( x) sin2(x) + sin4(x) sin(4x) = 4 cos3(x) sin(x) − 4 cos(x) sin3(x)
sin(5x) = 5 cos4(x) sin(x) − 10 cos2(x) sin3(x) + sin5(x)

�



�������� ��

�� ����� a =R(z) �� b = I(z)� ���������� �� ������� ����� ��� ������ �������� �

b + i(6b + a) = 1 − 2i
�� ���������� ������ ������ �� ������ ���������� �� ������� �� �������⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

b = 1
6b + a = −2

�� ��� ����� b = 1 �� a = −8� ����� � ���� z = −8 + i�
�� �� �������� �� ������� �� ���������� ��� ������ �� ������������� �� ������� ��� ��������� z1 = 1−2i

2

�� z2 = 7+i
2

�� ����� �������� ��� ����������� � z2 − 5z + 4+ 10i = 0� �� �� ������ � ������ �� �� ������� �� ������ ��
������� ��� ��������� z1 = 5 − 2i �� z2 = 2i�
����� ������ �

���� ���� z� ����� �������� ��� ����������� � (z − 2i)(z + 2i) = 5(z − 2i) ⇐⇒ (z − 2i)(z − 5 + 2i) = 0�
�� �������� ����� ��� ����������

�� ����� �������� ��� ����������� � z2 + 5z + 7 − i = 0�
�� �������� ����� ������� ��� ��������� z1 = −3 − i �� z2 = −2 + i

�� �� ���� α = 16√2 + 16i√2� �� ������� ∣α∣ = 32 �� arg(α) = π

4
�

�� ������ �� ���������� �� z �������� ����⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∣z∣5 = 32
5arg(z) = π

4
+ 2kπ ���� k ∈ Z

�� ������� ���� ��� ���� ��������� �

{2eiπ/20; 2e9iπ/20; 2e17iπ/20; 2e25iπ/20; 2e33iπ/20}
�� �� ������� �� ���������� �� ��������� �� ���� Z = z4� �� ������� ���������� �

Z2 − 3Z + 2 = 0 ��� � ���� ��������� Z = 1 �� Z = 2�
�� ������ ������� ��� ���� ��������� z4 = 1 �� z4 = 2� �� ������� ����� ��� ���� ��������� �

{1; i; −1; −i; 21/4; 21/4i; −21/4; −21/4i}
�� �� �������� ��� 1� 2 �� −2 ���� ��� ������� ���������� �� ���� ���� ���������� �� �������� z7 − 4z5 −

z2 + 4 ��� (z − 1)(z − 2)(z + 2)�
�� �������� ����� ������� ���� ���� z ∈ C �

z7 − 4z5 − z2 + 4 = (z − 1)(z + 2)(z − 2)(z4 + z3 + z2 + z + 1)
��� �� ���� ���� ���� z ≠ 1� 1 + z + z2 + z3 + z4 = z5 − 1

z − 1 � �� ������� ���� ������������ ��������� �

z7 − 4z5 − z2 + 4 = (z + 2)(z − 2)(z5 − 1)
����� ���������� ��� ����� ���� z = 2 �� z = −2 �� z5 = 1� �� ������� ���� ��� ���� �������

{2; −2; 1; e2iπ/5; e4iπ/5; e6iπ/5; e8iπ/5}
����� ������ � ���� ���� z� ����� �������� ��� ����������� � z5(z2−4)−(z2−4) = 0 ⇐⇒ (z5−1)(z2−4) =
0� �� ������� ������� ��� ��������� ���� �����������

�� ���� ����� ����������� −2 ��� ��� ������ ��������� ����� �������������� �� �������

z8 + 2z7 − 2z − 4 = (z + 2)(z7 − 2)
�� � � ���� ���� ������� �

{−2; 21/7; 21/7e2iπ/7; 21/7e4iπ/7; 21/7e6iπ/7; 21/7e8iπ/7; 21/7e10iπ/7; 21/7e12iπ/7}
����� ������ � ���� ���� z� ����� �������� ��� ����������� � z7(z+2)−2(z+2) = 0 ⇐⇒ (z+2)(z7−2) = 0�
�� ������� ������� ��� ��������� ���� �����������

�



�������� ��

�� ���� ���� ���� k ∈ [[0; n − 1]]� αk = e2ikπ/n� �� ���� ��� ������� ������� �� ��������

�� ���� �������� �

n−1
∑
k=0

αk = n−1
∑
k=0

e2ikπ/n

= n−1
∑
k=0

(e2iπ/n)k
�� ��������� �� ����� ��� ������ ����� ����� ����������� �� ������ e2iπ/n� �� ���� ���������� ���� ��� �

● ���� n = 1� �� ������ ���� e2iπ/1 = 1 �� �� ����� ���� ���� 1�
● ���� n ≥ 2� �� ����� ���� �

1 − (e2iπ/n)n
1 − e2iπ/n = 1 − e2iπ

1 − e2iπ/n = 0
��������� ���������� �� ������� �

n−1
∏
k=0

αk = n

∑
k=0

e2ikπ/n

= e∑n−1
k=0 2ikπ/n

= e2iπ/n∑n−1
k=0 k

= e 2iπ
n
×n(n−1)

2

= ei(n−1)π
= (−1)n−1

�������� ��

�� ���� Z = z+1
z−1 �� �� ������ Zn = 1� �� � � n ��������� ��� ������������� ��� ������� ������� �� ��������

��� ���� ���� ���� ���� k ∈ [[0; n − 1]]� αk = e2ikπ/n�
����� � ������� ��� ��������� �� ���������� �� ������� �� ������ �� ��������� ���� ���� k ∈ [[0; n − 1]] �

z + 1
z − 1 = αk ⇐⇒ (z − 1)αk = z + 1

⇐⇒ z(αk − 1) = 1 + αk

���� �� ���� ���������� ���� ��� �
● ���� αk = 1� ����� �������� ��� ��� �� ��������� �� �������� ���� ���������� α0 = 1 �
● ���� αk ≠ 1� ����� � ���� ���� k ≥ 1� ����� �������� � ���� ������ �������� � 1+αk

αk−1 �
����������� ���������� ������� n − 1 ��������� �

{1 + α1

α1 − 1;
1 + α2

α2 − 1; ⋯;
1 + αn−1
αn−1 − 1}

�������� ��

���� z = 1 ����� ��� ��������� �� �������� ���� ���� ���� z ≠ 1 �

27(z − 1)6 + (z + 1)6 = 0 ⇐⇒ (z + 1)6 = −27(z − 1)6
⇐⇒ (z + 1

z − 1)
6 = −27

�� ���� Z = z+1
z−1 �� �� ������ Z6 = −27 = 27eiπ� �� ��������� ��� ��� �������� � ��������� � ��� ����

������ ���������� ��� ������� �� ������ �� � ����������� �� � ��� ���������� ������� ���� ���� k ∈ [[0; 5]]�
βk =√3eiπ/6+2kπ/6 =√3e

iπ
6
(2k+1)�

�



�������� �� ������� ���� ���� k ∈ [[0; 5]]� ����������

z + 1
z − 1 = βk ⇐⇒ (z − 1)βk = z + 1 ⇐⇒ z(βk − 1) = βk + 1

����� ��� βk ����� ���� � �� �� � � ���� ���������� ��� ��������� ��� z �

{1 + β1

β1 − 1 ;
1 + β2

β2 − 1; ⋯;
1 + β5

β5 − 1}
�������� ��

�� ���� �� ������ ���� ���� �� ���� �������
√
3 � �� ����� �� �� ������ ��� ����� �� �������� �����

������� ���� �������� ����������� �� ���� 2� �� ����� 22 − 12 = 3�

�� ����� �� ��� �� ������ �����
za − zc
zb − zc =

√
3

3
i� �� ��� ������ ��� �� �������� ��� ��������� �� C�

�� �� ����� ������ �� ������������ �� ��� �������� �� � ��� ������������ �

∣z∣2 − 5∣z∣ + 4 ≤ 0 ⇐⇒ (∣z∣ − 1) (∣z∣ − 4) ≤ 0 ⇐⇒ ∣z∣ ∈ [1; 4]
�� ������ �� ∣za∣ =√7� ∣zb∣ =√7 �� ∣zc∣ = 1 �������� ��� ��� ����� ������ ������������� � E�

��� ���������� E ����� ��� �������� ������� �� O ��������� ��� ��� ������ � �� ��

0 1 2 3 4−1−2−3−45
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�
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�

�

�

�������� ��

����� ���� ������� ���� ���� z ≠ 4� �� � ������������� �

∣z − 8
z − 4 ∣ = 1 ⇐⇒ ∣z − 8∣ = ∣z − 4∣

���� ����� ���� ��� ��������� ���� ������� ��� ��� �� ���������� ��� ������ ������ 8 �� 4� ����� � ����
���������� ��� ��������� �� ������ ������ ����� � 6�

�



�������� ��

���� ������� � �������� �� ������� � ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∣z∣ = ∣z − 1∣
∣z∣ = 1∣z∣

�� �� �� ������ ���� �� ���� ��������� ���� O �� ������ �� ������ �� A �� ����� ������ 1� ���� ���� M

�� ����� ������ z�

�� � ∣z − 1∣ = AM �� ∣z∣ = OM � �� �������� ��� ���� ���������� � ������� ���������� ��� ������ M ����
��� ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

OM = AM
OM = 1

OM

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
OM = AM
OM = 1

● �� �������� ��������� AM = OM ��� ����������� � � M ��� ��� �� ���������� �� [OA] ��
● �� ������� ��������� OM = 1 ��� ����������� � � M ��� ��� �� ������ �� ������ O �� ����� � ��

��� ��������� ���� ���� ��� ������������� �� �� ���������� �� [OA] �� �� ������ �� ������ O �� ����� ��

�� ������� ����� ���������� ��� ������ ������� eiπ/3 �� e−iπ/3�
��� ������� eiπ/3 �� e−iπ/3 ���� ���� ��� ��������� �� �������� �� ������ �

�������� ��

�� �� ���� E �� ����� ������ 1�
E ���� ������ �� ����� �� ����� M ≠ E ���� ������ �� �� ���� �� �� ��������� �� ��� ���� z ������ �

z2 − 1
z − 1 ��� �� ���� ��� ⇐⇒ z + 1 ��� �� ���� ���

⇐⇒ z ��� �� ���� ���

�� ���� ��������� ��� ���� ����� ��� ������

�� ���� O �� ���� ��� ����� ������ �� ����� �� ����� M ���� ������ �� ���� �� �� ��������� �� ��� ����
z ������ �

z
1
z

��� �� ���������� ��� ⇐⇒ z2 ��� �� ���������� ���

⇐⇒ a2 − b2 = 0 ���� a �� b ��� ������� ������� �� ����������� �� z

⇐⇒ a = b �� a = −b
�� ���� ��������� ��� ���� ����� �� �� ������� ��� ���� ������������ ����������� y = x �� y = −x�

�� �� ��������� ��� ������ z ������� �

∣1∣ = ∣z∣ = ∣z + i∣ ⇐⇒ ∣z∣ = 1 �� ∣z + i∣ = 1
�� ���� ��� ���� �������������� �� ������ ��������������� �� �� ������ �� ������ ������ −i �� ��
����� ��
�� ������� ���� ��� ���� ������ ������� ����������� e−iπ/6 �� e−5iπ/6�

�������� ��

�� ������� �� ������� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
cos(a) + cos(a + x) + cos(a + y) = 0 (L1)
sin(a) + sin(a + x) + sin(a + y) = 0 (L2)

�� ������� L1 + iL2� �� ������� �

eia + ei(a+x) + ei(a+y) = 0 (E)
�



����� �������� ��� ����������� ��� �� �� ����� �� ������ ������ �� ����� �������� �� �������� L1 �� �� ��
����� �� ������ ����������� �� �������� L2�
���������� E ������ ����� ������������� �

1 + eix + eiy = 0
������ α = eix �� β = eiy� α �� β �������� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∣α∣ = 1∣β∣ = 1
α + β = −1

������� ����������� �

���������� �� ��������� ���� �������� �� ��������� ���� A ������� �� α� B �� ����� ��� ���
Ð→
AB ��� �������

�� β �� ���� C �� ����� ������ −1�

�� �������� β = −1 − α �� ������� ��������������� ���
Ð→
AB =Ð→AC �� ��� ����� B = C�

��������� ∣α∣ = ∣β∣ = 1 ����� OA = AB = 1� �� �� ������ ��� �� ����� A ��� ��� �� ������ ���������������
���� ����� ��� �� ������ �� ������ B = C �� �� ����� 1� �� � � ���� ���� ������������ �

● A � ���� ���� α = e2iπ/3 = −1
2
+ i
√
3

2
�� ���� �� ��� β = −1 − α = 1

2
− i
√
3

2
= e−2iπ/3�

● A � ���� ���� α = e−2iπ/3 = −1
2
− i
√
3

2
�� ���� �� ��� β = −1 − α = −1

2
+ i
√
3

2
= e2iπ/3�

���� ��� ���� ���� �� ������� β = α�
����������� �� � � ���� ������� �� ���������� ��� ��������� �� 2π ���� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = 2π

3

y = −2π
3

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = −2π

3

y = 2π
3

������� ������������ �
�� ���� p = x+y

2
�� q = x−y

2
�� ����� x = p + q �� y = p − q� ���� �� ���� �� � �

eix + eiy = −1 ⇐⇒ ei(p+q) + ei(p−q) = −1 ⇐⇒ eip (eiq + e−iq) = −1
⇐⇒ 2 cos qeip = −1
⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2 ∣cos(q)∣ = 1
arg (cos q) + p = π

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q = π

3

p = π ��
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q = 2π

3

π + p = π ��
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q = −π

3

p = π ��
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q = −2π

3

π + p = π
�� ������� ����� ��� ��������� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = 4π

3

y = 2π
3

��
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = 2π

3

y = −2π
3

��
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = 2π

3

y = 4π
3

��
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = −2π

3

y = 2π
3

�� ��������� ��� ��������� �� �� ������ ������ ��� �������� ��� ��������� �� 2π ����� �� �������� ����
��� ���� ��������� ������������ ������������ �������� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = 2π

3

y = −2π
3

��
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = −2π

3

y = 2π
3

�



������� �� ��� ��������� ���� ��������

���� ����� �� �������� ���� ���������� ���������� �������� ��� ���� ���� ������ ����������� ������ (O, ı⃗, ⃗, k⃗)�
�������� �

������ u⃗� v⃗� w⃗ �� t⃗ ������ ��������� �������� det(u⃗ ∧ v⃗, u⃗ ∧ w⃗, u⃗ ∧ t⃗).
�������� �

���������� ��� ���� ������������ ������� ���� �� ������� ������� ��� ���������� �� ������� (−1,2,−2)�
�������� �

���� ������� ������� �� a ��� �������� (1,0, a), (a,1,0) �� (0, a,1) �������� ����������� �

�������� �

���� ������ ��� ��� ��������� ���������� ��� �������� ����������� ����� ������ �������������� �������
������ �� ���� ��������� �

�� P1 ��� �� ���� ������� ��� �� ����� A(4,3,2) �� ������ ��� ��� �������� u⃗1(1,1,−2) �� v⃗1(−1,3,0) �

�� P2 ��� �� ���� ������� ��� �� ����� B(5,7,−1) �� ���������� �� ������� u⃗2(2,3,3) �

�� P3 ��� �� ���� ������� ��� ��� ��� ������ C(−4,1,2)� D(−1,−1,−1) �� E(0,2,−1) �

�� P4 ��� �� ���� ���� ��� �������������� ������������ ��� �

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = 2 + λ − 2µ
y = λ + µ (λ, µ) ∈ R

2.

z = 1 + 2λ + µ
�������� �

�� ��� ������ A(−4,1,2)� B(−1,−1,−1)� C(0,2,−1) �� D(−5,2,0) �������� ����������� �

�� ��� ������ E(−4,1,−2)� F (1,−1,1) �� G(11,−5,7) �������� ������� �

�������� �

�������� �� ������� ���������� �� ����� A ��� �� ���� P ���� ��� ��� �������� �

�� A ��� �� ����� �� ����������� (1,2,1) �� P ��� �� ���� ������� ��� B(−1,−1,−1) �� ������ ���
u⃗(−2,1,2) �� v⃗(3,1,0) �

�� A ��� �� ����� �� ����������� (−3,1,0) �� P ��� �� ���� ������� ��� C(−1,4,2) �� ���������� �
w⃗(−2,3,1) �

�� A ��� �� ����� �� ����������� (1,0,3) �� P ��� �� ���� ���������� ����������� 3x + 3y − 2z + 6 = 0�

�������� �

���� ������ ��� ��� �������� ���� �� ��� ����� P1 �� P2 ���� ���������� ��� �� ����� �� ���� �������� �� ��������
��� ��� ������ �

�� P1 �� P2 ���� �������������� ��� ����� ����������� 3x + 4y + 3z + 1 = 0 �� 3x + 4y + 4z + 1 = 0�

�� P1 �� P2 ���� �������������� ��� ����� ����������� 3x + 3y + 3z + 1 = 0 �� 3x + 3y + 3z + 3 = 0�

�� P1 ����� ��� A1(1,1,1)� P2 ����� ��� A2(3,1,1) �� u⃗(1,1,1) ��� �� ������� ������ � P1 �� P2�

�



�������� �

���� ������ ��� ��� ��������� ���������� �� ������� ����������� ������������ ����� ������ ��������������
������������ �� �� ������ ���������� �

�� D1 ��� �� ������ ������� ��� �� ����� A(4,−3,2) �� ������� ��� �� ������� u⃗1(3,1,−2) �

�� D2 ��� �� ������ ������� ��� �� ����� B(5,0,−1) �� ����������� �� ���� ���������� x− y + z − 1 = 0 �

�� D3 ��� �� ������ ������� ��� ��� ��� ������ C(−4,1,2) �� D(−1,−1,−1)�
�� D4 ��� �� ������ ����� � �������������� ��� ����� ����������� 2x − y + z + 2 = 0 �� x − y − z − 1 = 0�

�������� �

�������� �� ������� ���������� �� ����� M(1,3,−2) ��� �� ������ (D) ∶ { x + y + z − 2 = 0
2x + y − 5z = 0 �

�������� ��

�� ���������� ��� ����������� �� ������� ���������� �� ����� A(−1,0,3) ��� �� ������ ������� ���
B(1,1,1) �� ������� ��� u⃗(−1,2,3)�

�� ���������� ��� ����������� �� ���������� �� ����� B(−1,2,−1) ��� ������� �� ���� ����������
x + 2y − 3z + 1 = 0�

�� ���������� ��� ����������� �� ������� ���������� �� ����� M(α,β,γ) ��� �� ���� ������� ���
A(1,2,3)� B(0,1,5) �� C(2,3,4)�

�������� ��

������ (D1) �� (D2) ��� ������� (D1) ∶ { x + y = 2
y − 2z = 3 �� (D2) ∶ { x + y + z = 1

x − 2y + 3z = a .

�� (D1) �� (D2) ���������� ���������� �

�� ���������� a ���� �������� ������ ����������� ������ ����� ��� ����������� �� ����� ��������������
�� (D1) �� (D2) �� ��� �������� �� ���� ��������� (D1) �� (D2)�

�������� ��

���������� ��� �������� ����������� ��� ������� ��������� �

�� �� ������ S1 �� ������ Ω(1,3,−1) �� �� ����� � �

�� �� ������ S2 �� �������� [A,B] ���� A(3,5,0) �� B(−1,1,1)�
�������� ��

������ S �� ������ �� ������ O �� �� ����� � �� P �� ���� ���������� x +√8y − 4z + 12 = 0�

�� ���������� ��� �������� ������������ �� �� ������ D ������� ��� O �� ����������� � P �

�� ���������� ��� ����������� ��� ������ �������������� A �� B �� �� ������ D �� �� �� ������ S�

�� ���������� ��� �������� ��� ����� �������� � �� ������ ��� ������ A �� B�

�������� ��

���������� ��� �������� ����������� �� �� ������ ��������� ��� ������� ����������� { z = 0
x2 + y2 = 9 ��

{ z = 2
x2 + y2 = 25 �

�



�������� ��

������� ����� ������ ��� ������ ������ ��������� ��� ������� ����������� ������������ ����������� � { x = 1
y2 + z2 − 4y = 0

�� { z = 1
x2 + y2 − 2x − 4y + 2 = 0 � �� ���������� ��� �������� ������������

�������� ��

������ A �� B ���� ������ ���������� ������� ��� ���������� ��� ������ M ���� ��� AM = BM ����� ��
���� ���� �� ��������� �� ����� �� �� ������� �������
����������� �� ������ ��� ������� ��������� ��� �� �������� ABM

�������� ��

������ ��� ��������� ������ ��������� �
● ������������ ��� ����� �� ������ ���� ������� ������������� ��� ����������� �� ���� ��������
u⃗ �� v⃗ ���� �� ������ ����������� �� ��� ������� �� ������ �� u⃗ ⋅ v⃗ �
● ���� ��� ����� �� ������ ��� ������ ������������� ��� ����������� �� u⃗ ���� �� ������ ������

������ �� ��� ������� �� ������ �� ∥u⃗∥ �
● ������������ ��� ����� �� ������ ���� ������� ������������� ��� ����������� �� ���� ��������
u⃗� v⃗ ���� �� ������ ���������� ������� �� ��� ������� ��� ����������� �� ������� u⃗ ∧ v⃗ �
● ���� ��� ����� �� ������ ����� ������� ������������� ��� ����������� �� ����� ������ A� B �� C

���� �� ������ ����������� �� ��� ������� ������ �� �������� ABC �
● �������� ��� ����� �� ������ ����� ������� ������������� ��� ����������� �� ����� ������ A� B ��
C ���� �� ������ ����������� �� ��� �������� �� ��������� ��� ���������� a� b� c �� d �� ����������
����������� ax + by + cz = d �� ���� (A; B; C)

�



������� �� �� ������� �� ��� ��������� ���� ��������

�������� �

�� ����������� ��� ���� ���� �� �������� �� �� ����� ��� ����������� �� ��� �
● �� u⃗ �� v⃗ ���� ����������� u⃗ ∧ v⃗ = 0⃗ ���� �� ����������� ��� ��� �
● �� u⃗ �� v⃗ �� ���� ��� ����������� ���� ��� u⃗� v⃗ �� w⃗ ���� ������������ ����� u⃗ ∧ v⃗ �� u⃗ ∧ w⃗ ����

������������ ������ �� ����������� ��� ��������� ��� �
● �� u⃗� v⃗ �� w⃗ ���� ��� ������������ ����� ��� ����� �������� ������� ��� ����� ������ �� ������ �����

������� λ� µ �� ν ��� ���
t⃗ = λu⃗ + µv⃗ + νw⃗

������ u⃗ ∧ t⃗ = µu⃗ ∧ v⃗ + νu⃗ ∧ w⃗�
�� ���������� �� ������������ �� ������������ �� ����� �

det(u⃗ ∧ v⃗, u⃗ ∧ w⃗, u⃗ ∧ t⃗) = µdet(u⃗ ∧ v⃗, u⃗ ∧ w⃗, u⃗ ∧ v⃗) + ν det(u⃗ ∧ v⃗, u⃗ ∧ w⃗, u⃗ ∧ w⃗)= 0 + 0= 0
�������� �

��� ��������� ���������� �� �������� �� ����������� ��� ��� �� ����������� �� ��� ����� �������� ��� ����
����� ������� ���� ����� �� ���������

a3 + 1 = 0 ⇐⇒ a = −1
�������� �

����� ��� ��������� ���� ��� ��������� �������������

�� �� �������
3x + y + 2z = 19

�� �� �������
2x + 3y + 3z = 28

�� �� �������
9x − 3y + 11z = −17

�� �� �������
−x − 5y + 3z = 1

�������� �

�� ���� �������� �� ����������� �������� �� ������������ �� �� ������� ��������� �������� �� �������������

�



�������� �

�� ������ A′
⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠ �� ������

A′ ���������� �� ���� ��
ÐÐ→
AA′ ��� ���������� � u⃗ �� v⃗�

�� ������ ���� ���� ������� (s; t) ∈ R
2 ���� ��� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x = −1 − 2s + 3t
y = −1 + s + t
z = −1 + 2s

������� ���� �� �������
ÐÐ→
AA′

⎛⎜⎝
−2 − 2s + 3t
−3 + s + t
−2 + 2s

⎞⎟⎠� ��� ����������
ÐÐ→
AA′ ⋅ u⃗ = 0 ��

ÐÐ→
AA′ ⋅ v⃗ = 0 �������� �����

������� �� ������� �⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−2(−2 − 2s + 3t) + (−3 + s + t) + 2(−2 + 2s) = 0
3(−2 − 2s + 3t)+ (−3 + s + t) = 0 ⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
9s − 5t = 3
−5s + 10t = 9 ⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
s = 15

13

t = 96
65

�� ������� ����� A′
⎛⎜⎝
73/65
106/65
17/13

⎞⎟⎠�

�� ������ A′
⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠ �� �������� �� ���� ���
ÐÐ→
AA′ �� w⃗ ���� ����������� ���� �� ������ t ��� ��� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x = −3 − 2t
y = 1 + 3t
z = t

������� ����� �� ����� ���������� �� ���� �� ��� ������� ���
ÐÐ→
CA′ ⋅ w⃗ = 0�

�� �������
ÐÐ→
CA′

⎛⎜⎝
−2 − 2t
−3 + 3t
−2 + t

⎞⎟⎠� ����� �� ��������� �������������� �� ���� ������� �

−2(−2 − 2t) + 3(−3 + 3t) + (−2 + t) = 0 ⇐⇒ 14t = 7 ⇐⇒ t = 1

2

����������� �� ������� A′
⎛⎜⎝
−4
5/2
1/2

⎞⎟⎠
�� ���� ���������

�� ��������� ��� �������� ������������ �� �� ������ ������� ��� A �� ����������� �� ���� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x = 1 + 3t
y = 3t
z = 3 − 2t ; t ∈ R

�������� �� ��������� �������������� �� ���� ������ �� �������� t �

3(3t + 1) + 3 × 3t − 2(−2t + 3) − 6 = 0 ⇐⇒ 22t = 9 ⇐⇒ t = 9

22

�� ��� ����� ��� ����������� �� ������� ����������
⎛⎜⎝
49/22
27/22
24/11

⎞⎟⎠�

�



�������� �

�� ��� �������� ������� ��� ���� ����� �������� ������ ��� ��������� ������������� ���� ��� �����
��������
��� ���� ����� �� ���� ���� ��� �����������

�� ��� ���� �������� ������� ���� ����������� ���� ��� ����� ���� �����������
�� ������� �� ����� A2 ����������� � P2�

A2

⎛⎜⎝
−1
0

0

⎞⎟⎠
�� ������� ������� �� ������� �� �� �������� ����� A2 �� P1� �� ������� �

2
√
3

9

�� ��� ���� ����� ��� �� ���� ������� ������� ��� ���� ���� �����������
���� ���������� ���� ��������� �� �������

∣u⃗ ⋅ÐÐÐ→A1A2∣
∥u⃗∥ = 2

√
3

3

�������� �

�� ��� �������� ������������ ��� ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x = 4 + 3t
y = −3 + t
z = 2 − 2t

���� ������� �� ������� ���������� ������������ �� ���� �� ���������� t ��� y + 3�
�� ������� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x = 4 + 3y + 12
z = 2 − 2y − 6 ⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x − 3y = 16
z + 2y = −4

�� �� ������� ��������� �� �� ������ ��� �� ������� ������ �� ����� �� ������� ���� ��� ��������
������������ � ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x = 5 + t
y = −t
z = −1 + t

���� �� ���� ��������� ��� ������������ �� ������� �� ������� ����������� ������������⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = 5 − y
z = −1 − y ⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x + y = 5
z + y = −1

�� �� ������� ��������� ���
Ð→
CD

⎛⎜⎝
3
−2
−3
⎞⎟⎠� �� ������� ��� �������� ������������ �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x = −1 + 3t
y = −1 − 2t
z = −1 − 3t

���� �� ���� ��������� ��� ������������ �� ������� �� ������� ����������� ������������ ���

��������� t ���
1 − y
2 ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

2x = −2 + 3 − 3y
2z = −2 − 3 + 3y ⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2x + 3y = 1
2z − 3y = −5

�



�� �� ������� ���������� ��� ������ �����������

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2x − y + z + 2 = 0
x − y − z − 1 = 0

�� ������� L2 ←Ð L2 +L1� �� �������

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2x − y + z = −2
3x − 2y = −1

�� ������� L1 ←Ð L1 − 1

2
L2� �� �������

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1
2
x + z = −3

2

3x − 2y = −1
�� ���� ���� �������� z �� y �� �������� �� x �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
z = −3

2
− 1

2
x

y = 1
2
+ 3

2
x

�� ������ x = t� �� � ����� ���������� ������������ �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x = t
y = 1

2
+ 3

2
t

z = − 3
2
− 1

2
t

�������� �

�� ��������� ��� �������� ������������ �� ����� ������� ����� � �� ������� ������� �� �������� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x + y + z − 2 = 0 (L1)
2x + y − 5z = 0 (L2) ⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x + y + z = 2 (L1)
−y − 7z = −4 (L2 ← L2 − 2L1)

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x − 6z = −2 (L1 ← L1 +L2)
y + 7z = 4 (L2 ← −L2)

⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x = −2 + 6t (L1 ← L1 +L2)
y = 4 − 7t (L2 ← −L2)
z = t ; t ∈ R

���� ������ ���������� �� ������� ��������� d⃗
⎛⎜⎝
6
−7
1

⎞⎟⎠ �� �� �������

���� ������� �� ������� ���������� M ′� �� ������� ����� t ��� ���
ÐÐÐ→
MM ′ ⋅ d⃗ = 0�

�� �������
ÐÐÐ→
MM ′

⎛⎜⎝
−3 + 6t
1 − 7t
2 + t

⎞⎟⎠� ����� t ������ �

6(−3 + 6t) − 7(1 − 7t) + (2 + t) = 0 ⇐⇒ 86t = 23 ⇐⇒ t = 23

86

�� ��� ����� M ′
⎛⎜⎝
−17/43
183/86
23/86

⎞⎟⎠�

�



�������� ��

�� �� ������� A′ ������ �
● A′ ��� ��� �� ������ (B; u⃗) �

● ÐÐ→AA′ ⋅ u⃗ = 0
�� ���� ���� ���������� ��� �������� ������������ �� �� ������ (B; u⃗) ���� ������ �� ������� ������
�����
���� ����� ��� ������ �������� ������� ��� �� ����������
����� ����������� �� ������� � ⎛⎜⎝

4
7
13
7
16
7

⎞⎟⎠
�� �� ���������� B′ ������ �

● ÐÐ→BB′ ��� ���������� �� ����� ����� � ���� ��� B′ ��� ��� �� ������ ������� ��� B �� ������� ���
�� ������� ������ �� ���� �
● m[BB′] ��� ��� �� �����

�� �������� ��������� �� ������� ���� ����� ���������� ������������ �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x = −1 + t
y = 2 + 2t
z = −1 − 3t t ∈ R

��� ����������� �� ������ �� [BB′] ����

m[BB′] 1
2

⎛⎜⎝
−2 + t
4 + 2t
−2 − 3t

⎞⎟⎠
�� ������� ��������� ����� ���� ���������� ��� t �

1

2
(−1 + t) + 2 × 1

2
(2 + 2t) − 3 × 1

2
(−1 − 3t) + 1 = 0

����� ����������� �� �������

B′
⎛⎜⎝
−2
0

2

⎞⎟⎠
�� �� �������� ��� ���������� �� ������� ������ �� �� ����� �� ������� �

Ð→
AB ∧Ð→AC

⎛⎜⎝
−3
3

0

⎞⎟⎠
������ �� ������� n⃗ (−1

1
)0 ��� �� ������� ������ �� �����

�� ������� ������� �� ����� M ′
⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠ ��� ��� �

● M ′ ��� ��� �� ������ (M ; n⃗) �
● M ′ ��� ���� �� �����

�� �������� � ����� ���������� ��� ��������� ������������� �� ��� ���������� �������������� �
�� �����
�� ������� ���� ����������� � �������� �� ������� ������� ���� x� y� z �� λ ���� ��� ����������

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x = α − λ
y = β + λ
z = γ
−(x − 1) + (y − 2) = 0

�



�� ������� �

M ′
⎛⎜⎝
(α + β − 1)/2(α + β + 1)/2

γ

⎞⎟⎠
�������� ��

�� ���� ���������� �� ������� ��������� �� (D1)� �� ���� �������� �� ������� �� �������� �� ����
�������� ��� ���� �������� ������� ��� ���� ������
��� ��������� �� (D1) ��� ������ ��� �� ������� ��������� �� ��� ���� ���������
�� ������� ����� �� ������� ��������� �� (D1) �

d⃗1
⎛⎜⎝
−2
2
1

⎞⎟⎠
���� �� ���� ���������� �� ��������� �� ������� ��������� �� (D2) �

d⃗2

⎛⎜⎝
−5
2

3

⎞⎟⎠
�� ��� ����� ��� ��� ���� �������� ���� ��� ������������
���� (D1) �� (D2) ���� ��� �����������

�� �� ���� ��� ��� ������� ���� ��� ����������� ���� ����� ���� ����������� �� �� ��������� �� ����� ����
���������
�� �������� ���� �� �������� �� ������� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x + y = 2
y − 2z = 3
x + y + z = 1
x − 2y + 3z = a

�� ������� L3 ←Ð L3 −L1� ���� L4 ←Ð L4 −L1 �� ����� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x + y = 2
y − 2z = 3
z = −1
−3y + 3z = a − 2

�� ������� ���������� L4 ←Ð L4 + 3L2� �� ������� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x + y = 2
y − 2z = 3
z = −1
−3z = a − 2 + 9

����� �� ������� L4 ←Ð L4 + 3L3� �� ������� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x + y = 2
y − 2z = 3
z = −1
0 = a + 4

����������� �� ������� ��� �� ��������� ��� ���� a = −4�

�



���� �� ���� �� ������� �� ����� �������������� ��� ���� �������� ����� ���������� �� ������� �

A
⎛⎜⎝
1
1

−1
⎞⎟⎠

�� ������� ������ �� ���� ��� ���� n⃗ = d⃗1 ∧ d⃗2 ⎛⎜⎝
4

1

6

⎞⎟⎠�

����������� ���������� ����������� �� ���� ���

4x + y + 6z = −1
�������� ��

�� ����� ��� ����������� ������� �� �� �������� ���������� ��� �

(x − 1)2 + (y − 3)2 + (z + 1)2 = 25
�� �� � � ���� ��������� ���������� �� ���� �������� �� ������ �� [AB] ���� �� �����

AB

2
�� ���������

�� �������� �� ����� �� ���� �������� ������������� �������� �

M ∈ S2 ⇐⇒ ÐÐ→AM ⋅ÐÐ→BM = 0
��� ���� ��������� ������� ��� ���� ��������� ������������ �

(x − 3)(x + 1) + (y − 5)(y − 1) + z(z − 1) = 0 ⇐⇒ (x − 1)2 + (y − 3)2 + (z − 1

2
)2 = 33

4

�� ��������� �� ��� ���� ���� ��� ��� ������ ����������� �� ���� ������� ������������� �

(x − 3)(x + 1) + (y − 5)(y − 1) + z(z − 1) = 0 ⇐⇒ (x − 1)2 + (y − 3)2 + (z − 1

2
)2 = 33

4

�� �������� ����� �� ������ �� �� ������
⎛⎜⎝

1
3

1/2
⎞⎟⎠ �� �� �����

√
33

2
������ ����� � �� �������� ���������

�������� ��

�� ��� ������� ��������� ��� �� ������� ������ �� (P )� �� ������� ���� �������� ���������� �������
������ � ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x = t
y =√8t

z = −4t , t ∈ R

�� ���������� �� �� ������ ��� x2 + y2 + z2 = 25� �� ���� ���� ���������� �������� �� ������� ����
���������� ��� ����������� ������������� �⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x = t
y =√8t

z = −4t
x2 + y2 + z2 = 25

��� ������������ �� �������� �������� ����� ��� �������� �� ������ ����� ��� t �

t2 + 8t2 + 16t2 = 25 ⇐⇒ t2 = 1 ⇐⇒ t ∈ {−1; 1}
�� �� ������ ��� ����������� ��� ���� ������ A

⎛⎜⎝
1√
8
−4

⎞⎟⎠ �� B
⎛⎜⎝
−1
−√8
4

⎞⎟⎠�

�



�� ��� ���� ����� ����� (Pa) �� (Pb) ����������� �������������� ��� ������ A �� B �� ��� ���� ��� ����

���� ������� ������
⎛⎜⎝

1√
8
−4

⎞⎟⎠ ������� [AB] ��� �� �������� �� �� ������� �� �� ������ ��� ���������

��� ���� ����� �⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(x − 1) +√8 (y −√8) + 4(z + 4) = 0 (Pa)(x + 1) +√8 (y +√8) + 4(z − 4) = 0 (Pb) ⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x +√8y + 4z = −7 (Pa)
x +√8y + 4z = 7 (Pb)

�������� ��

�� ���� (C1) �� (C2) ��� ������� ��� ���� �������� ���� ��� ����� z = 0 �� z = 2� ����� ������� ����������

���� A1

⎛⎜⎝
0
0

0

⎞⎟⎠ �� A2

⎛⎜⎝
0
0

2

⎞⎟⎠ �� ����� ������ ���������� ���� 3 �� 5�

��� ���� ����� ��� �� ���� ������� ������
⎛⎜⎝
0

0

1

⎞⎟⎠ ���� �� ������ �� �� ������ ��� ����� ��� ����� (OZ)�
������ �� ������ �� ���� t ��� ��� ��� ����������� �� ������ Ω ����

⎛⎜⎝
0

0

t

⎞⎟⎠�

����������� �� ���� �� ����� ���������� �������� ��������� �� ������ (A1A2)� �� ���� M1 ��� ���������
���� �� ������� ������ ���� �� ���� �� M2� ��� ������������ �� ������ ������ ���� �� �����
��� �� �������� �� ���������� �� ����� R �� �� ������ ������ R2 = ΩA2

1 + A1M
2
1 = t2 + 9 �� R2 =

ΩA2
2 +A2M

2
2 = (t − 2)2 + 25� �� ������� ���� �

(t − 2)2 + 25 = t2 + 9 ⇐⇒ t2 − 4t + 29 = t2 + 9 ⇐⇒ t = 5
���������� ��� ����������� �� ������ Ω �� �� ������ ����

⎛⎜⎝
0
0

5

⎞⎟⎠�

�� ����� �� �� ������ ���� R =√A1Ω2 +A1M2 =√34�

���������� ����������� �� �� ������ ��� ���� �

x2 + y2 + (z − 5)2 = 34
�������� ��

������ �������������� C1 �� C2 ��� ��������
��������� ��� ����� ������ ������� �� ������ ���� �� ������� ����� �� ���������� ��� ������� ��� ���������
���������� ��� ������ ��� �� ���� P � �� ������ ��� ����� ��� �� ������ �� ������ �� ����� ������������ �� ��
������ �� �� ������ ��� ���������� �� ���� P �
���� �� ����� ��������� �� �� ����������

● ���������� �� �� ������ D1 ������� ��� �� ������ �� C1 �� ����������� �� ���� x = 1 �
● ���������� �� �� ������ D2 ������� ��� �� ������ �� C2 �� ����������� �� ���� z = 1�

�� ��������� ��� ��������� ��� �� ����� ���������� �� ��������� �� ������ �� C1 ���� O1

⎛⎜⎝
1
2

0

⎞⎟⎠ �� �� ������

�� C2 ���� O2

⎛⎜⎝
1

2
1

⎞⎟⎠�

�� ������� ���� ��� ��������� �� D1 �� D2 �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x = 1 + λ
y = 2
z = 0 , λ ∈ R (D1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x = 1
y = 2
z = 1 + λ , λ ∈ R (D1)

�



����� �� �� ������ ������� ��� ������ ��� ��������� �� �����

Ω
⎛⎜⎝
1

2
0

⎞⎟⎠
�������� ����� ����� ���� ��������� ����������� �� �� ������ ������� �� ���� ���� ����� ��� ���� �����
�������� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = 1
y2 + z2 − 4y = 0 ⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = 1(x − 1)2 + (y − 2)2 + z2 = R2

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
z = 1
x2 + y2 − 2x − 4y + 2 = 0 ⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
z = 1(x − 1)2 + (y − 2)2 + z2 = R2

�� ������ ���� �� ������� R2� ���������� �� �������� ������������ x = 1 ⇐⇒ (x − 1)2 = 0 ���� �� ����
����������� ��������� R�
�� ���� � y2 + z2 − 4y = 0 ⇐⇒ (y − 2)2 + (z − 0)2 = 4� �� ������� ����� R = 2� ���� ��� ����������� �� �
���� � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x = 1
y2 + z2 − 4y = 0 ⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = 1(x − 1)2 + (y − 2)2 + z2 = 4

����� � ���� �� �� ������� ����������� ���������� ���� ��� ����������� ���� z = 1 �������� z2 = 1� �� �
����� �� ���������� ��� ��������� ��� �� ����� ��������� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
z = 1
x2 + y2 − 2x − 4y + 2 = 0 ⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
z = 1
x2 + y2 − 2x − 4y + 2 + z2 + 2 = 1

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
z = 1(x − 1)2 + (y − 2)2 − 4 − 1 + 2 = 1

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
z = 1(x − 1)2 + (y − 2)2 = 4

�� ������ C2 ��� ���� ���� � �������������� �� �� ������ �� ������ Ω �� �� ����� 2 �� �� ���� z = 1�
���������� ����� ������ �������� ���� ��� ������� C1 �� C2�

�



������� �� ��� ����������� ���� �� ������

�������� �

�������� ��� ��������� �� ����������� ��������� �

�� (x + 1)2 = 3(x + 1)
�� x2 + x ≥ −1
�� (x + 3)2 ≥ 1

4
(x − 1)2

�� x3 ≥ 3x2 + 2x

��
1(x − 3) < (x + 1)(x − 3)2

��
6(x + 1)2 ≥ 1(x − 1)

��
√
x2 − 4 = (x − 2)

��
√
x2 + 3x − 4 ≤ (x − 5)

�� ∣x + 2∣ = 4
�� ∣x2 + 2x∣ ≤ 3
�� ∣x2 − 5x∣ ≥ 3x

��
√
x2 − x − 5 ≥ x − 3

��

√
x + 1
x − 2 ≥ 3

�� ∣x + 3∣ ≤ x − 1
��

3(x − 1)2 ≤ −1
��

∣x + 1∣
x − 1 < 4

�������� �

������ (a; b; c; d; m) ∈ R
5� �������� ��� ����������� ��������� �

�� ax + b ≥ c
�� (ax + b)2 =m

�� x +m = 1

x

��
ax + b
cx + d = 1

�������� �

�������� �

�� cos(x) = sin(x)
�� sin(x) = sin(2x)
�� sin(2x) = cos(5x)

�� tan(x) = −√3

�� cos2(x) = 1
2

�� cos(x) ≥ 1
2

�� sin2(x) − 3
2
≥ 0

�� sin(x) = tan(x)
�� cos(x) + 2 sin(x) = 1

�������� �

���������� ��� ������� ���������� �� ����� ��������

lim
x→+∞

arctan( x2

x − ln(x)) lim
x→+∞

arcsin( x2 − x
x2 + ln(x)) lim

x→+∞

√
x3 − 1 −√x2 + x

lim
x
>
→0

x3 + x
x2 ln(x) +√x ln(x) lim

x→+∞
sin( πx2

x + 1) + sin(πx) lim
x→−∞

cos(ex) − 1
ex

lim
x
>
→−1

1

x + 1 − ln(x + 1) lim
x→+∞

cos(x)(√x2 + 1 − x) lim
x→+∞

e
x ln(1+ 1

x
)

�



�������� �

�� ������� �� �������� f1 ∶ x ↦ 1

x
− ln(x) � ��������� ������ �� ������������ ������������ �����������

������� ��� ������ �� ���������� �� ����������

�� ������� �� �������� f2 ∶ x ↦ ln (∣cosx∣) � ��������� ������ �� ������������ ������������ �����������
������� ��� ������ �� ���������� �� ����������

�� ������� �� �������� f3 ∶ x↦ ln (1 + ex)−x � ��������� ������ �� ������������ ������������ �����������
������� ��� ������ �� ���������� �� ����������

�� �� ���� ������� �� �������� f4 ∶ x↦ x↦ sin2(x) + x ������ �� ��������� ��� R�

��� ������� ��� ���� ���� x� f4(x + π) = f4(x) + π�

��� ��� ������� �� ������� ���������� �� ������ �� ����� �������� �

��� ������� �� �������� ��� [0; π] ���� ������ �������� �� �� ������ ��� [−2π; 2π]�
�� �� ���� ������� �� �������� f5 ∶ x↦ x sin ( 1

x
) ������ �� ��������� ��� R

∗�

��� ���������� �� ������ ���������� �� f5�

��� ���������� ��� ������� �� f5 �� 0 �� +∞�

��� ������� ���� ���� ���� x > 0� −x ≤ f5(x) ≤ x�

��� ������� ���� ���� ���� x ≠ 0� f ′5(x) = sin ( 1
x
) − cos( 1

x
)

x
�

��� ���� ������� �� ����� �� f ′5� �� ���� ϕ ∶ X ↦ sin(X) −X cos(X)�
�� ���������� �� ������� �� ���������� �� ϕ ��� [0; π]�
��� �� ������� ���� ���� ���� x > 1

π
� f ′5(x) > 0�

��� ���������� ��� ��������� ��������� ��� ��������� f5(x) = 0� f5(x) = x� f5(x) = −x�

��� � ������ ��� �������� ��� ��������� ������ �������� �� �� ������ �� f5�

�� �� ���� ������� �� �������� f6 ∶ x↦ arctan( x√
1−x2

)�

��� ���������� ��� ��������� ��� ������� �� ������������ ������������ ��� ����������� ��� ������� ���
������ �� ���������� �� ����������

��� ������� ��� f6 ��� �� ���� ��� �������� ���� �������

�



������� �� �� ������� �� ��� ����������� ���� �� ������

�������� �

�� ������� ���� ��� ������� �� ����������� �� ������� � {−1; 2}
�� ������� ���� ��� ������� �� �������� �� ����� � ������ �� ������������� �� ������� R�

�� ������� ���� ��� ������� �� ���������� ���� �������� �� ����� � ������ ���� ������� �� ������ �� ���

��������� ��� �� ������ ������ �� ������� � ] −∞; −7] ∪ [−5
3
; +∞[

�� ������� ���� ��� ������� �� ���������� ���� �������� �� ����� � ������ ���� ������� �� ������� ��

������� � [3 −√17

2
; 0] ∪ [3 +√17

2
; +∞[�

�� ������� ���� ��� �������� ������� �� ���� ������������� ���� ���������� �� ������ �� ������� �
R / {3}�

�� ������� ���� ��� �������� ������� �� ���� ������������� ���� ���������� �� ������ �� ������� �] −∞; 1[ / {−1}
�� ������� �� ������� �� �������� �� ������������ ���� ��������� ��� ������������ ������������ � �� ���

������� �� �������� �� �� ��������� �� ������� � {2}
�� ������� �� ������� �� �������� �� ������������ ���� ����� ��� ����������� �� ��� ��� �� ����� �� (x− 5)�

�� ������� ∅�

�� �������� ������������� �������� ∣y∣ = 4 ⇐⇒ y = 4 �� y = −4� �� �������� �� ������� �� ������� ���
��������� ��� ���� ���������� {2; −6}

�� �������� ������������� �������� ∣y∣ ≤ 3 ⇐⇒ y ≤ 3 �� y ≥ −3� �� ������� �� ������� �������������� ���
��������� ��� ���� ������������ [−3; 1]�

�� �������� �� ��������� �� ������ ������� �� ���� ��� ������� �� ������� ] −∞; 2] ∪ [8; +∞[�
�� �� ������ �� ������� �� �������� ���� �� ���� ��� ����������� �� ��� ��� �� ����� �� x − 3�

�� ������� ]−∞;
1 −√21

2
] ∪ [1 +√21

2
; +∞[�

�� �������� ���� ��� ����� ����������� �� ������� ]2; 19

8
]�

�� ���� ���������� �� ������� ∅� �� ������ �� ���� ������ ���� ���� ���� x�∣x + 3∣ ≥ x + 3 > x − 1�

�� ����� ���������� ��� ��� �� ��������� �������� ���� ���� x ≠ 1�
3(x − 1)2 ≥ 0�

�� ����� �������� �������� �� ������� ] −∞; 1[∪ ]5
3
; +∞[�

����� ��� ������������ ���� ���������� �� ������� ��� ��������� ��� ��� ����������

�



�������� �

�� �� ���� �������� a �
● ���� a = 0� �� ������� R ���� �� ��� �� b ≥ c �� ∅ ���� �� ��� ����������
● ���� a > 0� �� ������� [ c−b

a
; +∞[�

● ���� a < 0� �� ������� ]−∞; c−b
a
]�

�� ���� �� ���� �������� m �
● ���� �� ��� �� m < 0� �� ��� � ��� �� ����������
● ���� �� ��� �� m ≥ 0� �� ���� �������� ax+ b =√m �� ax+ b = −√m� �� ���� ���������� �������� a

● ���� �� ��� �� a = 0� ���� ��� ����� ���� ��������� ���� b =m �� b = −√m ���� ����� ���� �����
�������� ���� b ≠√m �� b ≠ −√m�

● ���� �� ��� �� a ≠ 0� ���������� ����� ����� ��������� �
√
m − b
a

��
−√m − b

a
� ��� ����

��������� ���� �������������� ���������� ���� m = 0�

�� ����� ���������� ������ ���� x ≠ 0� ������� ����� ���� ���� x ≠ 0� �� � �

x +m = 1

x
⇐⇒ x2 +mx − 1 = 0

�� ������� �� ������������ m2 + 4 > 0� �� � � ���� ���� ��������� ����������
−m +√m2 + 4

2
��

−m −√m2 + 4
2

� �� ������ ��� ��� ���� ��������� ���� ���� ��� �������

�� ����� �� ��� ���������� ������� −m +√m2 + 4 = 0 ���
√
m2 + 4 > ∣m∣�

�� �� ��� ��������� ���������� ������� −m −√m2 + 4 = 0 ���� �� ���� �������

�� ��������� �� ������� �� ��������� �� ������������� �� ���� ���� �������� cx + d = 0 �� ���� ��������
c �
● ���� �� ��� �� c = 0� ���� d = 0� ������������ ����� ������ ���� ������ ������ �� x �� ���� d ≠ 0�

������������ ��� �������� ������� ������ ���� c = 0 �� d ≠ 0� �� �� �������� ax+b
d
= 1 ⇐⇒ ax+ b = d�

���� �� ���� �� ���� �������� a�
● ���� a = 0� ���� ��� ����� ���� ��������� ������� b = d �� ����� ���� ����� �������� ���� b ≠ d�

● ���� a ≠ 0� �� � � ��� ������ �������� �
d − b
a

�

�



● ���� �� ��� �� c ≠ 0� ������������ ��� ������ ���� x ≠ −d
c

� �� �������� ���� ���� ���� x ≠ −d
c

�

�� � ����� ax+b
cx+d = 1 ⇐⇒ ax + b = cx + d ⇐⇒ (a − c)x = d − b� ���� �� ���� �� ������� ����� ���

����������� �

● ���� a = c� ���� ��� ����� ����
−d
c

���� ��������� ���� �� ��� �� d = b �� ����� ���� ����� ��������

���� �� ��� �� d ≠ b�
● ���� a ≠ c� �� � � ��� ������ ��������

d − b
a − c � �� ���� ���� �� ���� ������� �� ����� �������� �����

��� ����� �
−d
c

� ���� �� ������ �� �� ��������
d − b
a − c = −dc ⇐⇒ c(d−b) = −d(a−c) ⇐⇒ da−cb = 0�

����������� ����� �������� ����� ������ ��� ������� da − cb ≠ 0� ���� �� ��� ���������� �� ��� �
��� �� ����������

��� ����������� ������ ���� �� ������������ ������� �������� ��������� �������� ����� ���� ������������
������� �� ������� ���� ��������� �� ������� ���� �� ���������� �� �

2x + 1
4x + 2 = 1

���� �� ��� ���� �� ��� �� c ≠ 0 �� �� a ≠ c ���� �� ad = bc� �� �� �� ������� ��� ���������� �� �����������
��� ������������ �

2x + 1
4x + 2 = 1 ⇐⇒ 2x + 1 = 4x + 2

⇐⇒ x = −1
2

����
−1
2

�� �������� ��� ���� �� ������ �� ������������� �

�������� �

�� ���� ���� x �

cos(x) = sin(x) ⇐⇒ cos(x) = cos(π
2
− x)

⇐⇒ ∃k ∈ Z/ x = π

2
− x + 2kπ �� x = −(π

2
− x) + 2kπ

⇐⇒ ∃k ∈ Z/ x = π

4
+ kπ �� 0 = −π

2
+ 2kπ

�� ������� ���� ��� ] − π; π] ��� ��������� {π
4
; −3π

4
}�

�� ���� ���� x �

sin(x) = sin(2x) ⇐⇒ ∃k ∈ Z/ 2x = x + 2kπ �� 2x = π − x + 2kπ
⇐⇒ ∃k ∈ Z/ x = 2kπ �� 3x = π + 2kπ
⇐⇒ ∃k ∈ Z/ x = 2kπ �� x = π

3
+ 2kπ

3

�� ������� ���� ��� ] − π; π] ��� ��������� {0; π
3
; π; −π

3
}�

�� ���� ���� x �

sin(x) = cos(5x) ⇐⇒ cos(π
2
− x) = cos(5x)

⇐⇒ ∃k ∈ Z/ π

2
− x = 5x + 2kπ ��

π

2
− x = −5x + 2kπ

⇐⇒ ∃k ∈ Z/ 6x = π

2
− 2kπ �� 4x = −π

2
+ 2kπ

⇐⇒ ∃k ∈ Z/ x = π

12
− kπ

3
π �� x = −π

8
+ kπ

2

�� ������� ���� ��� ] − π; π] ��� ���������{ π
12
; 5π

12
; 9π

12
; −3π

12
; −7π

12
; −11π

12
; −π

8
; −5π

8
; 3π

8
; 7π

8
}�

�



�� �� ������� ��� ]−π
2
; π

2
[ �� �������� x = −π

3
�

������ ��� ��������� �� ��������� � ������ �� �� ����������� �� �������� ��� ������� π��

�� ���� ���� x �

cos2(x) = 1

2
⇐⇒ cos(x) = ±√2

2

�� ������� ���� ��� ] − π; π] ��� ��������� {π
4
; −π

4
; 3π

4
; −3π

4
}

�� ��� ��������� ��� ] − π; π] ���� [−π
3
; π

3
]�

�� ���� ���� x� �� � �

sin2(x) − 3

2
≥ 0 ⇐⇒ sin2(x) ≥ 3

2

��� ���� ���� x� ∣sin(x)∣ ≤ 1� �� ��� ����� sin2(x) ≤ 1 < 3

2
� �� ����� ����� ��� ����� ��� −1 �� 1�

������ ����� ���������� ��� ��� �� ��������� �

�� ���� ���� x ∉ R/{π
2
+ kπ; ���� k ∈ Z} �

sin(x) = tan(x) ⇐⇒ sin(x) cos(x) − sin(x)
cos(x) = 0

⇐⇒
sin(x) (cos(x) − 1)

cos(x) = 0
⇐⇒ sin(x) = 0 �� cos(x) = 1

�� ������� ���� ��� ��������� 0 �� π ��� ��������� �� 2π �����

�� �� ������� �� �������� �� ������� ������� x = π ����� ��� ���������
���� ���� x �� ] − π; π[� �� ���� u = tan (x

2
)� �� ������ ����� �

1 − u2

1 + u2
+ 2 × 2u

1 + u2
= 1 ⇐⇒ 1 − u2 + 4u − 1 − u2

1 + u2
= 0

⇐⇒
−2u2 + 4u
1 + u2

= 0
⇐⇒

u(u − 2)
1 + u2

= 0
⇐⇒ u = 0 �� u = 2
⇐⇒ tan(x

2
) = 0 �� tan(x

2
) = 2

⇐⇒ x = 0 �� x = 2arctan(2)
�� ������� ����� ��� ��������� {0; 2 arctan(2)}

�������� �

����� �� lim
x→+∞

arctan( x
2

x−ln(x)) �
���� ���� x � ����� ����� � �

x2

x − ln(x) = x

1 − ln(x)
x

�� �� ������ ��� lim
x→+∞

x2

x−ln(x) = +∞� ��� �������� �� ����������� ���������� ������ ��� ������������ ��

������ ���������� ���
π

2
�

����� �� lim
x→+∞

arcsin( x
2−x

x2+ln(x)) �
���� x � ����� ����� � �

x2 − x
x2 + ln(x) = 1 − 1

x

1 + ln(x)
x2

�



�� �� ������� ��� �������� �� ����������� ��������� ��� x2−x
x2+ln(x) ���� ���� 1 ��� ������� ������������ ��

��� ��� ����������� ����� �� ������ ���������� �
π

2
�

����� �� lim
x→+∞

√
x3 − 1 −√x2 + x �

���� x � ����� ����� � � √
x3 − 1 −√x2 + x = x3/2√1 − 1

x3 − x
√

1 + 1
x

= x3/2 [√1 − 1
x3 − 1√

x

√
1 + 1

x
]

�� � ���� ����������������� �� �� ������� �� ������ ���������� � +∞�

����� �� lim
x
>
→0

x
3 + x

x2 ln(x) +√x ln(x) �
�� �������� ���� x ������ �� 0 ��� ������� ����������� �

x3 + x
x2 ln(x) +√x ln(x) = x(1 + x2)√

x ln(x) (1 + x3/2)
= √

x

ln(x) × ( 1 + x2

1 + x3/2 )
�� ������� ������ ��� �������� �� ������� �� ������ ���������� � 0�

����� �� lim
x→+∞

sin (πx2

x+1) + sin(πx) �
��� �������� �������� � ��������� ��� �������� �� �������������� ������ ���� ���� x � ����� ����� � �

sin( πx2

x + 1) + sin(πx) = 2 sin(12 ( πx2

x + 1 + πx)) cos(12 ( πx2

x + 1 − πx))
= 2 sin(2πx2 + πx

2(x + 1) ) cos( −πx
2(x + 1))

= 2 sin(2πx2 + πx
2(x + 1) ) cos⎛⎝ π

2 (1 + 1
x
)⎞⎠

����� �� �� ��� �������� �� ����������� �

lim
x→+∞

cos
⎛⎝ π

2 (1 + 1
x
)⎞⎠ = 0

�� ������������ ������� ��� sin ��� ����� ��� −1 �� 1� �� �� ������ �

∣sin( πx2

x + 1) + sin(πx)∣ ≤ 2
RRRRRRRRRRRcos

⎛⎝ π

2 (1 + 1
x
)⎞⎠
RRRRRRRRRRR

�� ���� ����� �������� ����� �� �������� ��� ���������� �� ������ ���������� ��� ������

����� �� lim
x→−∞

cos(ex) − 1
ex

�

����� ������ �� ������� ���� ���������� �� ������� �� ���������� �� �������� X = ex� �� ������������ �� � �

lim
X→0

cos(X)− 1
X

= sin(0)
�� ����� ����� ���������� ��� �� ������ ���� ���� ���������������� �� �� ������ ��� �� ������ ����������
��� ������

����� �� lim
x
>
→−1

1

x + 1 − ln(x + 1) �
�



����� ������ ����� ��� ������������ �� ��������� ��� ����� � +∞�

����� �� lim
x→+∞

cos(x)(√x2 + 1 − x) �
�� �������� �� ��������� �� �� �������� ���������� ���� ���� x � ���������� ����� � �

√
x2 + 1 − x = x2 + 1 − x2√

x2 + 1 + x =
1√

x2 + 1 + x
�� ������������ ������� ��� cos ��� ����� ��� −1 �� 1� �� � �

∣cos(x)(√x2 + 1 − x)∣ ≤ 1√
x2 + 1 + x

�� ������� ������� ����� �� �������� ��� ��������� � �� ������ ���������� ��� ������

����� �� lim
x→+∞

e
x ln(1+1

x
)
�

���� ������� lim
x→+∞

x ln (1 + 1
x
)� �� ���� �� ���������� �� �������� X = 1

x
� �� ������� ���� �

lim
X→0+

ln(1 +X)
X

���� �� ��������� ��� �� ���� ��������������� �� �� �������� X ↦ ln(1 +X) ����� X �� 0� �� �� ������
��� �

lim
X→0+

ln(1 +X)
X

= 1

1 + 0 = 1
������ ��� ������������ �� ������ ���������� ��� e�

�������� �

�� ����� �������� ����� �� ������ �� �������� �� ����������� ���� ��� ������ �� ��������� ��� R
+
∗ �����

��������� �� ��������� ������� �� ���������� ��� R
+
∗�

����� �������� ��� �� ����� �� x ↦ 1
x

�� x ↦ − ln(x) ��� ���� ����������� ������������� ��� R
+
∗ �

���� ��� ���� ����������� �������������
�� �� ��� ������ lim

x→+∞
f1(x) = −∞

�� ������ �� 0+ ��������� ��� ����� � lim
x
>
→0

f1(x) = +∞�

�� ����� �������� ��� ������ ���� ���� x ��� ��� ∣cos(x)∣ > 0� ����� � ���� ���� ���� x ∈ R/{π
2
+ kπ ���� k ∈ Z}�

�� ���� D2 ��� ���������
���� ���� x �� D2� x + π ∈ D2 �� �� � f2(x + π) = ln ∣cos(x + π)∣ = ln ∣− cos(x)∣ = f2(x)� �� ��������
��� ���� ���������� �� ������� π� �� ���� ���� ��� ����� ��� cos ��� ������
�� �� ���� ��������� ��� [0; π

2
[� ���� ���� x �� ��� ���������� cos(x) > 0 �� �� � ���� f2(x) =

ln (cosx)� ��� ������������ ��� ��� ����������� �� �������� ��� ����������� �������������
�� ����� lim

x
<
→

π
2

cos(x) = 0+ �� ������ ��� ������������ lim
x
<
→

π
2

f2(x) = −∞� ����� �� ������� f2(0) = 0�

�� ���� ���� ����������� ��� ������� ��������� ���� ������� �� ������� �� ���������� ��� ���
��������

x

f2(x)

−π
2 0

π
2

−∞

00

−∞

�



�� ����� �������� ��� ������ �� ��������� ��� R ���� ���� ���� x� 1 + ex > 0� ���� ����� �� ������ ��
�������� �� �����������
��� ���� �� ��������� ����� ��� ������� ����� ���� ���� x� �� ������� �

f ′3(x) = ex

1 + ex − 1 = −1
1 + ex < 0

�� �������� ��� ���� ����������� �������������
�� ������ �� −∞ �� ��������� ��� ����������� �� ����� lim

x→−∞
f3(x) = +∞�

�� ���� ����� ����������������� �� +∞� �� ������� ������ ���� ���� x > 0 �

f3(x) = ln (1 + ex) − x= ln (ex (e−x + 1)) − x= x + ln (1 + e−x) − x= ln (1 + e−x)
�� ���� ���������� �������� ��� ����������� � lim

x→+∞
f3(x) = 0�

�� ��� ���� ���� x� f4(x + π) = sin2(x + π) + x + π = (− sin(x))2 + x + π = f4(x) + π�

��� ���� �� ����� M (x
y
) ����������� � �� ������� �� � f4(x) = y� �� �� ������ ��� f4(x + π) =

f4(x) + π = y + π�

������ �� ����� M ′ (x + π
y + π) ���������� ����� � �� ������� �� ��� ������� ��� �� ������ ���

���������� ��� ����������� �� ������� t⃗ (π
π
)�

��� ���� ��������� �������� �� �� �������� ��� ��������� �� �������������� ���� ���� x �

f4(x) = 1 − cos(2x)
2

+ x

= x − cos(2x)
2

+ 1

2

�� �� ������� ���� ���� x �
f ′4(x) = 1 + sin(2x)

������� �� ����� �� �� ������� ��� ������� ���� ��� �������� ���� ���� x �� [0; π] �� ��������

���� x = 3π

4
����� ���� sin(2x) = −1��

�� �� ������ ��� ��� ������������ ���������� �� �������� ��� ����������� ���������� �� ��� ��

������ ������� ��� �������� ����������� �� x = 3π

4
�

�� ������� f4(0) = 0 �� f4(π) = π� ����� �� ��������� �� ������ �� ���������� ������������
��� ����������� �� ������� t⃗�

�



0 2 4 6−2−4−6
0

−2

−4

−6

2

4

6

�

�

t⃗

�� ��� ���� ���� x ≠ 0� f5(−x) = −x sin ( 1
−x) = x sin ( 1

x
) = f5(x) ���� f5 ��� ������

��� ���� ���� x ≠ 0� ∣f5(x)∣ ≤ ∣x∣ ��� sin ��� ������ ��� −1 �� 1� �� �� ������� ��� �� �������� ���
���������� �� ������ lim

x→0
f5(x) = 0�

���� �� ������ �� +∞� �� ���� �� ���������� �� �������� X = 1

x
� �� ������� ���� �

lim
X→0+

sin(X)
X

�� ��������� �� ���� ��������������� �� sin ����� 0 �� X � ������ lim
x→+∞

f5(x) = cos(0) = 1�

��� ���� � ���� ��� ���� ���� �� ��������� �� ��������

��� ����� ������� ��������� ���������� ��� �����������

��� �� ϕ ��� ������ �� ��������� ��� R� �� ����� ������ ������ ���� ���� X �

ϕ′(X) =X sin(X)
��� [0; π]� �� �������� ϕ ��� ���� ����������� ����������� �� ������� ϕ(0) = 0 �� ϕ(π) = π�
�� ������������ ��� ��� ���������� ϕ ��� ���������

��� ������ ���� ���� ���� x� f ′5(x) = ϕ ( 1
x
)� ��� ���� x > 1

π
� �� � 1

x
∈]0; π[� ������� ��

�������� ����������� �� �� ������ ��� f ′5(x) = ϕ ( 1
x
) > 0�

��� ���� ���� x > 0� �� � f5(x) = 0 ⇐⇒ sin ( 1
x
) = 0 ⇐⇒ x ∈ {kπ ���� k ∈ Z}� �� �� ������� ���

��� ��������� ����������� ��������� �� f5(x) = 0 ���� ��� ������� αk = 1

kπ
���� k ∈ N

∗�

�� ����� ���� ���� x > 0� �� � f5(x) = x ⇐⇒ sin ( 1
x
) = 1 ⇐⇒ x ∈ {π

2
+ 2kπ ���� k ∈ Z}� ��

�� ������� ��� ��� ��������� ����������� ��������� �� f5(x) = x ���� ��� ������� βk = 1
π
2
+ 2kπ

���� k ∈ N�
�� ������������ ��������� ������� � ���������� ��� ��������� ����������� ��������� �� f5(x) =
−x ��� ���� ��� ������� γk = 1

−π
2
+ 2kπ ���� k ∈ N

∗�

��� ��� ������ ��� (αk)k∈N∗ � (βk)k∈N �� (γk)k∈N∗ ���� ����������� ������������� �� �� � γ1 = 2
3π

�
α1 = 1

π
�� β0 = 2

π
�

�� � ���� γ1 < α1 < β0�
������ ��������� ��� ��� ����� ������ ������������ �� 0� �� ��� ������� ��� �� ������ �������
�� ���� �� ���� ���� �� �� ����������� �� 0�

�



����� �� ������ ��� �������� ����� ��� ���� ������������ ����������� y = x �� y = −x ��� ��
������ �� �� ������� ���� �� ��������� �� �� ������ y = 1 �� +∞�
���� ���� ��� �������� �� �� ���������� �� ������� �� ���� ������ �������� �� �� ������ ���[−π; π]

0 1 2 3−1−2−3−4
0

−1

−2

1

�

�

γ1α1 β0

�� ��� ���������� ��� ������� �� �������� u ∶ x↦ x√
1−x2

�

u ��� ������ �� ��������� ���� 1 − x2 > 0� ����� � ���� x ∈] − 1; 1[�
������ ��� ������������ f6 ��� ������ �� ��������� ��� ] − 1; 1[� �� ����� ���� ���� x �� ��
������� f6(−x) = arctan(u(−x))�
��� u(−x) = −x√

1−(−x)2 = −u(x)� �� �� ������� f6(−x) = arctan(−u(x)) = −arctan(u(x)) =
−f6(x)� �� �������� ��� ���� ��������
�� ������ ���� f6 ��� [0; 1[� ��� ���� �� ��������� ����� ��� �������� �� �� ���� ���������
���� ���� x ∈ [0; 1[ �

f ′6(x) = u′(x) × ( 1

1 + u(x)2)
= ⎛⎜⎝

√
1 − x2 + 2x2

2
√
1−x2

1 − x2

⎞⎟⎠ ×
⎛⎝ 1

1 + x
2

1−x2

⎞⎠
= ⎛⎜⎝

1−x2+x2√
1−x2

1 − x2

⎞⎟⎠ ×
⎛⎝ 1

1−x2+x2

1−x2

⎞⎠
= 1(1 − x2)3/2 × (1 − x2)
= 1√

1 − x2

��� [0; 1[ �� �������� ��� ���� ����������� ����������� �� ����� �� � f6(0) = 0 ��� ������
lim
x
<
→1

u(x) = +∞ ���� ���������� �� �� ������� ��� ������������ lim
x
<
→1

f6(x) = π
2

�

����������� �� ���� ������ �� ������� �� ���������� �� f6 ��� ��� ������� �

x

f6(x)

−1 1

−π
2

π
2

��� �� �������� ������ ��������� �� f ′6 ��� arcsin ��� ���� ���� x ∈] − 1; 1[� f ′6(x) = 1√
1 − x2

�

���� �� � f6(0) = arcsin(0) = 0� ������� ��� ������ ��� ���������� ���� ������� � ��� ���������
����� ����� ��������� �������� ���� ������ ��� f6 ��� �� ���� arcsin�

�



������� �� ��� �������� ���������

�������� �

���������� �� ���� ��� �������� ��������� �

A = ⎛⎜⎝
1 2 3
0 1 2

0 0 1

⎞⎟⎠ ; B = ⎛⎜⎝
a 0 b

b a 0

0 b a

⎞⎟⎠ ; C = ⎛⎜⎝
1 2 3
2 4 6

10 20 30

⎞⎟⎠

D =
⎛⎜⎜⎜⎝

1 2 3 4
0 1 0 −1
10 20 30 40

10 21 30 39

⎞⎟⎟⎟⎠ ; E =
⎛⎜⎜⎜⎝

1 0 0 1
0 1 0 1

0 0 1 1

1 1 1 3

⎞⎟⎟⎟⎠ .

F = ⎛⎜⎝
1 2 3
0 4 3

0 0 4

⎞⎟⎠ , G = ⎛⎜⎝
1 2 3
0 4 3

0 0 0

⎞⎟⎠ , H =
⎛⎜⎜⎜⎝

1 2 3
1 2 3

2 3 1

1 2 3

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

I =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 3 5 1

−1 −3 4 1

1 1 1 2
−4 −4 1 3

3 2 9 8

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, J =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 2 3 4

−1 −1 −2 −2
0 0 8 4

4 1 −4 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , K =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 3 4 5

0 4 3 0 4

0 0 0 0 1
1 −3 −4 2 1

3 3 4 2 −6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

L =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 4 5 4 7

1 4 3 0 4
0 0 3 0 2

−4 0 −4 2 1
19 −4 28 −6 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, M =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 4 3 4 5

0 4 3 6 4
0 0 0 0 1

0 −3 0 2 1
1 1 3 6 −6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

N =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 4 5 −1 4 7

1 4 1 3 0 4

0 0 1 3 0 2
−4 0 −4 2 3 1

3 0 4 2 −6 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, O =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 1 4 −1
0 2 3 6 4

0 0 0 0 1
0 −3 0 2 1

4 2 3 4 −6
4 −4 −4 −5 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

P =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 4 5 4 7
1 4 3 0 4

−3 4 1 6 8
−4 0 −4 2 1

−1 12 9 10 19

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, Q = ⎛⎜⎝

1 1 1

a b c

a2 b2 c2

⎞⎟⎠ , R = ⎛⎜⎝
λ 1 1

1 λ 1
1 1 λ

⎞⎟⎠ .

�������� �

�������� ��� �������� ��������� �������� �

(A) ∶ ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x + y + z = 1
x + 2y + 3z = 2
x − y + 2z = −1 (B) ∶ ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

2x + 3y − z = −1
x + 2y + 3z = 2
3x + 4y − 5z = −4 (C) ∶ ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x + 2y − z + 3t = 2
−2x − 4y + 2z + t = 3
3x + 6y − 3z + 2t = 1

�



(D) ∶ ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
4x + 3y = 2
2x + y = 5
3x + 2y = 2 (E) ∶

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
x + 2y + z + 4t = 2
y + t = 0
3x + 2y + z = 3
4x + 4y + 6z = 6

(F ) ∶
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

2x − 2y + z + t = −1
3

2
x + y − 3z + t

2
= 2

y + 3z = 2
(G) ∶ ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x + 3y + z + 3t + 4u = 2
−x + y − u = 5
3x + 2y + t + 4u = 2 (H) ∶ ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

9x + 15y + 18z − 6t + 3u = 3
2x + y − t + u = 5
3x + 5y + 6z − 2t + u = 1

�������� �

�������� �� �������� ��� �������� ��������� �� a, b,m ���� ��� ���������� ����� �

(I) ∶ ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
3x + y − z = −1
5x + 2y − 2z = a
4x + y − z = b (J) ∶

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
x + y = 1
ax + by = 0
a2x + b2y = 1
a3x + b3y = 0

(K) ∶
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

mx + y + z = 1
x +my + z =m
x + y +mz = 1
x + y + z =m

�������� �

�� ��������� ������������ ����� ������ � ����������� �� ������������ ������ ��� ���� ���� �� �� ���� ��
������� �� �� ���� �� ������� ���� �� �� �� ���� �� ��������� �� �������� �� �� ��������� ��� ��
�� ���������� ����� �� ���������� �������������� �� ��� � ������ �� �� ������� � ������� �� � ������ �� ��
������� �� ������� ������� �� ���������� �� ������� �� ������� ���� �� �� �������� �� ����� ���������
���� �

�������� �

�� �� ������� u⃗ = (1,2) ������ ����������� �������� �� u⃗1 = (1,−2) �� u⃗2 = (2,3) �

�� �� ������� u⃗ = (2,5,3) ������ ����������� �������� �� u⃗1 = (1,3,2) �� u⃗2 = (1,−1,4) �

�� �� ������� u⃗ = (3,1,m) ������ ����������� �������� �� u⃗1 = (1,3,2) �� u⃗2 = (1,−1,4) �

�������� �

�� ��������� ��� �������� u⃗1 = (1,1,0)� u⃗2 = (4,1,4) �� u⃗3 = (2,−1,4)�
�� �� ������� (u⃗1, u⃗2) �������� ����� �

�� ���� �������� ���� ��� �������� (u⃗1, u⃗3) �� (u⃗2, u⃗3)�
�� �� ������� (u⃗1, u⃗2, u⃗3) �������� ����� �

�������� �

�� ��������� ��� �������� u⃗1 = (1,−1,1)� u⃗2 = (2,−2,2) �� u⃗3 = (2,−1,2)�
�� ����������� �� ������� v⃗ ��� ��� (u⃗1, u⃗2, v⃗) ���� ����� � �� ���� �� ������ ���

�� ����������� �� ������� v⃗ ��� ��� (u⃗1, u⃗3, v⃗) ���� ����� � �� ���� �� ������ ���

�



�������� �

���������� �� ��� �������� ��������� ���� ������ ����� ������������ �� R
n�

�� u⃗1 = (11)� u⃗2 = (−11 )� u⃗3 = (−1−1) �

�� u⃗1 = (11)� u⃗2 = (−11 ) �

�� u⃗1 = (11) �

�� u⃗1 = ⎛⎜⎝
0
1

1

⎞⎟⎠� u⃗2 = ⎛⎜⎝
1
0

1

⎞⎟⎠� u⃗3 = ⎛⎜⎝
1
1

0

⎞⎟⎠ �

�� u⃗1 = ⎛⎜⎝
0
1

1

⎞⎟⎠� u⃗2 = ⎛⎜⎝
1
0

1

⎞⎟⎠ �

�� u⃗1 = ⎛⎜⎝
0

1

1

⎞⎟⎠� u⃗2 = ⎛⎜⎝
1

0

1

⎞⎟⎠� u⃗3 = ⎛⎜⎝
1

1

0

⎞⎟⎠� u⃗4 = ⎛⎜⎝
1

2

3

⎞⎟⎠�

u⃗5 = ⎛⎜⎝
−1
1
−1
⎞⎟⎠ �

�� u⃗1 = ⎛⎜⎝
0
1

1

⎞⎟⎠� u⃗2 = ⎛⎜⎝
1
0

1

⎞⎟⎠� u⃗3 = ⎛⎜⎝
0
0

0

⎞⎟⎠ �

�� u⃗1 =
⎛⎜⎜⎜⎝
1

1
1

1

⎞⎟⎟⎟⎠� u⃗2 =
⎛⎜⎜⎜⎝
1

0
1

0

⎞⎟⎟⎟⎠� u⃗3 =
⎛⎜⎜⎜⎝
0

−1
0

1

⎞⎟⎟⎟⎠� u⃗4 =
⎛⎜⎜⎜⎝
1

0
1

1

⎞⎟⎟⎟⎠ �

�� u⃗1 =
⎛⎜⎜⎜⎝
1
0

. . .

0

⎞⎟⎟⎟⎠� u⃗2 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1
0

. . .

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
� . . . � u⃗n =

⎛⎜⎜⎜⎝
0
. . .

0

1

⎞⎟⎟⎟⎠�

�



������� �� �� ������� �� ��� �������� ���������

�������� �

A ��� ���� ����������� ��� ���� ��� 3�
���� B� ������������ �� ����� �� ����� �������� �� ����� ��� ������������ �� ����
����� ������� �� ������� �

● �� a = b = 0� �� ���� ��� 0 �
● �� a = 0 �� b ≠ 0� �� ���� ��� 3 �
● �� a ≠ 0 �� b ≠ −a� �� ���� ��� 3�
● �� a ≠ 0 �� b = −a� �� ���� ��� 2

�� ���� �� C ��� 1�
�� ���� �� D ��� 2�
�� ���� �� E ��� 3�
�� ���� �� F ��� 3�
�� ���� �� G ��� 2�
�� ���� �� H ��� 2�
�� ���� �� I ��� 4�
�� ���� �� J ��� 4�
�� ���� �� K ��� 5�
�� ���� �� L ��� 4�
�� ���� �� M ��� 4�
�� ���� �� N ��� 5�
�� ���� �� O ��� 5�
�� ���� �� P ��� 3�
���� �� ���� �� Q� �� ���� ����� ��� ����������� �� ��� �

● �� ���� ��� ���������� ���� ������ �� ���� �� Q ��� 2 �
● �� ��� ����� ���������� ���� ������ �� ���� �� Q ��� 1 �
● ���� ���� ��� ������ ���� �� ���� �� Q ��� 3�

���� �� ���� �� R� �� ���� ��������� ����� ��� ����������� �� ��� �
● �� λ = 1� �� ���� ��� 1 �
● �� λ = −2� �� ���� ��� 2 �
● ���� ���� ��� ������ ���� �� ���� ��� 3�

�������� �

�� ��� ������� ����������� �� ������� ������� ��� ��������� �� ��� ������ ����
��������� �� ���� �� ����� �� ������ �� ��������� �� �� ���� ���� ���� ��

����������� ����������� �������� ���� �������� ��� �� � ���� � ����� �� ��� ���
����������

�� ���������� �� (A) ����� � ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x = 0
y = 1
z = 0

��� ��������� ���� ���� � ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎝
0

1

0

⎞⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

�



����� ��� ������ �� ����� �
L2 ←Ð L2 + (−1)×L1

L3 ←Ð L3 + (−1)×L1

L3 ←Ð L3 + (2) ×L2

L3 ←Ð ( 1
5
) ×L3

L1 ←Ð L1 + (−1)×L3

L2 ←Ð L2 + (−2)×L3

L1 ←Ð L1 + (−1)×L2

(B) ��� ���������� � � ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x +2y +3z = 2
2x +3y −z = −1
3x +4y −5z = −4

�� ���������� �� (B) ����� � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x − 11z = −8
y + 7z = 5

��� ��������� ���� ���� � ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎝
−8
5

0

⎞⎟⎠ + z
⎛⎜⎝
11

−7
1

⎞⎟⎠ ; ���� z ∈ R

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
����� ��� ������ �� ����� �

L2 ←Ð L2 + (−2)×L1

L3 ←Ð L3 + (−3)×L1

L2 ←Ð (−1) ×L2

L3 ←Ð L3 + (2) ×L2

L1 ←Ð L1 + (−2)×L2

�� ���������� �� (C) ����� � ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x + 2y − z = −1
t = 1
0 = 2

��� ��������� ���� ���� �
∅

����� ��� ������ �� ����� �
L2 ←Ð L2 + (2) ×L1

L3 ←Ð L3 + (−3)×L1

L2 ←Ð ( 1
7
) ×L2

L3 ←Ð L3 + (7) ×L2

L1 ←Ð L1 + (−3)×L2

(D) ��� ���������� � � ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
y +2x = 5
2y +3x = 2
3y +4x = 2

�� ���������� �� (D) ����� � ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
y = −11
x = 8
0 = 3

��� ��������� ���� ���� �
∅

�



����� ��� ������ �� ����� �
L2 ←Ð L2 + (−2)×L1

L3 ←Ð L3 + (−3)×L1

L2 ←Ð (−1) ×L2

L3 ←Ð L3 + (2) ×L2

L1 ←Ð L1 + (−2)×L2

(E) ��� ���������� � � ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
t +y = 0

z +2y +3x = 3
6z +4y +4x = 6

4t +z +2y +x = 2
�� ���������� �� (E) ����� � ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

t = 1
4

z = 1
2

y = − 1
4

x = 1
��� ��������� ���� ���� � ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎝
1

−1/4
1/2
1/4

⎞⎟⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

����� ��� ������ �� ����� �
L4 ←Ð L4 + (−4)×L1

L3 ←Ð L3 + (−6)×L2

L4 ←Ð L4 + (−1)×L2

L3 ←Ð (− 1
8
) ×L3

L4 ←Ð L4 + (4)×L3

L4 ←Ð ( 1
5
) ×L4

L2 ←Ð L2 + (−3)×L4

L3 ←Ð L3 + (− 7
4
) ×L4

L1 ←Ð L1 + (−1)×L3

L2 ←Ð L2 + (−2)×L3

(F ) ��� ���������� � � ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
y +3z = 2
−2y +t +2x +z = −1
y +1

2
t + 3

2
x −3z = 2

�� ���������� �� (F ) ����� � ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
y + 3z = 2
t + 45z = 9
x − 19z = −3

��� ��������� ���� ���� � ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎜⎝
−3
2

0
9

⎞⎟⎟⎟⎠ + z
⎛⎜⎜⎜⎝
19
−3
1
−45

⎞⎟⎟⎟⎠ ; ���� z ∈ R

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
����� ��� ������ �� ����� �

L2 ←Ð L2 + (2)×L1

L3 ←Ð L3 + (−1)×L1

L3 ←Ð L3 + (− 1
2
) ×L2

L3 ←Ð (2) ×L3

L2 ←Ð L2 + (−2)×L3

�



(G) ��� ���������� � � ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
z +3t +x +3y +4u = 2

t +3x +2y +4u = 2
−x +y −u = 5

�� ���������� �� (G) ����� � ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
z − 11y = −44
t + 5y + u = 17
x − y + u = −5

��� ��������� ���� ���� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−5
0
−44
17
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ y

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

1
11

−5
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ u

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1
0
0

−1
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
; ���� (y; u) ∈ R

2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
����� ��� ������ �� ����� �

L3 ←Ð (−1) ×L3

L1 ←Ð L1 + (−1)×L3

L2 ←Ð L2 + (−3)×L3

L1 ←Ð L1 + (−3)×L2

(H) ��� ���������� � � ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
u −2t +3x +5y +6z = 1
3u −6t +9x +15y +18z = 3
u −t +2x +y = 5

�� ���������� �� (H) ����� � ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
u + x − 3y − 6z = 9
t − x − 4y − 6z = 4
0 = 0

��� ��������� ���� ���� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0
4

9

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ x

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0
1

−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ y

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0
4

3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ z

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

1
6

6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
; ���� (x; y; z) ∈ R

3

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
����� ��� ������ �� ����� �

L2 ←Ð L2 + (−3)×L1

L3 ←Ð L3 + (−1)×L1

L3 ←→ L2

L1 ←Ð L1 + (2) ×L2

�������� �

�� ������� �� �������� ��� �������� ���������� ���� �������� ��� ���������

�



I ∼
⎛⎜⎝

3 1 −1 −1
5 2 −2 a

4 1 −1 b

⎞⎟⎠
∼

⎛⎜⎝
3 1 −1 −1
−1 0 0 a + 2
1 0 0 b + 1

⎞⎟⎠
∼

⎛⎜⎝
3 1 −1 −1
−1 0 0 a + 2
0 0 0 a + b + 3

⎞⎟⎠
∼

⎛⎜⎝
0 1 −1 3a + 5
−1 0 0 a + 2
0 0 0 a + b + 3

⎞⎟⎠
�� ���� ����� ��� ����������� �� ��� �

● �� a + b + 3 ≠ 0� �� ��� � ��� �� ����������
● ���� �� ��� ���������� ����� � ���� a + b = −3� ���� �� ��� ��� ��������� ���� ��� �������� �� R

3 ����
��� ⎛⎜⎝

x

y

z

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝
−a − 2
3a + 5

0

⎞⎟⎠ + z
⎛⎜⎝
0

1

1

⎞⎟⎠
���� �������� �� ������� J � �� ������� ��������� bn − an = (b − a) (bn−1 + bn−2a +⋯ + an−1)�

J ∼

⎛⎜⎜⎜⎝
1 1 1

a b 0
a2 b2 1

a3 b3 0

⎞⎟⎟⎟⎠
∼

⎛⎜⎜⎜⎝
1 1 1
0 b − a −a
0 (b − a)(b + a) 1 − a2
0 (b − a)(b2 + ab + a2) −a3

⎞⎟⎟⎟⎠
∼

⎛⎜⎜⎜⎝
1 1 1

0 b − a −a
0 0 1 − a2 + a(b + a)
0 0 −a3 + a(a2 + ba + b2)

⎞⎟⎟⎟⎠
∼

⎛⎜⎜⎜⎝
1 1 1

0 b − a −a
0 0 1 + ab
0 0 ab(a + b)

⎞⎟⎟⎟⎠
��� ������� �� ���� ����� ��� ����������� �� ����

● �� 1 + ab = 0 �� ab(a + b) = 0� �� ��� ������� ab = −1 �� a = −b ����� �� ������� ������� �

⎛⎜⎜⎜⎝
1 1 1
0 2b b

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠
�� b ≠ 0 ���� ab = −1�� �� � ���� ��� ������ �������� ���� R

2 �

(1/2
1/2)

● ���� �� ��� ���������� �� ��� � ��� �� ����������

�



�������� �

�� ���� x� y �� z ��� ��������� �� ����� �������� �� ���� � ��������
�� ����� � ������� ���� �

x

10
+ y

15
+ z

18
= 2 + 32

60

�� ����� �� ������ ���� �
x

18
+ y

15
+ z

10
= 2 + 16

60

�� �������� ������ ���� �
x + y + z = 33

�� ��������� �� ������� ����� ��� ��� ����� ���������� �� �������

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x = 12

y = 15

z = 6

� �������� �� ������ ��� �� �� ��� �� �������� ��� �� � �� �� �� ���� ��� �� �� ���

�������� �

�� �� ������� λ1 �� λ2 ���� ���
λ1u⃗1 + λ2u⃗2 = u⃗

�� ������ �� ������� ������������� ��� ������������ �� ������� ��� ��������� ���� �� ������� ���
����

�� ���� ��������� �� ������� �� ������� ������������ ���� �� ������� ��� ����

�� ���� ��������� �� ������� �� ������� ���������� ������� m ≠ 10� ���� �� ���� �� ������� ��� ����
�� ������� m = 10 �� ������� ��� ����

�������� �

�� ��������� ��� �������� u⃗1 = (1,−1,1)� u⃗2 = (2,−2,2) �� u⃗3 = (2,−1,2)�
�� ��� ���� �������� ���� ����������� ���� �� ��� ���������� ��������� ��� ������� ����� ��������� ���

���� ���������

�� ��� ���� �������� �� ���� ��� ������������ �� ���� ���� �� ������� �� ������� v⃗ ��� ���������
⎛⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎠
���� �������� �
�� ����� �� ������� ����� �� ��� ����� �������� ����� −1 ≠ 0�

�������� �

���������� �� ��� �������� ��������� ���� ������ ����� ������������ �� R
n�

�� u⃗1 = (1,1)� u⃗2 = (−1,1)� u⃗3 = (−1,−1) �

�� u⃗1 = (1,1)� u⃗2 = (−1,1) �

�� u⃗1 = (1,1) �

�� u⃗1 = (0,1,1)� u⃗2 = (1,0,1)� u⃗3 = (1,1,0) �

�� u⃗1 = (0,1,1)� u⃗2 = (1,0,1) �

�� u⃗1 = (0,1,1)� u⃗2 = (1,0,1)� u⃗3 = (1,1,0)� u⃗4 = (1,2,3)� u⃗5 = (−1,1,−1) �

�� u⃗1 = (0,1,1)� u⃗2 = (1,0,1)� u⃗3 = (0,0,0) �

�� u⃗1 = (1,1,1,1)� u⃗2 = (1,0,1,0)� u⃗3 = (0,−1,0,1)� u⃗4 = (1,0,1,1) �

�� u⃗1 = (1,0, . . . ,0)� u⃗2 = (0,1,0, . . . ,0)� . . . � u⃗n = (0, . . . ,0,1)�
�



������� �� ��� ������� �����

�������� �

������ ���� ������� ������� �������� a �� b ���� b > a > 0�

�� ���� d ∈ N
∗ �� ����� ������� ������� ���

� d ��� �� �������� �� a �� b �� �� ��������� �� d ������ a �� r� ���� r ��� �� ����� �� �� ��������
����������� �� b ��� a� �

�� �� �������� ��� ��� ������� �� ����� �� �� �������� ����������� �� a ��� b�
�� ���������� �� ��� �������� ������� ��� ������������ ������� �� ������ ������� �� ���� �����
�������� ������ �� a �� b�

��� ����������

�����

����� ����

�����

���

���

������ �

�������� �

����������� �� ����� ��������� ��� ������ ��� ��������� �������� �� �������� ���� ������ ���� ����������������

�� { 1
n
∣ n ∈ N

∗} �

�� { 1
n
∣ n ∈ N

∗} ∪ {0} �

�� { 1
n
∣ n ∈ Z

∗} �

�� {1
x
∣ x ∈ R

∗
+} �

�� {x ∈ R ∣ x2 − x − 2 < 0} �

�� {x ∈ R ∣ x2 − x − 2 < 0 �� x ≥ 0} �

�� {a + bn ∣ n ∈ N
∗} �� (a, b) ∈ R

2 �

�� {a + (−1)nb ∣ n ∈ N
∗} �� (a, b) ∈ R

2 �

�� {a + b

n
∣ n ∈ N

∗} �� (a, b) ∈ R
2�

�������� �

������ A �� B ���� ������� ��� ����� �� R ������ ��� A ⊂ B� �� ������� ��� B ��� ������� ������� ���
A ��� ������ �� �������� ��� ������ ����������� �� ����������� �� A �� �� B�

�������� �

������ A �� B ���� ������� ��� ����� �� �������� �� R �� λ ∈ R� �� ������ ��� ��������� �������� �

−A = {−x ∣ x ∈ A} , A +B = {x + y ∣ (x, y) ∈ A ×B} , A + λ = {x + λ ∣ x ∈ A} , λA = {λx ∣ x ∈ A} .
�� ������� ��� A ∪B ��� ������ �� ��� ���� � sup(A ∪B) =max{sup(A), sup(B)}�
�� ������� ��� A∩B ��� ������ �� ��� ���� � sup(A∩B) ≤min{sup(A), sup(B)}� ������ �� �������

�� ����������� ��� ��������
�� ������� ��� −A ��� ������ �� ��� ���� � inf(−A) = − sup(A)�
�� ������� ��� A + λ ��� ������ �� ��� ���� � sup(A + λ) = sup(A) + λ�
�� ������� ��� A +B ��� ������ �� ��� ���� � sup(A +B) = sup(A) + sup(B)�
�� �� λ > 0� ������� ��� λA ��� ������ �� ��� ���� � sup(λA) = λ sup(A)� ��� ������� ���� �� λ < 0

�� λ = 0 �
������� ��� ���������� ��������� ������� ���� ������� ��� A �� B ���� ���� ������� �� R ��� ����� ��
���������

�



�������� �

������ A �� B ���� ������� ��� ����� �� R ������ ��� � ∀x ∈ A,∀y ∈ B,x < y� ������� ��� A ��� ��������
��� B ��� ������� �� ��� ���� � supA ≤ inf B� ������� ����� ������� �

�������� �

������ A ��� ������ ��� ���� �� ������� �� R ����� ��� supA > 0� ������� ����� ������ �� ������� �� A

����������� ��������

�������� �

������ x �� y ���� ������ ������� ��� ���������� ����������

�� x ≤ yÔ⇒ ⌊x⌋ ≤ ⌊y⌋� �� ���������� �������� ����� �

�� ⌊x⌋ + ⌊y⌋ ≤ ⌊x + y⌋ ≤ ⌊x⌋ + ⌊y⌋ + 1�

�� ���� ���� n ∈ N
∗� ⌊⌊nx⌋

n
⌋ = ⌊x⌋�

�������� �

���� x �� ������ �����
���� ���������� P = {n ∈ Z/n ≤ x}�
������� ��� P ����� �� �������� � ���� ���������� �� ������� �

�������� �

���� ��� ��� ��������� �������� �� �������� �� ������ �� u10�

�� (un) ��� ������������ �� ������� ����� u0 = 1

�� �� ������ 2 �
�� (un) ��� ������������ �� ������ 2 �� u5 = 5 �
�� (un) ��� ������������ �� u4 = 5 �� u7 = 1 �
�� (un) ��� ����������� �� u2 = 2 �� u4 = 4 �

�� (un) ��� ����������� �� u1 = −2 �� u2 = −1 �

�� (un) ��� ����������� �� u1 = 0 �

�� (un) ��� ����������� �� u1 = −1 �� u4 = 2 �

�� (un) ��� ����������� �� u1 = −2 �� u6 = −4�

�������� ��

�������� �� �������� �� ��������� �� ���� �� ��������� �� ��� ������� �������� ����� �� ����� ���� ������������
�������������� ��������� ���������

∀n ∈ N, an = n
2 − 3 ∀n ∈ N

∗, bn = n ln(1 + 1

n
) ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

u0 = 1

un+1 =
√
un + 1 (∀n)

∀n ∈ N, rn = ⌊3 + 4

n + 1⌋ ∀n ∈ N
∗, sn =

⌊n√2⌋
n

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
v0 = 1

vn+1 = −2vn + 4 (∀n)
�������� ��

���� x �� ������ ���� �������� ���� ���� ������ ������ n� �� ���� an =
⌊10nx⌋
10n

�

�� ������ ��� ������� �� a0� a1� a2 ���� �� ��� �� x =
√
2�

�� �������� ���� ���� n� ��� x ≥ an �� ���
1

10n
≥ an+1 − an ≥ 0�

�� ��� ���������� �� ����� ��� an �

�



������� �� �� ������� �� ��� ������� �����

�������� �

�� ���� (q; r) �� �������� �� �� ����� �� �� �������� �� b ��� a� �� � �

b = qa + r

��������� ��� d ������ a �� b� ����� �� ������ ���� ������� k �� k′ ���� ��� a = kd �� b = k′d ���� �
r = b − qa = k′d − qkd = (k′ − qk)d� ����� d ������ r �� a�

��������� ���������� ��� d ������ r �� a� �� ��� ������ ���� ������� l �� l′ ���� ��� r = ld �� a = l′d�
�� � ����� b = qa + r = ql′d + ld = (ql′ + l)d� ����� d ������ b �� a�

�� � ������ ����� �� � 0 ≤ r < a ���� a ������� r� �� ����� ��� ������� �� r ��� ���� �����������
������������� �� ��� ������ ��� ������������ �������� �� ���� ���� ������ ��� ���������
� �� �������� ������ �� � r = 0� �� ��� ������� ��� a ������ b �� ����� � ����� ������ a ��� �� ����
����� �������� ������ �� a �� b ��� ������� b ��� �� � ��� ���� b �� ������ �� a��

����� � ������� ��� �� �������� �� a �� b �� ������ ��� ����� ����� � ��������
������� �� �������� �� � ������ ������ ��� ��������� ������� �� a �� b ���� ���������� ��� ���������
������� �� a �� r� �� ��� ������� ����� ���� ������ ������ ��� ��������� ������� �� a �� b ��
�������� ���� �� ����� �� ������ � b �� ������ �� a �� � a �� ������ �� r�
�� ����� � �� �������� ������ �� ������� �� ��������� �� ���������� ����� �� �������� ��� ����
������� a �� b � �������� �� �� ���������

�������� �

�� �� ������� ��� 1 �� �� ����� ���������� ��� 0�

�� �� ������� ��� 1 �� �� ������� ��� 0�

�� �� ������� ��� 1 �� �� ������� ��� −1�

�� �� ����� ���������� ��� 0�

�� ����� ������������ ] − 1; 2[� �� ����� ���������� ��� 2 �� �� ����� ���������� ��� −1�

�� ����� ������������ [0; 2[� �� ������� ��� 0 �� �� ����� ���������� ��� 2�

�� ���� ������ �� ����� �� b�
�� b ��� �������� �� � � �� ������� ��� ��� a + b�
�� b ��� �������� �� � � �� ������� ��� ��� a + b�

�� �� � � �� ������� �� �� ������� ��� ����� ����� �� ����� �� b� a + b �� a − b�
�� �� b ��� �������� �� � � �� ������� ��� ��� a + b �� ��� ����� ���������� ��� ��� a�

�� b ��� �������� �� � � �� ������� ��� ��� a + b �� ��� ����� ���������� ��� ��� a�

�������� �

���� ���� x ∈ A� x ∈ B �� ���� inf(B) ≤ x ≤ sup(B)� �� �� ������ ��� A ��� �������
�� ����� inf(B) ��� �� �������� �� A �� ����� inf(A) ≥ inf(B) ��� inf(A) ��� �� ���� ����� ��� ���������
�� A�
�� ����� �� � sup(A) ≤ sup(B)

�



�������� �

���� ����� �� ����� ������ s �� t ��� ������ ����������� ����������� �� A �� B�

�� ��� ����� �� A �� B ������� ���� �������� ���� ����� � �� ���������� �� ���������

�� ���� ���� �������� s ≥ t� ����� � ���� max{s; t} = s� �� �� ������� ��� s ��� �� ����� ����������
�� A ∪B�

���� x ∈ A ∪B� �� x ∈ A� �� � x ≤ s �� �� x ∈ B� �� � x ≤ t ≤ s� ������ s ��� ���� �� ���������
���� ε > 0� �� ������ x ∈ A ��� ��� s − ε < x ≤ s� �� x ∈ A ∪B�
����� s ��� ���� �� ����� ���������� �� A ∪B�

�� ���� x ∈ A ∩ B� �� � x ∈ A ���� x ≤ s �� x ∈ B ���� x ≤ t� ������ x ≤ min(s; t)� �� �� ������
min(s; t) ��� �� �������� �� A ∩B �� ���� sup(A ∩B) ≤min{sup(A), sup(B)}�
����� ��������� ����� ��� ��������� �������� ��������� �� ����� �� ����������� A = [0; 2]∪ [12; 13]
�� B = [1; 2]� �� � sup (A ∩B) = 1 �� min{sup(A), sup(B)} = 2�

�� ���� ���� x ∈ −A� x ∈ A �� ���� −x ≤ s� �� ��� ����� x ≥ −s� ������ −s ��� �� �������� �� −A�
��� ���� ���� ε > 0� �� ������ x ∈ A ��� ��� s − ε < x ≤ s� �� ��� ����� −s ≤ −x < −s + ε� �� −x ∈ A�
�� �� ������ ��� −s ��� �� ����� ���������� �� −A�

�� ��� �� ������� ���������� �� ������ ��� s+λ ��� �� �������� �� ��� ����� �� ���� ����� ��� ����������

�� ���� �� ������� ��� �� ��� ����������
���� x ∈ A+B� �� ������ (a; b) ∈ A×B ���� ��� x = a+b� �� ������� ������ ��� ������ x = a+b ≤ s+t�
���� ε > 0� �� ������ (a; b) ∈ A ×B ���� ��� s − ε

2
< a ≤ s �� t − ε

2
< b ≤ t�

�� �������� �� ������� s + t − ε < a + b ≤ s + t� �� a + b ∈ A +B� �� ��� ������ ��� s + t ��� �� ����
����� ��� ����������

�������� �

A ��� ������ ��� ��������� ���� ������� �� B �� B ��� ������ ��� ��������� ���� ������� �� A�

�� ������������ ���� ���� x ∈ A� x ��� �� �������� �� B �� ����� x ≤ inf(B) ��� inf(B) ��� �� ���� �����
��� ���������� �� �� ������ ��� inf(B) ��� �� �������� �� A �� ���� sup(A) ≤ inf(B) ��� sup(A) ���
�� ���� ����� ��� ����������

�� ��� �������� ������� ������� �� ����������� ��� ������� A = [0; 1[ �� B =]1; 2[�
�������� �

�� ���� �� ���������� ε = supA�

�������� �

�� �� �� ������� ���� ��� ������������
�� ���� n = ⌊x⌋ �� p = ⌊y⌋� �� ������� ��� n > p� �� x ∈ [n; n + 1[ �� y ∈ [p; p + 1[� ��� ����
����������� ���� ��������� �� ���� ��� �������� �� [n; n + 1[ ���� ����������� ���������� � ���� ��[p; p + 1[� �� ��� ������ �� ���������

�� �� ������� ��� ����� ���������� �� ���� ��� x ∈ [n; n+1[ �� y ∈ [p; p+1[ ���� x+y ∈ [n+p; n+p+2[�
�� ������� ����� ��� ����������� �� ����
�� x + y ∈ [n + p; n + p + 1[ ����� ⌊x + y⌋ = n + p �� �� ������ ���� ��� �� ����� ������������ ��� ������
�� x + y ∈ [n + p + 1; n + p + 2[ ����� ⌊x + y⌋ = n + p + 1 �� �� ������ ���� ��� �� ����� ������������ ���
������

�� �� ���� ��� ⌊nx⌋ ≤ nx ����
⌊nx⌋
n
≤ x� ��� ������ ⌊⌊nx⌋

n
⌋ ��� �� ������ ��������� �� ���� � x�

����� ⌊x⌋ ≥ ⌊⌊nx⌋
n

⌋ ��� �� ������ ������� �� x ��� �� ���� ����� ������ ��������� �� ���� � x�

�



���� �� � ������ ⌊x⌋ ≤ x ��� �������� n ⌊x⌋ ≤ nx� �� ������� ���� ⌊nx⌋ ≥ n ⌊x⌋ ��� n ⌊x⌋ ��� �� ������

��������� �� ���� � nx� �� ����� �������� ���������� �� ������
⌊nx⌋
n
≥ ⌊x⌋� ������� ��� ⌊x⌋ ��� ��

������ ��������� �� ���� �
⌊nx⌋
n

� �� �� ������ ⌊⌊nx⌋
n

⌋ ≥ ⌊x⌋�
������� ��� ⌊x⌋ ≥ ⌊⌊nx⌋

n
⌋ �� ⌊⌊nx⌋

n
⌋ ≥ ⌊x⌋� �� ������� ���� ��������� ���������

�������� ��

���� (an) �
�� ������������ �� (an) �� ������ ������������ �� �� �������� f ∶ x ↦ x2 − 3 ��� R

+
∗ � ����� ����� ���

����������� ����������� ���� ������� ��� ��� ������� ������ �� ���� ����� ��� ��������

���� (bn) �
�� ������������ �� (bn) �� ������ �� ������� �� �� �������� g ∶ x↦ x ln (1 + 1

x
) ��� R

+
∗ �

g ��� ������ �� ��������� ��� R
+
∗ ����� ������� �� �������� �� ��������� ������� �� ���������� ��� ���

��������� �� ����� ���� ���� x > 0 ���������� �� ���������� 1 + 1
x

��� ����������� ��������
�� ������������ ���� ���� x > 0 �

g′(x) = ln(1 + 1

x
) + x ( − 1

x2

1 + 1
x

) = ln(1 + 1

x
) − 1

1 + x
�� ����� �� ����� ���������� ����� ��� �������� �� g′ ��� ������ ��������� ��� R

+
∗ �� �� �� ���� ���� x > 0 �

g′′(x) = − 1
x2

1 + 1
x

+ 1(x + 1)2 = −1
x(x + 1) + 1(x + 1)2

=
−(x + 1) + x
x(x + 1)2 =

−1
x(x + 1)2 < 0

������ g′ ��� ����������� ������������� ��� lim+∞g′ = 0 ��� ����� �� �������� �� �� ������ ��� g′ ���
����������� �������� ���� g ��� ����������� ����������� ����� �� ����� (bn) ��� ����������� ����������� ����
������� ��� b1 = ln(2)� ���� ������� ��� (bn) ��� �������� �� �� �������� �� ������ �� g �� +∞� ������
���� �� ������ ���� ���� x > 0� X = 1

x
� �� ������� ����� lim

X→0+

ln(1+X)
X

� �� ��������� �� ���� ���������������

�� X ↦ ln(1 +X) ����� 0 �� X � �� ������ ���������� ��� ���� 1
1+0 = 1�

����������� lim
+∞

g = 1� �� ��� ������ ��� (bn) ��� ������� ��� 1�

���� (un) �(un) ��� ������ ��� ����������� �� ��� �������� ��� ���� ���� ��������� ��� ����������� �� ��������� ���
�������� ������ �� (un) �� �� ����� � �������� � ������� ����������� �� ���������� �������� �

∀n ∈ N, Hn ∶ 0 < un < un+1 < 10

�� ��� ��������� �� ������� ��� (un) ��� ���� ������� ��� ����������� ���������� ����� ������� ���
u0 = 1� �� ��� ������� ��� 10�
H0 ������� 0 < u0 < u1 < 10 �� ��� ������

��������� (Hn) ����� ���� �� ������� n� �� � ���� 0 < un < un+1 < 10� ����� �√
0 <

√
un <

√
un+1 <

√
10 ��� �� �������� ������ ��� ����������� ���������� ��� R

+�
�� �� ������ 1 <

√
un + 1 <√un+1 + 1 <

√
10 + 1� �� 0 < 1 ��

√
10 + 1 < 10� ���� ����� �

0 < un+1 < un+2 < 10

������ ����������� (Hn) ��� ����������� �� ����������� ���� ����� ���� ���� n�

�



������� �� ��� ������� ����������

�������� �

�� ������ ��� R
2 ��� ���������� + �� ⋅ ��� { (x, y) + (x′, y′) = (x + x′, y + y′)

λ ⋅ (x, y) = (λx,0) �

�� ������� (R2,+, ⋅) ������ �� R������� ��������� �

�������� �

�� ������ ��� E = R
∗
+ ×R ��� �������� + ��� (a1, b1)+ (a2, b2) = (a1a2, b1 + b2) �� ��� �������������� ���

�� �������� ⋅ �� R ��� E ��� λ ⋅ (a, b) = (aλ,λb)� �� ������� (E,+, ⋅) ������ �� R������� ��������� �

�������� �

��� ��������� �������� �������� ��� ������������ ���������� �� R
3 ����� �� �� ��������� ������� �� R�������

���������� �

E1 = {(x, y, z) ∈ R
3 ∣ 2x + 3y + 4z = 0} E2 = {(x, y, z) ∈ R

3 ∣ x + 2y − z + 1 = 0}
E3 = {(x, y, z) ∈ R

3 ∣ x + 2y − z = 0 �� 2x + y − 3z = 0} E4 = {(x, y, z) ∈ R
3 ∣ x = 2y = 4z}

�������� �

�� ��������� �������������� ��� ������� �� ��������� ������� �

�� ���� ��� ������������ ���������� �� R
2� �� ���� ��� R������� ��������� �

�� ���� ��� ������������ ���������� �� R
3� �� ���� ��� R������� ����������

�������� �

��� ��������� �������� �������� ��� ������������ ���������� �� �������� ��������� ��� ������������ �� R ����
R �

�� ���������� ��� ��������� ����������� ��� R�

�� ���������� ��� ��������� ��������� ��� R�

�� ���������� ��� ��������� T ������������ �T ∈ R
∗
+ �����

�� ���������� ��� ��������� ���������� ��� R�

�� ���������� ��� ��������� ��������� �� ���������� ������������� y′ + a(t)y = 0 �� a ��� ��� ��������
������ ��� R �������

�� ���������� ��� ��������� ��������� �� ���������� ������������� y′ + a(t)y = b(t) �� a �� b ���� ���
��������� ������� ��� R ��������

�������� �

��� ��������� �������� �������� ��� ������� ���������� �

�� {(x, y) ∈ R
2
+ ∣ x = y} �

�� {(x,2x,3x) ∈ R
3 ∣ x ∈ R} �

�� {(x, y) ∈ R
2 ∣ x2 + y2 = 1} �

�� {f ∈ C1(R,R) ∣ f(0) + f(1) = f ′(0)} �
�� ���������� ��� ������ ������������� �

�� ���������� ��� ������ ������������ �

�� ���������� ��� ��������� ���� ������� ��������
�������� �

�� ���������� ��� ��������� ���� ������� ���
�������

�



�������� �

������ F �� G ���� ������������ ��������� ���� ������ ��������� E� ������� ��� F ∪G ��� �� �����������
��������� �� E �� �� ��������� �� F ⊂ G �� G ⊂ F �

�������� �

������ F � G� �� H ����� ������������ ���������� ���� ������ ��������� E ���� ��� �

F +H = G +H, F ∩H = G ∩H �� F ⊂ G.

������� �������� �� � F = G�

�������� �

������ E �� K������� ��������� �� A,B,C �� D ��� ������������ ���������� �� E� ������� ��� ����������
��������� �

�� A ∩B = A +B⇔ A = B

�� (A ∩B) + (A ∩C) ⊂ A ∩ (B +C)
�� B ⊂ A⇒ (A ∩B) + (A ∩C) = A ∩ (B +C)

�������� ��

�� �� ������� (3,3,1) �� R
3 ������ ����������� �������� ��� �������� (1,2,0) �� (2,1,0) �

�� �� �������� x↦ cos(2x) �������� ����������� �������� ��� ��������� x↦ sinx �� x↦ cosx �

�������� ��

���� R
3� ������ a = (−1,2,1) �� b = (0,1,−1)�

�� ���������� �� ������� x ∈ R
3 ������������� ��� � Vec (a, b)�

�� ������ u = (1,0,−3) �� v = (−2,5,1)� ������� ��� ���� � Vec (a, b) = Vec (u, v)�
�������� ��

���� n ∈ N� n ≥ 2� �� ���� F �� ����������� ��������� �� R
n �������� ��� �� ������� (1,1, . . . ,1)� ��

G = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ R
n ∣ ∑n

i=1 xi = 0}�

�� ������� ��� G ��� �� ����������� ��������� �� R
n�

�� ������� ��� ��� ����������� ���������� F �� G ���� ��������������� ���� R
n�

�������� ��

������� ��� ���������� F ��� ��������� ������ ������� ��� R �� ���������� G ��� ��������� ��������
������� ��� R ���� ��� ����������� ���������� ��������������� �� F(R,R)�
�������� ��

������ u1 = (2,3,−1)� u2 = (1,−1,−2)� v1 = (3,7,0) �� v2 = (5,0,−7) ������ �������� �� R
3� ������� ���

���� � Vec (u1, u2) = Vec (v1, v2) .
�������� ��

������� ��� ��� ��������� cos, sin, exp ���� ������������ ������������� ���� R��

�������� ��

������� ��� ��� ������ (1)n∈N� (n2)n∈N �� (2n)n∈N ���� ������������ ������������� ���� K��

�



�������� ��

���� ���������� ���������� �� ����� ��������� ��� R� n ������� �� ������ ������� ��� ����

���� ��� ��� ��������� ���������� �� ������������� �������� ��� ��������� �� ����� �� ���� ���������� ���
����� �� ��� ������

��
ϕa ∶ C → R

z ↦ R(z)
��

ϕb ∶ C → R

z ↦ arg(z)
��

ϕc ∶ C → C

z ↦ z

��
ϕd ∶ C → C

z ↦ ∣z∣
��

ϕe ∶ R → C

x ↦ eix

��
ϕf ∶ C → C

z ↦ 3z + 1
��

ϕg ∶ R
3 → R⎛⎜⎝

x

y

z

⎞⎟⎠ ↦ 2x + 3y + z + 1

��
ϕh ∶ R

3 → R⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠ ↦ 2x + 3y + z

��

ϕi ∶ R
3 → R

2

⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠ ↦ (x − 2y
y − 2z)

��

ϕj ∶ R
n → R⎛⎜⎜⎜⎝

x1

x2

⋯
xn

⎞⎟⎟⎟⎠ ↦ x1

��

ϕk ∶ {���������} → R

f ↦ f(2)
��

ϕl ∶ {���������} → {������}
f ↦ (f(n))n∈N

��

ϕm ∶ {��������� ����������} → R
2

f ↦ (f(0)
f ′(0))

��

ϕn ∶ {������} → R(un) ↦ u0

�������� ��

���� E �� K������� ���������� p �� s ��������� ��� �������������� �� E ���� ��� �

s ○ s = id p ○ p = p
�� �� ����������� � s�

��� ������� ��� F = Ker(s − id) �� G = Ker(s + id) ���� ��������������� ���� E�

��� ������� ��� ��� ������������ �� s � F �� G ���� ��� �������������� �� F �� G ���� ��
����������� ������������ ����������

�� �� ����������� � p�

��� ������� ��� K = Ker(p) �� L = Ker(p − id) ���� ��������������� ���� E�

��� ������� ��� ��� ������������ �� p � K �� L ���� ��� �������������� �� K �� L ���� ��
����������� ������������ ����������

��� ������� ��� L = Im(p)�

�



�������� ��

�������� �� ������������� �

������ E �� F ���� K�������� ���������� �� u ∈ L(E; F ) �� ����������
���� b⃗ ∈ F ���� �� ����������� ��� ��������� �� �

u (x⃗) = b⃗ (P )
�� � ������ ��������� ��� b⃗ �� �������� ������������ �� ����� ��� �������� �

�� ��� �� ������� ��� x⃗0 ��� ��� ��������� ������� ���� ���� ���� x⃗ ∈ E �

x⃗ ��� �������� ⇐⇒ x⃗ − x⃗0 ∈ Ker(u)
��� �� ������� ��� u ��� ��������� �� �� ��������� �� Keru = {0⃗E}�

�� �� ������� �� ���� ��� �
● �� ������ (b⃗1; b⃗2) ∈ F 2 ���� ��� b⃗ = b⃗1 + b⃗2 �

● ��� ��������� u (x⃗) = b⃗1 �� u (x⃗) = b⃗2 ��������� ���� ��������� x⃗1 �� x⃗2�
���������� ��� �������� �� �������� ������� (P )�

�


