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������� �� ����� ����� ���������
��� �������� ��������� ����� xa� �� ���� ���� � � ������ � ��
�� ���� ��������� ������ ��� ���������� � ���� ���� ���������� ������ ��������� ����� x′� �� ���� ���� � �
����� ��
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α A �����
β B ����
γ Γ �����
δ Δ �����
ǫ E �������
λ Λ ������
µ M ��
π Π ��
σ Σ �����
θ Θ �����
ω Ω �����
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��� ����������� ���� ����� Ô⇒� �� ��� ����������� ⇐⇒�
�� ��������� ���� �������� A ���� ���� ¬A �� A�∧ ���������� �� � �� � ������� ������ ��� ∨ ���������� �� � �� � ��������
x ∈ A ������� � x ���������� � A� �∀x ∈ A ������� � ���� ���� x ����������� � A� � ∃x ∈ A ������� � �� ������ x ����������� � A� �
�� ������� / ������� � ��� ��� �� ��� ������� � ∃x ∈ N/ x2 = 16 � ������� � �� ������ �� ������ ������ ����
�� ����� ���� ��� �
A ⊂ B ������� � A ��� ������ ���� B� �
A ∩B ������� �������������� �� A �� B�
A ∪B ������� �� ������� �� A �� B�
����� ∁E A �� E/A ����������� �� �������������� �� A ���� E� ��������� ��� � ��� ����������� ��� E� ��
������ ���������� A�

����� �� ������ �� ����� ������������� �� �������� �� �� ��� �������� ���
�������� ������������� ����� ��� ������������� �� �������� ������ � �� ������

x ��� ��� ≥ 0 � ��� ���� �� ���� � ≥ 0 � ��� ������������� �� � ��� ���� ����� ��� 0 ��

���� ������������� ����� ��� ������ �� ��������� ������������ ������ �� �� ���
�������� �� �� ������� �������� ������������ ��������� ∃� ∀���� ���� �� ��������
������� ���� �� ���� ������� ���� �� ���� ��� ������ �� ����������� ��� ��� ��������
�������������� ���� �� ���� ��� ������ �� �������� ��������
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��������� � �������� ����

���� f ��� �������� ������ ��� R�

�� ��� ��� f ��� ���� ��������� ������ ���� ������� m �� p ���� ���� ���� ���� x �

f(x) =mx + p
���� �� ���� �� ��� ��� m ��� �� ��������� ��������� �� f �� p ��� ���������� � ��������� �� f �

��� ���������� m �� p ����� �������� ���� �� ��������� ��� �� x�
���� ��������� ������������ ��� �������� ����� �� ���� �� ��������� ��� ���

����� �� m �� p�

���������� ��� � ������� � ����������� ��� ��������� ������

�������� �

���� �� ��� ��������� ��������� ���� ������ �������� �� �������� ��� ������� �� m �� p�

f1 ∶x ↦ 2x − 3 f2 ∶x ↦ −x f3 ∶x ↦ x2 − x + 1
f4 ∶x ↦ (x + 1)(x − 2) − x2 f5 ∶x ↦ 1 f6 ∶x ↦ (x + 1)(x − 1) + x(x + 1)

����� ���������� ��� ��������� �����

����� �� ��������� � ���� ���������� ��� ���������� ��� ��������� ������ �������� �������� ������� �������
���� ��� ��������� �� ����������� ������

�������� �

������ ��� � ��������� f �� g ������� ��� R ��� �

f ∶x↦ 2x − 1 g ∶x ↦ −x + 1



� ���� ��������� �� ����

�� ���������� ��� ������ �� 0 ��� f ���� ��� g�

�� ���������� ��� ����������� �� 0 ��� f ���� ��� g�

�� �������� f(x) ≥ 0� �� ������� �� ������� �� ������ �� f �

�� �������� g(x) ≥ 0� �� ������� �� ������� �� ������ �� g�

�� �������� f(x) = g(x)� �� ������� ��� ����������� ��� ������������� ��� ������� �� f �� g�

�� �������� ������� ������ ��� ���������� ��� ������� ��������������� ��� ��������� ������ �� ������������
�� ������ ����� �������� ���� ��� ��� ������� ����������� � ������ �� ����� ������� �� ���� ��������� ���
������� �� ��������� ��������� �� �� ���������� � ����������

�� �������� ����� ����� M �� ����������� (x, y) ���������� � �� ������ �����
�������� f �� �� ��������� �� �

x ���������� � ���������� �� ��������� �� f �� y = f(x)�

�������� � ������ �������������� ����� �������� ����� ������ �� ��������� ��������� �� ��
���������� � ���������

���� f ��� �������� ����� ���� Cf �� ������ �� �� �������� f ������ ���� �� ������ (O; I;J) �� ������

A (xA;yA) �� B (xB ;yB) ���� ������ ��������� ����������� � �� �������

�� � ��� ���������� ��������� �● �� ������ �� f ��� ��� ������ �● �� ��������� ��������� �� f ���� m = yB−yA
xB−xA

�● ���������� ��������� �� f ���� p = yA −mxA �� m ��� �� ��������� ����������

�������� �

���� �� �������� f ∶ x ↦ 3x − 2 ������ ��� R ���� �� ������ ��� ����� Cf � ������ ��� ������ A, B, C, D

�� Cf ����������� ����������� 0, 1, 2, 3�

�� ���������� ��� ��������� ��� ������ A, B, C, D�

�� ������ �� ������ ��� �� ������� �� ������ ��� ������ A, B, C, D �� ������ Cf �
�� ���������� ��� ����������� �� 0 ��� f ��� �� ������ �� ������� ��������������

�������� �

�� ������� ��� ������� �� ���������� ���������� ���� �� �������� ���� g ���� �� ������ ��������������Cg ����� ��� ��� ������ E (1; 2) �� F (2; 0)�
�� ������ �� ������ �� g ���� �� ���� ������ ��� �� ������ �� f �

�� ���������� �� ��������� ��������� �� ���������� � ��������� �� g� �� �������� ���� ���� x� �����
�������� �� g(x)�

�� �������� ��� �� ������ f(x) = g(x) �� ������� ����������������� ��� ��������� ��������������

�� �������� ��� �� ������ f(x) ≥ g(x) �� ������� ����������������� ��� ��������� ��������������

���������������� ���������� �� ���� �� ��������� ��� ��������� ������ ����������� ��������� ��� �� �����
�� ��������� ����������

����������� � ���� �� ��������� ��� ��������� �����

���� f ��� �������� ���� �� ��������� ��������� m�

����� �● f ��� ���������� �� �� ��������� �� m ≥ 0 �● f ��� ������������ �� �� ��������� �� m ≤ 0�



��� ��������� ����������� �

����� ����������� ��� ��������� ��� �� ����� ��� ��������� ������

����������� � ����� ����� �������� ����

���� f ��� �������� ���� �� ��������� ��������� m �� ���������� � ��������� p�

�� m = 0 ������ ���� ���� x� f(x) ��� �� ����� �� p�

���� �� ��� ��������� m ≠ 0� �� ������� �� ������ �� f ��� �

x

f(x)
−∞ − p

m +∞
����� �� −m 0 ����� �� m

����� �������� ����� ������ ����

����������� �� �������� f ∶ x ↦ −2x + 3 �� D �� ������ ���������������
���� ������ D� ������� ��� ������ A �� B ����������� 0 �� 1�
��� ��������� �� A �� B ���� ����

{ yA = −2 × xA + 3 = −2 × 0 + 3 = 3

yB = −2 × xB + 3 = −2 × 1 + 3 = 1

0 1 2 3 4−1−2−3−4−5 0

−1

−2

−3

1

2

3 �A

�B

+1

−2

�� ���� ���� ��� �� ��������� �� ��������� ��������� �� ���������� � ��������� �● ���������� � ��������� ���������� � ���������� �� ����� ���������� 0� ������������ �� ����� A �● �� ��������� ��������� ���������� � �� ��������� ��� ��������� ������ ������ ������� ��� ���������
������� �� +1 ������ �������

��� ��������� �����������

�� �������� ������ ����� ���������� ������� ����� �� ������� �� ��������
� ������� � �� ������ ����� ��������� ������� ����� ��� ����� �� � ������

�������� �

����� ���������

��� �������� ���������� ��� ��� �������� ��� ���� ���� ������ ���� �� ����� ���������� x↦ ax2 + bx+ c �� a�
b �� c ���� ��� ���������� ��������� ��� ��������� ��� �� x� ���� a ≠ 0�



� ���� ��������� �� ����

���� ������� ���� ������ �� ��������� �������� �

��������� � ��������� ������������ ��������

���� f ��� �������� ������ ��� R�

�� ��� ��� f ��� ��� �������� ���������� ��������� ������ ����� ������� a� b �� c ���� a ≠ 0� ���� ���� ����

���� x�

f(x) = ax2 + bx + c
�� ������ �������������� ����� ����� �������� ���� �� ������ ���������� ��������� ��� ���������

��� ���������� a� b �� c �� ��������� ��� �� x� �� ��������� a ≠ 0 ��� ������
������ �� ����� ���� �� ��� �� a = 0� f ��� ��� �������� ���� x↦ bx + c�

��������������� � ����������� ��� ��������� ������������

�������� �

���� �� ��� ��������� ��������� ���� ������������ ���� �� ��� �� ����� ���� ������������ �������� ��� �������
�� a� b �� c�

f1 ∶x↦ x2 − 2x − 3 f2 ∶x↦ 3x2 − x f3 ∶x ↦ −x2 + (x + 1)(x + 2)
f4 ∶x↦ (x + 1)(x − 2) − 3x f5 ∶x↦√x2 + 1 f6 ∶x ↦ (x + 1)(x − 1) + x(x + 1)

��� �������� ���������� ���� �������� ���� ��������� ������ ���� ������� ������� ��� ������������ ��������
���� �� ����� �� ��������� ���� ������ ���� ���������� ��� ����� ������ ����������� � ����������� ���������� ��
����������
����� ������� ���� ���� ���� ����� ����� ���� ������ ������� �������� ���������� �� �� �������� ������

����� ����� �� �� �������� x ↦ x2

�� ������ �� �������� ����� ��� �
k ∶ R ↦ R

x ↦ x2

����������� � ���� �� ���������

�� �������� ����� ��� ���������� ��� [0;+∞[ �� ������������ ��� ] −∞; 0]�

����������� � ��������

�� �������� ����� ����� �� ������� �� 0 ��� ���� 0�

����������� � ���������� ������������ �� �� ������

���� Ck �� ������ �� �� �������� ����� ���� �� ������ ���������� (O; ı⃗; ⃗) �
����� ��� ��������� ��� �� ��� �� �������� �� Ck�



��� ��������� ����������� �

����� ����� ���������

����� ����� ��� ���������������� ����� ���� �● ������� ��� ���������� �● ������� ��� ���������� ������������ �� �� ������ �������������� �● �� ��������� ��� ������������

�������� � ����� ��������� ����� �������� ����������

������ a� b �� c ����� ������� ����� ���� a ≠ 0�
���� �� �������� ���������� f ∶ x↦ ax2 + bx + c�
�� ������� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

α = −b
2a

β = −b2+4ac
4a

������ ���� ���� x �

f(x) = a(x − α)2 + β
�� ��� ��� ���������� a(x − α)2 + β ��� �� ����� ��������� �� f(x)�
�� ���������� ��� f(α) = a(α − α)2 + β = β� �� ������� ����� ������� �������� ������� ���� ������� ��
�������� β�
��� �������� ���� ����� ��� ������ �� ����������� �� �� ����� ��������� ���� �������� ��� ���������

�������� �

�� ����������� �� �������� g ∶ x↦ x2 − 6x + 4�
��� �������� �� ��������� �� ����� ����������� �������� ���� ���� x � ���� ���� x �

x2 − 6x = x2 − 2 × (3x) + 32 −⋯
= (x −⋯)2 −⋯

��� �� ������� �� ����� ����������� �������� ���� ���� x �

g(x) = x2 − 6x + 4
= (x −⋯)2 −⋯ + 4
= (x −⋯)2 −⋯

��� ��������� ��� ������� �� a� α �� β�

�� �������� �������������� �� ���� �������� ������������ ��� ��������� ��� ������ ���������� ���
��������� �

f1 ∶x ↦ x2 + 3 f2 ∶x↦ x2 + 4x − 5 f3 ∶x ↦ 2x2 + 2x + 1
�� ���� ����� ���������� � ���� ��������� � �������� ��� ������ ���������� �� ��������� ��� ��� �� ���������

�������� �

������ ��� ������ ���������� ��� ��������� ���������� �������� ��� ������� �� a� α �� β �

g1 ∶x ↦ x2 − 4x + 1 g2 ∶x ↦ 2x2 − 3x
g3 ∶x ↦ (x + 1)(x + 2) g4 ∶x ↦ (x + 1)(x − 2) − 3x



� ���� ��������� �� ����

� ������ �� �� ����� ���������� �� ������ ���������� �� ������� �� ���������� ����� ��� ��� ���������� ������
������� �� �� ������ ���������������

����������� � �������� �� ������� �� ���������

������ a �� ������ ������� ���� α �� β ���� ������ ������� �����

�� ��������� �� ��������

g ∶ x↦ a(x −α)2 + β
�� ���� P �� ������ ��������������� �� � ����� ��� ���������� ��������� �

● �� �������� g ����� �� ������ β �� x = α �� ����� ������ ��� ��

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
������� �� � ��� �������,

������� �� � ��� �������
�

● �� �������� P ����� �� ������ �� ����� � �� ����������� (α,β) �� ���� ���⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
������� ���� �� ���� �� � ��� �������,

������� ���� �� ��� �� � ��� �������.
�

● �� �������� P ����� ���� ��� �� �������� �� ������ ��������� ���������� x = α�
����� �� ������� �� ���������� �� g ������� �

x

�� a > 0

�� a < 0

−∞ α +∞
+∞+∞

ββ

+∞+∞

−∞−∞

ββ

−∞−∞

�������� �

���� �� �������� h ∶ x ↦ −2(x − 3)2 + 3
�� ���������� ��� ������� �� α� β �� a� ��� ����� ���������� �� �� ����� ����������

�� ���������� �� ������� �� ���������� �� h� ��� ���������

�� ����������� ��� �� ������� ��� ��������� ����������� �� 1 ��� h�

����� ����� ����������

���������� �� �� ���������� ��� ��������� �� ����� ��� ��������� ������������ �� ��������� � ��� ����������� ��
����� ��������������� �� ������ ��� ��� �������� �� �������

������� ������� ��� ��� �������� �� ������

��� �������� �� ������ ���������� �� ���������� �� ����� ����� ���������� �����������
������� �� ������� ������� ���� ��������� �� ���������
��������� ��� ���� ������ ���������� �� ����� �� �� �������� h ∶ x ↦ (2 − x)(x − 3

2
)�

���� ������ ���������� ���������� �� ����� �� (2 − x) �� �� (x − 3
2
) ���� �������� �� ��� ���� ������ ��� ��

����� ���� ��������



��� ��������� ����������� �

���� ���� x �

(2 − x) ≥ 0⇐⇒ (2 − x) + x ≥ 0 + x
⇐⇒ 2 ≥ x
⇐⇒ x ∈ ] −∞; 2]

����� (2 − x) ��� ������� �� ��� �� �� ��������� �� x ∈ ] −∞; 2]� ���� ��� ������ ���� (2 − x) ���� ���� ��������
�� ����������� (2 − x) ������ �� ����� ���� �� ������ 2�
���� ���� x� ���� ����� ����� �

(x − 3

2
) ≥ 0⇐⇒ (x − 3

2
) + 3

2
≥ 0 + 3

2

⇐⇒ x ≥ 3

2

⇐⇒ x ∈ [3
2
;+∞[

����� (x− 3
2
) ��� ������� �� ��� �� �� ��������� �� x ∈ [3

2
;+∞[� ���� ��� ������ ���� (x− 3

2
) ���� ���� ��������

�� ����������� (x − 3
2
) ������ �� ����� ���� �� ������ 3

2
�

���������� ��� ���� ����������� ������������ �� ����� ��� �������� (2 − x) �� (x − 3
2
)� ���� ������� ��

������� �� ����� �� ������� �� ��������� �� ��� ��� �������
���� �������� ���� �� ������� �� ������ ���� ��� ������� 2 �� 3

2
� ������� ��� 3

2
< 2� ���� �� ������� �● �� �������� ����� ������������ ��� ���������� ������� �� x �● �� ������� ����� ���������� �� ����� �� (2 − x) �● �� ��������� ����� ���������� �� ����� �� (x − 3

2
)● �� �������� ����� ���������� �� ����� �� ������� �� (2 − x) �� (x − 3

2
) �� �� ������� ��� ����������� ��

��������� �� ��� ��� ������
���� �������� ���� �

x

(2 − x)
(x − 3

2
)

(2 − x)(x − 3
2
)

−∞ 3
2 2 +∞

� � 0 �

� 0 � �

� 0 � 0 �

�������� �

����� �� ���� ������ ��� ��� ��������� ���������� �������� �� ������� �� ������ �� �� ��������

t ∶ x↦ −2(x − 1)(3x − 2)
�� ������� ��� ��������� �� ������������ t(x) ≥ 0�

������� ������� ������� �� ����� ���������� ����� �������� ����������

����� ��������� �� �������� �� ������������� ��� ��������� ������������ �� �������� ��� ��������� �� �������
��������� �� ���������� ��� ��� ����������� ��������� �������������

�������� �

�� ���� ��� ��� ��������� ���������� ��� ������ ����������� ��� ��������� �

f1 ∶x↦ x2 − 5 f2 ∶x ↦ x2 − 3 f3 ∶x ↦ x2 − 4x + 2



�� ���� ��������� �� ����

�� �� ��������� �� �������� g ∶ x↦ x2 − 6x + 1�
���������� �� ����� ��������� �� g ����� �� ���������� ��� �������� ������������ �� ������� ��
����� ���������� �� g�

�� ���� ���������� ������� �� �������� �� ������������� ��� ��������� ������������

�������� � ������������� ����� �������� ����������

������ a� b �� c ����� ������� ���� ���� a ≠ 0�
���� ��� �������� f ��� � ���� x ������� f(x) = ax2 + bx + c�
�� ������� Δ = b2 − 4ac ���� �� ��������� ���� ��� �

���� �� �� �� Δ < 0� �� �� ���� ��� ���������� f �

���� �� �� �� Δ ≥ 0� �� ���� ���������� f �� ��������� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
r1 = −b +

√
Δ

2a

r2 = −b −
√
Δ

2a

�� � ������ ���� ���� x �

f(x) = a(x − r1)(x − r2)
�� �� ��� ��� r1 �� r2 ���� ��� ������� �� f �

�� ��������� ������� �� ��� ����������� Δ = 0 ��� ���� �� ���� �� ������ r1 = r2 ��������� �� ������ ������
�� f �

�� �������� ������� �� ���������� ���������

���������� � ����� ����� �������� ����������

�� ������� ���������� ��� ����� ���������� �� ����������

�� ����� �� f ��������� �� ��������� ��� ������� �� Δ �

���� �� �� �� Δ < 0� f �� �������� ��� �� ��� �������� �� ����� �� a �

���� �� �� �� Δ ≥ 0� f(x) ��� �� ����� �� −a ���� x ������� ����� r1 �� r2 �� �� ����� �� a �������� �� f(x)
�������� ���� x = r1 �� x = r2�

�� ��������� ������� �� ��� ����������� Δ = 0 ���� ������ f(x) ��� �� ����� �� a ���� ���� x �� �������� ��

x = a�

�� ��������� �� �������� �� �������� ��������� ���� �������� ��� �������� ��
���� f(x) ≥ 0 �� f(x) = 0�

�������� ��

���� �� �������� ���������� f ∶ x↦ 3x2 + 6x − 9
�� ����������� �� ��������� ��� ������ ���������� �� ����������� �� f �

�� �� ������� �� ������� �� ���������� �� f � �� �� ������� �� ������ �� f �

�� �� ��������� �� ����� ����������� ���������� �� ���� ��������� �� f � ��������

f(x) ≥ 0 f(x) = 15 f(x) = 0
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�������� �� ������� ���� ������� ��� ��� ��������� ���������
������� �������� ����������� ��� ������ �� ������� �� �� ������� �� ����

��� �������

����� ��������� ������� �������������

�� ������� �� ��� ������������ ��� ��� ������ ������������� �� � � ����� ����� �������� �● ���� ��� ���� �� ����� ����� ���� �● ���� ��� ���� ������ �● ���� ��� ���� ����� ���� ������ ��� ���� ����� ������� ������� ���� ��� �� �� ���� ��� �������
��� �������� �� ����� ��� ���� �� ����� ����� ����� ���� ��� ������� �� ��� ����������� ��� ���������
�������� �� ����� ������������ ������ ����� ������ ��� ��� ��� �������������
�������� � ��������� ���� �������� ������������ ������ �� �� ������ ��������� � ��� ������ ������� ��� ��
������
�� ��������� �� ������� ������� ����� ��� ������� ���������� �� ����������� ����� �� ��� ���� �� ����� �����
���� �� �� ��� ���� ���� ������� � ��� ����� ��� ������� �� �������� �� ����������
����� ��� �������� ��� ���� ������� �� ������● ��� ������������ � �� ���� ��� ��������� � ������ ��� ���� ���������� � ������� �● ��� ��������� � �� ���� ��� ��������� ���� ������������� � ���� ����� ������ �� ������� ���� ��������� �● ��� ����������� � �� ���� ��� ������������ ��� ���� ������ ����������� ��� ��������� �● ��� ������ � �� ���� ��� ������������ ������ ���� ������� ��� ����������
��� ������������� �� ������� ���������� ����������� ������� ������ �� �������� ��� �������� ��� ������� ��
������� �� ����� ��� �������� ������ �� �� ������ ��� ������� �� ��� ����������� �� ��� ������������ ����� ��
������ ���������� ���� �� �������� ����� �� ��� ��� ������� �� �������� ������� �� �� ��������� ������������
���� ��� ������ �� �� ����������� ��� ������� ��� �� ����������� ���� �� ������� �� ���� �� �� ���������
�� ���� ������� ���������� ��� ������� ��� ���� �� ���� ������� �������� �� ��� �� �������� ������ ���������
�� ��������������
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�� ������ ���� ����� �� �������������� � ����������� ��� ������� � ∀ � � � ���� ���� � �� ���� ��� ���� � ��
� ���� � � �� ������������� ��� ������� � ∃ � �� � �� ������ ��
�� ������������� ��������� ��������� �� ������� ���������� ���� ��������� �� ������ ���������� �� �����
��������� ��������� � ���� ��� ������ ������������
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���� �� ������ �� ������������� ����������� �������� ���������� ����������� ���� ������� �������� �� ����
������� �� � ���� ��� ������ ���� ������� ��� �� ������������� ����������
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���� ��� ������� ���������� �������� ���������� �������������� ��� ������� �� �� ��� ��������������
�������� ����� ��� �� �������� �� �� �������

�� ���� ���� ������ ���� x� x2 ≥ 0�
�� ���� ���� ������ ������ n� n2 + n ��� �����

�� �� ������ �� ������ x ��� ��� x2 = −1�
�� ���� ���� ���� x� x2 ≥ x�
�� �� ������ �� ��������� ��� ����� ��� �� ����������������

�� �� ������ �� ���� ��� ��� ���� �� �����

�� ���� ������ ��� ������� �� ������ �� ����� ��� ������ ������ ��� ������

�������� �

�� �� ��������� ��� ���� ������� � �� ������ ��� ����� �� ���������� ��� �������� � ���� ��� ������ ��
����� ������ � �� � ���� ��������� ���� ����� �� ����� ������� �� ������ ��� ����� �� ��������� ���
��� ��������� �
������ �� ��� ���� ������� ��� �� ���� ���� �

�� �� ��������� ��� �������� ������ f ��� ������ �������� ������� �
� �� ������ ���� ������� a �� b ���� ��� ���� ���� x� f(x) = ax + b� �
�� ������� ������������ ��� ����� �������� �

�� ��� ������� ���� ����� �������� ��� ������ � ���� ���� x� �� ������ a �� b ���� ��� f(x) = ax+b ��
���� �� ������ ������������� ������� ��� ������ �� ��� �������������� ���
���������� �� �������� ����� �� ������������� ������������ �� ������ �� ���

� ��� ��� � ���� ���� �������� ��� �� ��� ���� ���� ��������� � ������� �� ���������
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�� ����������� �� A �� B� ����� A ∧B ��� �� �������� ��� ����� ���� ��� �� A �� B �� ���� ���� ��� �����
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�� ��������� �� A� ���� ¬A ��� �� �������� ��� ����� ���� ��� �� A ��� �����

�������� �� �� ������� ����������� �� ������������� ��� ��� ������������

���� ����� �� ������ ��� ��� ����������� ��������� �� ������� ���� ����� � �� ����� �� �������
��� �������� ��� ������ � ���� ������� ��� ������������ ��� ������� �������� �� A �� B� �� ����� �� ������
����� �� �������� �� ���������� ������� ����� A �� B� ������ �� ���� ���������� ��� ������ �� ������� ���
���������� ���������� ������� ��������
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��� ��������� ��� ���������� ��������� �

A ∧B = B ∧A (������������� �� ∧)
A ∨B = B ∨A (������������� �� ∨)(A ∧B) ∧C = A ∧ (B ∧C) (������������� �� ∧)(A ∨B) ∨C = A ∨ (B ∨C) (������������� �� ∨)

A ∨ (B ∧C) = (A ∨B) ∧ (A ∨C) (�������������� �� ∨ ��� ∧)
A ∧ (B ∨C) = (A ∧B) ∨ (A ∧C) (�������������� �� ∧ ��� ∨)
¬(A ∧B) = (¬A) ∨ (¬B) (��� �� ������)
¬(A ∨B) = (¬A) ∧ (¬B) (��� �� ������)(¬A) ∧A = F(¬A) ∨A = V
¬(¬A) = A
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�� ��������� ��� ������ �� ������ ������� ��� ��������� �� �������������� ����� ��� ����� ��� ���� �� �������

� �� ������ �� ���� ������� �������� ��� ������������ � ������ �� ������������ �� ��� ��������� ���������
��������� ������ �� ��������� ��� ��� ��������������� �� �� �������� �� �������� �� ������ � ���� ��� �������
������� �



�� ���� �������

������� ������� ���� �� ��� ��������� ����� ������ � ���� ���� � ����� ������ �� ���� � ��� ��������������
���� ��� ������ ��� ���� ���������� ��� �� �� ���������� ��� ���� �� ��� ��������� �� ������ �� ������� �� ����
�� ���� �� ������� �� ����� �� ������ ��� �� ���� ��� ���� ���������� �� ������� ������ �� ��������� �� � ����
��� ������� ������ � ���� � �� ������ �� ������ ��� �� ���� ���� �
�� ����� �� ��������� �� � �� ������ �� ������ ��� ������ ��� ��� ������ � ���� � ���� ��� ������� ������ ���
������� �

�� ��������� ���� ���������� �� ��������� ������� ����� ������������ �� ����
��������� ���� ��� �������������� ���������� �� ������������ �� ���������������

���� ������� ��� ��������� �������������� ��� �������

�������� �

������ ��� ���������� �������� ��� ������� �� ���������� ��

������� ����������� �� �����������

�� � �� �� ������� �� �������� �� ��������� �
� �� ABC ��� �� �������� ��������� �� A ����� AB2 +AC2 = BC2� �
����� ��� �� ���������� �� �������� �� ��������� �
� �� AB2 +AC2 = BC2 ����� ABC ��� �� �������� ��������� �� A� �
�� ������� ����������� �� ������ �
� �� ABC ��� �� �������� ��������� �� � ����� AB2 +AC2 = BC2 � � �� ���� ����� �������� �
� ABC ��� �� �������� ��������� �� A �������� AB2 +AC2 = BC2� �
�� ����� ������������� ���������� ����������� �� �� ���������� ���� �������
����� ������� ���� ����� �� ����� ���������

�������� �

���� ������ �������� ����� �� ������ �������� �
� �� ��� ���� � ���� ����� �� ������� �

�� ���� ��������� ��� ����� ���� ������� ��� ����������� �� ������� �

�� ���� ��������� ��� ����� ���� �� ������ ���� ��� ����������� �� ������� �

�� ������ �� ����������� �����������

��������� � ������������ ��������� ����������� ��������� ��������

������ A �� B ���� ���������� �� ������ ������������� AÔ⇒ B ��� �� ����� �� ������ �

A B AÔ⇒B

V V V

V F F

F V V

F F V

�� ��� ��� B ��� ��� ��������� ���������� � A �� �� ��� ��� A ��� ��� ��������� �������� � B�

�������� �

�� ������� ��� �� ����� �� ������ �� (¬B)Ô⇒ (¬A) ��� ��������� � ����� �� AÔ⇒ B�

�� ������� ��������� ��� �� ����� �� ������ �� (¬A) ∨B ��� ����� ��������� � ����� �� AÔ⇒ B�



��� ������� ��

�� ���������� ���������� � ������ ��� ���������� ������� ���� ��� ���� ��� ���������� �� ���������
�� AÔ⇒ B�

��������� � �����������

�� ������� ��� ����� �����������

�� ��� ��� A �� B ���� ����������� ������� A �������� B �� B �������� A�

���� �� ���� �� ��� ��� A ��� ��� ��������� ���������� �� �������� �� B�

�� ���� A ⇐⇒ B ����� ������������

���� �� ����� ��� ����������� �������� ������� � �� �� ��������� ��� � ���� ��
��� �� �������� �� ���������� �� ������ ����������� �������� �

� �� �������� ABC ��� ��������� �� A �� �� ��������� �� BC2 = AB2 +AC2 �

�������� �

�������� ��� ������ �� ������ �� AÔ⇒ B �� �� BÔ⇒ A�
�� ������� �� ����� �� ������ �� A ⇐⇒ B�

������ A⇐⇒ B ������� AÔ⇒ B �� B Ô⇒ A ���� ������ ��������������

����������� � ���������� �� ������������� �� �� �������������

������ A� B �� C ����� ���������� �����

AÔ⇒ A ������������(AÔ⇒ B) ∧ (B Ô⇒ A) ��� ��������� � A ⇐⇒ B ��������������(AÔ⇒ B) ∧ (B Ô⇒ C) �������� AÔ⇒ C ��������������

A ⇐⇒ B ��� ��������� � B ⇐⇒ A ��������� �� ��������������

�������� �

�������� � ������ ����� ����� �� ������� ��� ((AÔ⇒ B) �� (B Ô⇒ C)) Ô⇒ (A Ô⇒ C) ��� ��������
������

����� ��� ��������� �������������

������� ���� ������� ��� ����������� ���� �� ���� ������

�� ������������� ������� ���� ����� ��� ��� ���������� �� ���� ������� �� ������� �� ���� ������� ����
������� ��� A �������� B� �� ���� �������� ��� A ��� ����� ����� ��� ���������� ����������� ������� � �������
��� B ��� ����� ��������� ������

������� �� ������� � �� ���� ������� ���� ���� ���� ������ x� �� x ∈ [0; 1] ����� x2 ≤ x�
���� ����� �� ��������� x ∈ [0; 1] ����������� ���� �� ��� x − 1 ��� ������� �� ��� ���� x ≤ 1� �� ����� x

��� ������� �� ���� �� �� ������� ��� �� ��� ��� ������� ��� x(x− 1) ≤ 0� �� ��� ������� � ���� x2 −x ≤ 0� ����� �
���� x2 ≤ x�
���� �� ���� �� ������������ ��� ������� ����� � ���� ��� ������� �� ����������� x ∈ [0; 1]� �� ������� � ��
���������� x2 ≤ x�
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���� ������� A �������� B� �� �� ����� ���� ���� �� ����� �� A ��� ������
���� ������� ������� �� ����� �������������� ��� ������� ��� A ���� �������

������ ����� �� ���� ��� �������� �� ������ � �� ��� ������ ������ ����� ��� ������� ��
����� ���� ��� ������ � ���� ���� ���� ���� ����� ����� ���� ���� ���� �� ����� ���� ���
������ �� ������ ��� ������

������� �� ������ ������� ���� ��������� �� ������ �� ����������� �� ����
�� ���� ������� � ∀a, b ∈ R, a × b = 0⇐⇒ a = 0 �� b = 0 � �� ��������� �� ���� ��� ���� ���� ��� ��� �������
�� ��������
���� ����� �� ���� ��� ����������� �� ��� ��� �� ������ �� a� �� a = 0 �� ���������� ��� ����� ��� � ���� a = 0
�� b = 0��
�� a ≠ 0� a ������� �� �������� �� ���� ���� ���������� ��������� ab = 0 ���

1

a
� �� �� �������

1

a
× ab = 1

a
× 0�

����� � ���� b = 0�
����� ����������� �� ��������� �������� �� ���� ������� ��� ���� ���� x�

√
x2 + 1 ≥ x�

������ ��� x2 + 1 > 0 �������� ����������� �� �� ������ ������� �� ��������� ������� ���� ���� ����� �� �����
�� x�
�� x < 0� �� ���� ���

√
x2 + 1 ≥ 0 �� ����

√
x2 + 1 ≥ 0 > x� �� ��� ������ ������������

�� x ≥ 0� �� ���� ������ ����������� �� ����� ��� �� �������� ����� ��� ���������� ��� [0; +∞[� �� ������� �����
x2 + 1 ≥ x2� �� ��� ��� ���� ����������
�� �������� �� �� ������������� ��� ����������� �� ��� �� ������� ��� ����� ������������

����������� � ����������� �� ���

������ A1� A2 �� B ����� ���������� ����� �

(A1 ∨A2)Ô⇒ B ��� ��������� � (A1 Ô⇒ B) ∧ (A2 Ô⇒ B)

�������� �

������� ����� ����������� � ������ ����� ����� �� �������

������� ���� ������� ��� �����������

��� ����������� ��� �� ���� �������� ����� ����������� �� �� �� ����������� �� ����� �������� ���� �������
��� ������������ �� ���� �� ������� ������� ��� ���� ������������ �����������
�� ������ ��������� ��� ���� ������ ��������� ��� ������������ ������������ ����� �� ��� ��������� ���� �� ��
���������� ������������ ������� �� �������� �� ������� ��� ������� x ��� �������� 2x+3 = −x+2� ���� ����
x� �� � ��� ������������ ����������� �

2x + 3 = −x + 2 ⇐⇒ 2x + 3 + x − 3 = −x + 2 + x − 3
⇐⇒ 3x = −1
⇐⇒ 3x

3
= −1

3

⇐⇒ x = −1
3

�� ��� ������� ������� �� ��������� ��� ������������ ������������ �� ���� ���� ����
���� � ������ ����� ��� ������������� ��� ���� �������
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������� ������������ ��� ����������� �� ��� ���������

����������� � ������������ ���������

�� ����������� AÔ⇒ B � �� ���� ����� �� ������ ��� (¬B)Ô⇒ (¬A)� �� ��� ��� (¬B)Ô⇒ (¬A) ��� ��

����������� �� AÔ⇒ B�

�� ��������� ������� �� AÔ⇒ B ��� A ∧ (¬B)�
�������������� ���� ����� ���� ������ ����� ����������� ���� �� �������� ����������

��� ������������� ���������� ��� ������������� �� ����������� ��� ������� ���� ������� ��� ������� AÔ⇒ B

��� ��������� � ������� ¬BÔ⇒ ¬A� ���� �������� ���� ����� ������� ����������� ��� ���� ������ � ��������

�������� ��

�� ��������� ��� ������������ ��������� �

�� ���� ����� ����� �� ���� ��������

�� �� �� ����� �� �� ����� ����� �� ��������

�� ���� ������� ������ ����� ���� ����� ���� �� ������

�� ���� � � ��� ������ � �� ������� �� ��� ���� �� �������� ��� ��� ������ ����� �� ������� ��� ������

�� �� �� ������������ ��� �� ����� ����� ���� ��� ����� ���� �� ���� �������� �� ��� ����� �������
���� ���������� ���� � �����

�� ������ �� ����������� �� ������� �� ��� �������������

�� ������ �� ��������� ������� �� ������� �� ��� �������������

�� ��� ������� ��� �� �������� �� ����� �� ������� �������� �� ������� ������� ����� ��� �������� ���
��������������� ������ ���� ������� ������ ����������� ��� ������ �� ���� �� ������� ��� ��� ��������� ���
�����

������� ���� �������� �� ������������ ��� ����������

�� ��������� ���������� ��� ������� ����� �� �� �������� ������� ��� 0 �� ������� ��� ����������
�� ������� ����� ������ �� ������ m ��� ��� ��������� �� 0� �� �� ������ ��� m × 0 = 1� ���� �� ���� ���
0 ×m = 0� �� ������� � ��������� 1 = 0 ��� ��� �������

����� ������� � �� ��������� �� �������� ABC ���� ��� ����� ��� ���� �������� AB = 3� AC = 4 �� BC = 6�
�� �������� ���������� �� �� �������� ��� ���������� ���� ����� �� �� ������� ���������� ���� �� ���� [BC]
��� ��������� ������������ ��� ����� �� ���� ���� ����� ��� ����������� �� �������� �� ���������� �� �������
����� AB2 +BC2 = AC2� �� ��� ��� ����� �� �������� ����� ���� ��� ����������
�� ��������� ���� ������� ��� ����������� A Ô⇒ B ��� ���������� �� ������� ��� A �� �� ��������� �� B

��� ������������� ����� �� ���� ������ ��� ���� ������� � ��� ��������������
�� ����� �� � �� ���� ���� ��� �������� A Ô⇒ B ��� ��������� � ¬A ∨ B� �� �� ��������� �� ¬A ∨B ����
������� �� ��� �� ������ ¬ ((¬A) ∧B)� ����� � ���� A ∧ ¬B
�� �� ��������� �� ������� ������� ��� ���� ���� � ������ ��������� ������� ������� ��� � ��� ���� ���� �
���� ��� ���� �� ���� ��� �� ���������� � �� ���� ���� �������� ����� ��� ������� ������ ��� ���� �� �� �� ���
����� �� ����������� ��������� ��� ������� ��� ���� �������� ������� �� �����������



�� ���� �������

��� ���������

����� ���������

����� �� ����� x ∈ A� ���� ������� ��� x ���������� � A� x ��� �� ������� �� A ��� �� ���������
��� ������ ��� �������� �� B ⊂ A ��� ���� ���� ��� B ��� ������ ���� A� ���� �� ��� A �� B ���� ���� ���
���� ��� ����������
�� �������� ��� �������� ���� �������� ��� ��� ���������� ��� ������� � {����; π} ������� ���������� ���
�������� ���� �� �� ������ π� �� ��������� �� �������� ���� �������� ���������� ��������� ����� � �������
��� ����������
���������� ��� �� �������� ����� ������� ��������� ���������� ����� �� �� ���� ∅�
����� �� ���� ��������� ��� ��������� �� ���������� ��� �������� ��� �������� ���� ���������
��� �������� ���������� {x2 ���� x ∈ R} ������� ���������� ��� ������ ��� ������� ������

����� ��������� �� �������

��������� � ��������� �� �������

������ A �� B ���� ����������

�� ��� ��� A ��� ������ ���� B �� �� ���� A ⊂ B �������� ���� ���� x ∈ A� x ∈ B�

�� ��� ��� A ��� �������� ���� B ������� A ⊂ B �� B ⊂ A�

�������� ��

������� ��� ����������� ��������� �������������� �� ����������� �

�� {����} �� {����; π}�
�� ∅ �� {����; ∅}�
�� {����} �� {{����} ; �� ����� ������������}�
�� {����} �� {��� ������ �� ����� �������}
�� ���� �� {��� ������ �� ����� �������}

����� ���������� ��� ��� ���������

������� ������ ������������� ��������������� �������� ����

��������� � ������������� ������ �������������� ������������ �������� ����� ������� �� E

����������� ���� ��������� E �� F �

���������� E ∪ F ��� ����� ��� �������� ����������� � E �� � F �
���������� E ∩ F ��� ����� ��� �������� ����������� � E �� F ��������������

�� ��� ��� E ⊂ F ������� ���� ��� �������� �� E ������������� ����� � F � ���� �� ���� F /E �������

���������� ��� �������� �� F ������������� ��� � E� �� ���� ����� ������� ��� �������� Ec �� E� ���������

��� � ��� ����������� ��� ���������� F �

���������� ��� �� �������� ����� ������� ��� ���� ∅�
����� ���������� ��� �������� ���� ��� �������������� �� E ��������� ���������� ��� ������� �� E� �� ��

���� P(E)�



��� ��������� ��

����������� � ���������� �� �����������

�� ��������� ����� ��������� A� B �� C ������������

A ⊂ B �� B ⊂ C Ô⇒ A ⊂ C ��������������

A ⊂ A ������������

A ⊂ B �� B ⊂ A ⇐⇒ A = B ��������������

���� ������� ��� A ⊂ B� �� ����� �� ������� �� A ���������� �� �� ������
����� ���������� �������������� � B�

���� ������� A = B� �� ���� ������� �� ������ ����������

����������� � ���������� ������������ ��� ���������� ��� ��� ���������

�� ������� �� ����� ��� ��������� ��������� ���� ���������� � ���� ��� ���������� �������� ���� ����� �����

��������� A� B �� C ���� �������� Ω �

A ∩B = B ∩A A ∪B = B ∪A(A ∩B) ∩C = A ∩ (B ∩C) (A ∪B) ∪C = A ∪ (B ∪C)
A ∪ (B ∩C) = (A ∪B) ∩ (A ∪C) A ∩ (B ∪C) = (A ∩B) ∪ (A ∩C)(A ∩B)c = Ac ∪Bc (��� �� ������) (A ∪B)c = Ac ∩Bc (��� �� ������)

Ac ∩A = ∅ Ac ∪A = Ω(Ac)c = A

�� x1� x2� ⋯� xn ���� � ��������� ���������� {x1; x2; ⋯; xn} ��� ���������� ��� �������� ���������� ��� �
��������� �� ������������ ��� ���� ��������� {xn; xn−1; ⋯; x1} �� {x1; x2; ⋯; xn} ���� ����������� ����� �
���� ��� ������� ���� ������ �� ����� ��� �������� ������� ����

��������� � ��������� ���������

�� ��� ��� ���� ��������� A �� B ���� ��������� ������� A ∩B = ∅�

��������� � ��������������� ���� ��������

���� E1� E2� ⋯� Ek ��� �������������� ���� �������� E�

�� ��� ��� ��� �������������� ������� �� ��������������� �� E ������� ���� ���� 1 ≤ i < j ≤ k� Ei ∩Ej = ∅
�� E = E1 ∪E2 ∪⋯ ∪Ek�

��� ���������� ��� Ei ������� ��� ��������� �� E ���������� ���� ��������� ���� � ���� �� ������� ���� �����

����� E�

�������� ��

�� ��������� ����� ������� ������� �

�� ���� �������������� A �� B ���� ��� A �� B �� ���� ��� ��������� �

�� ���� �������������� A �� B ���� ��� A �� B ���� ��������� �

�� ����� �������������� A� B �� C ��� ������� ��� ��������� �� �� ������ �

�� ����� �������������� A� B �� C ���� ��� C ⊂ (A ∩B)�



�� ���� �������

�������� ��

���� ������� ��� ��������� �� ������ ��������� ��� ��������� �� ������� ��������� ���� �� ����������
����������

�� ������� ��� (A ⊂ B) ⇐⇒ Bc ⊂ Ac�

�� ������� ��� (A ∩B) ⊂ A� ���� A ⊂ (A ∪B)�
�� ������� �� �� �������� ���������� ��� (A ∪B) = (A ∩B) ⇐⇒ A = B�

�� �������� ��� ��� ��������� �� ��� ���������� ����� ��� ��������� ��������� ����� � ������ ���� �� ���
���� ��������� �� ������� ������� �� ��������� �� ������� ���� ��� ����� �� ������� ��� ���������� ��� �������
��������� ����� �� ������� �� ��� ����������

A �� B ���� �������������� �� Ω∀x∈Ω∶
��������� �������
x ∈ A∩B (x ∈ A)∧(x ∈ B)
x ∈ A∪B (x ∈ A)∨(x ∈ B)
x ∈ Ac ¬(x ∈ A)
A⊂B (x ∈ A)Ô⇒(x ∈ B)

������� ������� ���������

��������� � ������� ��������� �� ���� ���������

�� ������� ��������� �� ���� ��������� E �� F ��� ��������� �� ���������� ��� ������� ������ ��� �� �������

�� E �� �� ������� �� F � �� �� ���� E × F �

����� �� ����� (x; y) ∈ E ×F � ���� ������� ��� x ���������� � E �� y ∈ F � �� ����� ����� �� ������ (x; y)�
���� �� ��� ������� ��� ���������� �� ������������ �� ��� ��� (x; y) = (y; x) ����� �� x = y��

�� ���� ���� ���������� {������ �������; �� ����� ������������} ��(������ �������; �� ����� ������������)�
���� �� ������� ���� ����� ���������� ����� ��� ��� ���� ��������� ���� ������� ���
����� ���� �� ������� �� �� ����� {������ �������; �� ����� ������������}� ���� �������
��������� �� ������� �� ������ (������ �������; �� ����� ������������) ����������� ���
������� �� ������� ��������� ��������� × ������ ������� ��� ���������

�������� ��

�� ��������� ���������� E ��� ������ �� ����� ������ �� ���������� L ��� ������� �� �����������
���������� ��� �������������� �� E ���������� �� ����� ��������� ��� �������������� �� L ����������
�� ���� ��������� ��� �������� �� E ×L� ��� �������� �� E ×E� ��� �������� �� L ×L�
������ �� ������� ��������� �� L5� ������� ���������� �������� L5 �

�� ������� ��������� �� E ��� �������� ��� ���� E2� �� ������� ��������� �� E ��� �������� ������ �� �����
��� ���� En� �� ������� �� ��� �������� ��� ��������� �� n �������� �� E ���� �������������� ���������� ��
���� ������ ��������



�������� �

��������� �� ���� � ������������

� ������� ���� ���� ������� �� ���� ���� ����� ��� ������� �� ��� ����������� �����
����� �� ������� ������ ��� �� �������� �� ��� ������� �� ���� �������� ���� ������ �������
�� ���� �� � ���� ������� ������� ��� ������� ��� ������ � ���� ���� ��� �������� ��������
��� �� ������� ������� ���� ��� �������� ��� ������� ����� ���� ���� ����� � ����� ����
������ ���� ��� ����� ���� �������� ��� ���� ������� ��� ������ ��

������ ������� �� ����� �� ������� �� �����

��� ��������� ����� �� ������

����� ������� ��� �� ��������� �����������

��� ���� �������� ���� ���� ��� � ���������� ����� �� ���������� � ������ ��� ��������� �� ������ �� ��
����������

����������� � �������� �� ������ �� �� �� ��������

�� ����� �� ���� ���� �������

������ A (xa
ya

) �� B (xb
yb

) ���� �������

����� �� ������ �� [AB] � ���� �����������

m[AB] ((xa + xb)/2(ya + yb)/2)
�� ����� �� �� ������ ��� ���������� �� �������� AB ���� �

AB =√(xb − xa)2 + (yb − ya)2

�������� �

�� ������ ���� �� ������ ����������� ��� ����������� �� A (1
3
)� B (5/2

7
) �� C ( −1−5/2)�

������ ��� �� ������ �� �������� ABC �

�� ��������� �������� ������ �� ����� ������ ��� �������� � ������ ��� ������������� �� ������ �������� ��������
�� ��������� �� �� ��������� ��� ��� ��� ����������� �������� ���������� �� �������� ������������ �����
�������� �� ����������������



�� ���� ��������� �� ����

����������� � ��������������� �� ��������

���� ABCD �� �������������

������ ABCD ��� �� ��������������� �� �� ��������� ��
Ð→
AB =Ð→DC�

� �

��

A B

CD

Ð→
AB

Ð→
DC

���� �� ���� �� ��� ���
Ð→
AB ��

Ð→
DC ���� ��� ������������� ���� ���� ��������

�� �������� ��������� �� �������� �� ������� ��� ���� ������� �� ����� �� ������ ��� ���������

����������� � �������

������ A� B �� C ����� ������� �� � � Ð→
AB +Ð→BC =Ð→AC

�������� �

������ A� B �� I ����� �������
������ �� ����� ����� �������� ����� �������� ��� ����������� ��� ���������� ����������� �� ���������
���� ��� I ���� �� ������ �� [AB]�

�� ������� �������� ������ �� �������� ��� ����������� ���� ������������ ���� ��������

����������� � ����������� �� �������

�� ����� �� ���� ���� �������

������ A (xa
ya

) �� B (xb
yb

) ���� ������� �����

Ð→
AB (xb − xa

yb − ya)

�� �������� ��� ����������� �� �� ����� �� �������� �� �� �� �������������� ���� ������� ��� �� �����

����������� � ����� �� ��������� ������� ��� �� ����

�� ����� �� ���� ���� �������

������ u⃗ (x
y
) �� v⃗ (x′

y′) ���� ��������� ���� λ �� ������ ����� ����� �

u⃗ + v⃗ (x + x′
y + y′) λu⃗ (λx

λy
)



��� ��������� ����� �� ������ ��

��� ���������� ��� ���������� ��� ��� �������� ���� ���� ������� ��� ���������� �� ���������� �� �� �� ���������
������ �� ������

����������� � ���������� ��� ���������� ��� ��� ��������

������ u⃗� v⃗ �� w⃗ ����� �������� �� λ �� µ ���� ������

�� ���� 0⃗ �� ������� ��� �� ����������� (0
0
)� ����� �

● ���������� �� �������� ��� ����������� �� ����������� �

u⃗ + v⃗ = v⃗ + u⃗ (u⃗ + v⃗) + w⃗ = u⃗ + (v⃗ + w⃗)
● 0⃗ ��� ��������� ������ �� ���������� �� 1 ��� ��������� ������ �� �� �������������� ��� �� ���� �

u⃗ + 0⃗ = u⃗ 1u⃗ = u⃗
● �� �������������� ��� �� ���� ��� ���������� ������������ �

λ (u⃗ + v⃗) = λu⃗ + λv⃗ (λ + µ)u⃗ = λu⃗ + µu⃗
● �� �������������� ��� �� ���� ��� ����������� �

(λ × µ)u⃗ = λ (µu⃗)
● u⃗ ������� �� ������ ���� −u⃗ ��� ������ �

u⃗ + (−u⃗) = 0⃗ (−1)u⃗ = −u⃗

����� �������� ������� ��� �� ����� ���� ��������

��������� � ����� ���� �������

���� �� ������� u⃗ �� ���� ������ A �� B ���� ��� u⃗ =Ð→AB�

�� ���� ∥u⃗∥ = AB� �� ����������� ����� ��������� �� ������ ��� �� ������������ �������

���� �� ��� �� �� ���� ��� ���� ���� ������ ���������� �� �� u⃗ (x
y
)� �� �

∥u⃗∥ =√
x2 + y2

�������� ���������� �� �� ����� ���� ��������

����������� � ���������� �� �� ����� ���� �������

������ u⃗ �� v⃗ ���� �������� �� λ �� ������� �� ����� ������ ��� ���������� ��������� �

∥u⃗ + v⃗∥ ≤ ∥u⃗∥ + ∥v⃗∥ ���������� �������������∥λu⃗∥ = ∣λ∣∥u⃗∥ ��������������� ��� �� �����∥u⃗∥ = 0 ⇐⇒ u⃗ = 0

����� �� ������������ ������� ������ ������� ����

��������� � �����������

�� ��� ��� ���� �������� u⃗ �� v⃗ ���� ����������� ��������� ������ �� ���� λ ��� ��� u⃗ = λv⃗ �� v⃗ = λu⃗�



�� ���� ��������� �� ����

�� ��������� �� �������� ��� �������� ����������� �� �������� �� ����� ����������� ���� ����������������� �����
����� ����� ��� ������������� �� ���� �������� ������������ �� �������� ������ ��������� �� ���� ����������

����������� � ������� �� �����������

�� ������� ��� (x
y
) �� (x′

y′) ���� ��� ����������� ����������� �� u⃗ �� v⃗�

������ u⃗ �� v⃗ ���� ����������� �� �� ��������� �� xy′ = yx′�
�� ����������� ����� ��� ��� ��������� ��������� �� ���� �������� ��������� �� ���� ����������

����������� � ������� ���������� �� �����������

������ ������ ������ A� B� C �� D� �� ������� ��� A ≠ B �� C ≠D�

����� �� ����� C ���������� � �� ������ (AB) �� �� ��������� ��
Ð→
AB ��

Ð→
AC ���� ������������

�� ����� ��� ������� (AB) �� (CD) ���� ���������� �� �� ��������� ��
Ð→
AB ��

Ð→
CD ���� ������������

�������� �

�� ����� �� ���� ���� �������

���� ��� ��� ��������� ���� �� ��� ������� (AB) �� (CD) ���� ����������� ���� �� ��� �� ����� �� �� ����
���� ���������� ��� ����������� �� ���� �������������

��

A (0
0
) B (2

1
) C ( 0−1) D (−1−3)

��

A (0
0
) B ( 1√

2
) C ( 0−2) D (√2

0
)

��

A (−1/2
1/2 ) B (0

2
) C (−5−4) D (−3

2
)

��

A (3
4
) B (−1

1
) C (1

1
) D (−2−2)

��������� � ������� ������ ������� ����� ����

���� u⃗1 �� u⃗2 ���� ���������

�� ��� ��� ��� ���� �������� ������� ��� ������� ����� �������

∀(λ1; λ2) ∈ R2, λ1u⃗1 + λ2u⃗2 = 0⃗Ô⇒ λ1 = 0 �� λ2 = 0
���� �� ��� ���������� �� ��� ��� ��� ���� �������� ������� ��� ������� �����



��� ��������� ����� �� ������ ��

�������� �

�� ������ �� ��������� �������� �� � u⃗1 �� u⃗2 ������� ��� ������� ����� �

�� �� ������� ��� ���� �������� ���� ���� �� �� ��������� �� ��� ���� ������������

��������� � ���� �� ����

������� ���� �������� e⃗1 �� e⃗2 ������� ��� ������� ������ �� ��� ��� (e⃗1; e⃗2) ��� ��� ���� �� �����

���� �� ���� ���� ���� ������� u⃗� �� ������ �� ������ ������ (x; y) ∈ R2 ��� ���

u⃗ = xe⃗1 + ye⃗2
�� ��� ��� (x; y) ���� ��� ����������� �� u⃗ ���� �� ���� (e⃗1; e⃗2)�

e⃗1

e⃗2

u⃗

�� � u⃗ ( 2−1) ��� u⃗ = 2e⃗1 − e⃗2

�������� �

�� ����� �� ���� ���� ������ ���������� (O; ı⃗; ⃗) �
������ ��� �������� e⃗1 (1

1
) �� e⃗2 ( 1−1)�

�� ������� ��� (e⃗1; e⃗2) ������� ��� �����

�� ���� �� ������� u⃗ �� ����������� (8
4
) ���� (O; ı⃗; ⃗) �

���������� ��� ����������� �� u⃗ ���� (e⃗1; e⃗2)�

����� ���� ������ �� ����������� ��� ������

������� ����������� ������������

��������� � ������ �� ����� ������ ����������

�� ������ �� ���� ��� ����� ��� �� ����� O �� ���� �������� ������ u⃗ �� v⃗� �� �� ������� ��� (O; u⃗; v⃗)�
���� �� ���� ���� ���� ����� M �� ������ �� ������ ������ (x; y) ∈ R2 ��� ���

ÐÐ→
OM = xu⃗ + yv⃗

�� ��� ��� (O; u⃗; v⃗) ��� �� ������ ���������� ������� ∥u⃗∥ = ∥v⃗∥ = 1 �� (u⃗; v⃗) = ±π
2
�

�� ���� ��� �� ������ ���������� ��� ������ ������� (u⃗; v⃗) = +π
2
�



�� ���� ��������� �� ����

������� ������� ��� �� �������������

���� (O; ı⃗; ⃗) �� ������ ����������� �� ������ Γ �� ������ �� ������ O �� �� ����� 1� �� ��� ��� Γ ��� ��
������ ��������������� �� ������ (O; ı⃗; ⃗) �
�� ������ �� ���� ������� �� ����������� ��� �� ������ ����� ����� �� I ���� J ��� �� ���� ����� �������

�

�

�

�

I

J

O

P

Q

P̂OQ ��� �� �������� �� ����� �������

������ P �� Q ���� ������ �� Γ�
�� ������ ��� ������ �� ������� P̂OQ �� ������� ����� ����� �� ����������� �� P ���� Q� ����� � ���� ��
�������� ���� ��� �� Γ ������� P � Q ����� ���� ����� + �� �� ������ ��� �������� ���� �� ���� ������� ��
���� ���� ����� − ���� �� ��� ����������

�� ������ ���������� �� ������� P̂OQ ��� �������� ������ �� ��� ����� ����������� � ������������ ] − π;π]
������ u⃗ �� v⃗ ���� �������� ���� ��� u⃗ ≠ 0 �� v⃗ ≠ 0�
�� ������ ���� ������� ������ M �� N ���� ���

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ÐÐ→
OM = u⃗Ð→
ON = v⃗

M ′ �� N ′ ��������� ��� ������������� ����������� ��� ������������ [OM) �� [ON) ���� �� ������ ����������
�������
�� ������� ����� �� u⃗ �� v⃗ ������� M̂ ′ON ′� �� ���� ��� ����� (u⃗; v⃗)�



��� ��������� ����� �� ������ ��

�

�

I

J

O

u⃗

�

M

v⃗

�

N

����������� � �������� �� �������

������ u⃗, v⃗, w⃗ ����� �������� ���� ��� u⃗ ≠ 0⃗ �� v⃗ ≠ 0⃗ �� w⃗ ≠ 0⃗�
�� � � (u⃗, v⃗) + (v⃗, w⃗) = (u⃗, w⃗)

����������� � ���������� ��� ������

������ u⃗, v⃗ ���� �������� ���� ��� �����

�� � �

(u⃗, u⃗) = 0 (u⃗,−u⃗) = π (u⃗, v⃗) = −(v⃗, u⃗) (u⃗,−v⃗) = (u⃗, v⃗) + π
u⃗ �� v⃗ ���� ����������� ⇐⇒ (u⃗, v⃗) = 0 �� (u⃗, v⃗) = π

��������� � ������� �� �����

���� �� ���� x�

�� ������ �� ������ ����� M ��� �� ������ ��������������� ��� ��� ÎOM � ���� ������ x �� �������

�� ������ ��� ����� cos(x) �� sin(x) ����� ����� ��� ����������� �� �� ����� M �

���� ������������� ��� ����� �� ������� ���� ����� ������ ��� ����� �� ������� ����� ������ �� ��� ������

���� x ∉ R/{π
2
+ kπ ���� k ∈ Z}� �� ������ ��������� tan(x) = sin(x)

cos(x)
�� ������ �������� �� ������� ��������� �� ������ ������� �� ���������



�� ���� ��������� �� ����

x

cos(x)

sin(x)

tan(x)

������� ����������� ��������

���������� ������� ��������� �� ������� �� ��������������

�������� �

�� �� ����� ���� �� ���� ���� ���� ������ ���������� (O; ı⃗; ⃗) �
�� ���� u⃗ (x

y
) �� ������� ��� ����

����������� �� �������� �� x �� y� �������� ������ λ ≥ 0 ��� ��� ∥λu⃗∥ = 1�
�� ���� �� ����� A (2

3
)�

���������� ��� ����������� �� �������� ����� Ã ��� ��� Ã ��� ��� ����������� [OA) �� OÃ = 1�

��������� � ����������� ��������

���� (O; ı⃗; ⃗) �� ������ ���������� ������� ���� M �� ����� �� ���� �������� �� ����������

�� ������ ��� ����������� �������� �� M ��� �������� ������ (ρ; θ) ∈ R+×]−π; π] ��� ��� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
OM = ρ
(ı⃗; ÐÐ→OM) = θ �

��� ����������� �� ���� ��� (0; 0) ���� ��� ����������� �������� �� O�



��� ������� �������� �� ����������� ��

����������� � ���� ����� ����������� �������� �� ������������

�� ������� ��� ����� ����������� ���� �� ���� ��� ����������� ������������ �� M ���� �� ������ (O; ı⃗; ⃗)
���� ������� ���

M (ρ cos(θ)
ρ sin(θ))

��������������� ����������� ��� ����������� (x
y
) �� M ���� �� ������ (O; ı⃗; ⃗) � �� ���� ���������� ���

������� �� ρ �� �� θ �� ���������

ρ =√
x2 + y2

�� �� �������� �� ������ ���������� �� θ� �������� �� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = ρ cos(θ)
y = ρ sin(θ)

�������� �

�� ����� �� ���� ���� ������ ���������� ������ (O; ı⃗; ⃗) �
���������� ��� ����������� �������� ��� ������ ��������� �� ������ �������� �� �������� arctan�

A(0
4
) B (−1

0
) C (5

5
)

D ( 1√
3
) E (√3−3) F (1/2

1/3)
G(−5−4) H ( √

3/5
1/ (10√3)) I (−1/2−1/3)

��� ������� �������� �� �����������

����� ������� ��������

�� �� ������� �� ����������� ���������� ���� ��������� �� ������� ���������

�������� � �� �����

���� ABC �� ��������� ����� �

BC2 = AB2 +AC2 − 2AB ×AC × cos (B̂AC)

�� �������� ��������� ����� �������� �� ��������� ���������� ��� �� ������
��������� ��������� ���� ���� �� �������� ��� ���� ������� �� �� �������� ������

���� �� ��������� �� �� ��������� cos (B̂AC) = 0� ����� � ���� ������� �� �������� ���
��������� �� A�



�� ���� ��������� �� ����

��������� � ������� ��������

�� ����� �� ���� ���� ������ �����������

�� ������� ������� �������� �� ���� �������� u⃗ �� v⃗ �� ������

u⃗ ⋅ v⃗ = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 �� u⃗ = 0⃗ �� v⃗ = 0⃗∥u⃗∥ ∥v⃗∥ cos (u⃗; v⃗) �����

����������� � ��������� ���������� �� ������� ��������

�� ������� ��� ����� ����������� ������ ���� ���� λ ≥ 0
u⃗ ⋅ u⃗ = ∥u⃗∥2 u⃗ ⋅ v⃗ = v⃗ ⋅ u⃗ u⃗ ⋅ (−v⃗) = − (u⃗ ⋅ v⃗)

�������������� �� ������ ��� ���������� � ������ �� �� ��������� �� ������� �������� �� �� ������ ���������
����� ��� ��� ������� �� ����� ���� u⃗ �� v⃗ ���� ��� ����� �� � �

(v⃗; u⃗) = − (u⃗; v⃗) (u⃗; −v⃗) = π + (u⃗; v⃗)

����� � ����������� �� ������� �������� � ������ �� �� �����

����� ���������� �

u⃗ ⋅ v⃗ = 1

2
(∥u⃗ + v⃗∥2 − ∥u⃗∥2 − ∥v⃗∥2)

�������������� �� ������ �� �������� � ������ �� �������� ���� ������
������ ����� ����� ������ A� B �� C ���� ���

Ð→
CA = u⃗� Ð→AB = v⃗� �� ����� u⃗ + v⃗ =Ð→CA +Ð→AB =Ð→BC�

�� �������� ���� ����� ����� ���� �

BC2 = AB2 +AC2 − 2AB ×AC × cos (B̂AC) ⇐⇒ ∥Ð→BC∥2 = ∥Ð→AB∥2 + ∥Ð→CA∥2 − 2Ð→AB ⋅Ð→AC
⇐⇒ ∥u⃗ + v⃗∥2 = ∥u⃗∥2 + ∥v⃗∥2 − 2 (−u⃗) ⋅ v⃗
⇐⇒ ∥u⃗ + v⃗∥2 = ∥u⃗∥2 + ∥v⃗∥2 + 2u⃗ ⋅ v⃗
⇐⇒ ∥u⃗ + v⃗∥2 − ∥u⃗∥2 − ∥v⃗∥2 = 2u⃗ ⋅ v⃗

�� ������� ���� ��������� �� ������

�� ����� ������� ��� ����������� �����������

����������� � ������� �������� ������� �� �������� ��� �����������

�� �� ����� ���� �� ������ �����������

�� ������� u⃗ (x
y
) �� v⃗ (x′

y′)� ����� �

u⃗ ⋅ v⃗ = xx′ + yy′

�� �� ������� �� �������� �� ���������



��� ������� �������� �� ����������� ��

�������� �

�� �� ����� ���� ��� ���������� �� �� ����������� �����������

�� �������� ∥u⃗ + v⃗∥2� �� �������� �� x� x′� y �� y′�
�� �� ������� ������������ �� ∥u⃗ + v⃗∥2 − ∥u⃗∥2 − ∥v⃗∥2� �� �������� �� x� x′� y �� y′�
�� ����������� �� ���������� �� ������ ��������� ������������ �� u⃗ ⋅ v⃗� �� �������� �� x� x′� y �� y′�

����������� � ���������� �� ������� ��������

�� ����� ��� ����� ��������� �� ����������� ������ u⃗� v⃗ �� w⃗ ����� �������� �� λ �� �����

�� ������� �������� ������ �

u⃗ ⋅ v⃗ = v⃗ ⋅ u⃗ ���������������
u⃗ ⋅ (v⃗ + w⃗) = u⃗ ⋅ v⃗ + u⃗ ⋅ w⃗ ����������������(λu⃗) ⋅ v⃗ = λ (u⃗ ⋅ v⃗) ���������������

u⃗ ⋅ u⃗ = ∥u⃗∥2 ����� ���� �� ������

�� �������� ���� ������� ��� �� ������� �������� ������ ������������ ��� ����
���������� ��� �� ������� �� ���� �������� �� ������ ���� �������� ��� ���������

������������� ���������� �� ���������� ��� ������������

�������� �

������ u⃗ �� v⃗ ���� ��������� �� ���������� �� ���� ����� ����� �� ������� ��������� ������� ��� �

∥u⃗ + v⃗∥2 − ∥u⃗ − v⃗∥2 = 4u⃗ ⋅ v⃗

��������� � �������������

�� ��� ��� ���� �������� u⃗ �� v⃗ ���� ����������� ������� u⃗ ⋅ v⃗ = 0�
�������� ���� �� ��� �� (x

y
) �� (x′

y′) ���� ��� ����������� ����������� �� u⃗ �� v⃗ ���� �� ������ �����������

��� �������� u⃗ �� v⃗ ���� ����������� �� �� ��������� �� xx′ + yy′ = 0�

�������� �

���� A (0
2
)� B (−1

3
) �� C (4

5
)�

�� �������� ABC ������ ��������� �� A �

�������� ��

��������� �� �������� ���� ������

�������� ��

������ A �� B ���� ������ ���������� �� ���� I �� ������ �� [AB]
���� M ������� �� ��������� ������

������� �������������
ÐÐ→
AM ⋅ÐÐ→BM = 0 ⇐⇒ IM2 = AI2



�� ���� ��������� �� ����

�������� ��

ABCD ��� �� ����������������

������� ���
Ð→
AB ⋅Ð→BC +Ð→BA ⋅Ð→AD = 0�

�� ��������� �� �������� ����� �� �������� ���� ������ �� ������� ��� AC2 +BD2 = 2(AB2 +AD2)�
�������� ��

���� A� B� P �� Q ������ ������ ���� ��� A ≠ B�

�� ��������� ��� ������ P ′ �� Q′ �� �� ������ (AB) ���� ��� ÐÐ→PP ′ �� ÐÐ→QQ′ ���� ����������� �
Ð→
AB�

������� ���
Ð→
AB ⋅Ð→PQ =Ð→AB ⋅ÐÐ→P ′Q′�

����� �����������

���� ����� �� ������������ �� ������� ���������� �� ���������� �� ���� �������� ������� ��� ������� ������
�� ������ �� � ������� �� ����� � ���� ������ �� ������� ���� ������� ��� ���������� �� �����������������
�� ������ �� ����������� ������� �� ������� �� ��� ����� �������� ������������ ����������

��������� � ����������� �� ���� �������� �� ����

������ u⃗ �� v⃗ ���� �������� �� ���� ��������

�� ������ �� ����������� �� u⃗ �� v⃗� ���� [u⃗; v⃗] ��� �● [u⃗; v⃗] = 0 ������� u⃗ = 0 �� v⃗ = 0 �● [u⃗; v⃗] = ∥u⃗∥ × ∥v⃗∥ × sin (u⃗; v⃗) ���� ��� ������ ����

����������� � �� ����������� ��� ��������������

����� ���������� � [u⃗; v⃗] = − [v⃗; u⃗]

���� �� ������ ������������ � ������ �� �� ����������

����������� � ����������� �� �������

����� ���������� � [u⃗; v⃗] = 0 ⇐⇒ {u⃗; v⃗} ��� ��� ������� ����

�� ����� �� � �������������

(u⃗; v⃗) ��� ��� ���� ����������� �������Ô⇒ [u⃗; v⃗] = 1

�������� ��

������� ��� �� ������ ������� ��� �� ���������� �� �� ����������� ��� ������� ����� ��� ������



��� ������� �������� �� ����������� ��

����������� � �������������� �� ����������� ����� ��� ����

������ u⃗ �� v⃗ ���� �������� ���� ��� ���� ��� ����� ���� OUO′V �� ��������������� ��� ���● � ��� �� ����� ����������

● � ��� ��� ���
Ð→
OU = u⃗

● � ��� ��� ���
Ð→
OV = v⃗

����� [u⃗; v⃗] ���������� � ������ �� ��������������� OUO′V ������ ���� ����� � �� �� ������ ����������

�� (u⃗; v⃗) ��� ���� [0; π] �� ���� ����� � ���� ��� ������ ����

�� ��� ����� ��� OUO′V ��� �� ��������������� �������� ��� ��� �������� u⃗ �� v⃗�

O u⃗ U

v⃗

V O′

������ �� OUO′V ���� ∣[u⃗, v⃗]∣

����������� � ���� ����� ����������� �� ������� ��������

������ u⃗ �� v⃗ ���� ��� u⃗ ≠ 0� ���� u⃗′ �� ������� �� ���� ����� ��� u⃗ ��� ��� (u⃗; u⃗′) = π

2
�

����� [u⃗; v⃗] = v⃗ ⋅ u⃗′�
�������������� ���� �� ��� �� v⃗ ��� ���� ����� ������� ��� ������
���� �� ��� ���������� �� ������ ���������� ��� (v⃗; u⃗′) = − (u⃗; v) + π

2
�� �� � ����� cos (v⃗; u⃗′) = sin (u⃗; v⃗)�

�� ������� ���� v⃗ ⋅ u⃗′ = ∥v∥ × ∥u′∥ × cos (v⃗; u⃗′) = ∥u∥ × ∥v∥ × sin (u⃗; v⃗) = [u⃗; v⃗]�
����� ��� ������������ �� ����� ������� ��� ��� �� ����������� ��� �������� ��� ������� � �� ������� ���������
�� ��������� ��� ������� � �� �������� �������� �� ������ �� ��������� ��������������� �� ��� ����� ��� ��
����������� ��� �����������

����������� � �� ����������� ��� ����������

������ u⃗� v⃗ �� w⃗ ����� ��������� ���� λ �� �����

[u⃗ + λw⃗; v⃗] = [u⃗; v⃗] + λ [w⃗; v⃗][u⃗; v⃗ + λw⃗] = [u⃗; v⃗] + λ [u⃗; w⃗]

�������� ��

���� (⃗ı; ⃗) ��� ���� ����������� ��������

�� �� ��������� �� ��������� �� ������������ ��������

[⃗ı; ⃗] [⃗ı; ı⃗] [⃗; ⃗] [⃗; ı⃗]



�� ���� ��������� �� ����

�� ������ u⃗ (x
y
) �� v⃗ (x′

y′) ���� ���������

�� ���������� �� �������� ���������� �� �� ����������� �� ������������ ��������� �� �������� �� x�
y� x′� y′ �� ������ �� [u⃗; v⃗]

��� �������� ���� ������ ��������� �� ������� ���������

����������� � ������ �� ����������� � ������ ��� �����������

�� ������� ��� u⃗ �� v⃗ ��� ���� ����������� ����������� (x
y
) �� (x′

y′) ���� ��� ���� ����������� ��������

����� [u⃗; v⃗] = xy′ − yx′
�� ����� �� ����

∣ x x′
y y′ ∣ = xy′ − yx′

����������� � ������� �� ���������� �� ���� ���� �� �����������

�� ��������� ���� �������� u⃗ �� v⃗ �� ����������� ����������� (x
y
) �� (x′

y′) ���� ��� ���� (e⃗1; e⃗2)�
�����

[u⃗; v⃗] = ∣ x x′
y y′ ∣ × [e⃗1; e⃗2]

�������� ��

������� ����� ������� �� ��������� ��� ��������
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
u⃗ = xe⃗1 + ye⃗2
v⃗ = x′e⃗1 + y′e⃗2 � ��������������� �� �� ����������� ��

������������

�������� ��

�� �� ����� �������� ���� �� ������ �����������

������ ��� ������ A (1
1
)� B (−1

2
) �� C (2

5
)�

���������� ������ �� �������� ABC�



��� ������� �� ������� ��

��� ������� �� �������

����� ���� ��������� �� �������

������� � ������ �� �� �����������

u⃗

�A

(D)

��������� � ������ ������ ��� �� ����� �� �� ������� ���������

���� �� ������� u⃗ ��� ��� �� �� ����� A�

������ ���������� ��� ������ M ���� ��� u⃗ ��
ÐÐ→
AM ���� ����������� ������� ��� �������

�� ���� ��� u⃗ ��� �� ������� ��������� �� ����� �������

������� �� ����� ���������� �� ��� �������� �� ���������� �� ���� �������� ���������� �� �� ������ ������� ���
A �� �� ������� ��������� u⃗�

����������� � �������� ������������ �� ������ ������ ��� �� ������� ���������

�� ����� ��� ��������� �� ����������� �� ���� (xu
yu

) ��� ����������� �� u⃗ �� (xa
ya

) ��� ����������� �� A�

���� M (x
y
) �� ������

������ M ���������� � �� ������ ������� ��� A �� �� ������� ��������� d⃗ �� �� ��������� �� �� ������ �� ����

λ ��� ���
ÐÐ→
AM = λu⃗� ���� �� ������� �� ����������� ��� �

{ x − xa = λxu
y − ya = λyu

⇐⇒ { x = xa + λxu
y = ya + λyu

�� ��� ��� �� ������� ��������� ��� ��� �������� ������������ �� �� ������ (D)� �� ��������� ����� ��� λ�

����������� � �������� ����������� �� ������ ������ ��� �� ������� ���������

�� ����� ��� ����� ���������� �� ����������

M ���������� � �� ������ ������� ��� A �� �� ������� ��������� d⃗ �� �� ��������� ��

xu(y − ya) = yu(x − xa)
����� ��������� ���� �� �������� �� ������� ����������� yux − xuy = yuxa − xuya�
�� ��� ��� ���������� ���������� ��� ��� �������� ����������� �� �� ������ (D)�



�� ���� ��������� �� ����

�� �������� ��� ��� ��������� �� ������ ���� ��� ���������� ����������� ��
��������� �������������� � �� ������� ��� �������� ����������� �� ������

D ∶ x − y = 5� �� ����� M (1
1
) ������������ ��� � D ��� 1 − 1 ≠ 5 ���� �� �����

N (6
1
) ���������� � D ��� 6 − 1 = 5�

��������������� � ��������� ��� ����������

�������� ��

�� ����� �� ���� ���� ������ (O; ı⃗; ⃗) �
���� (D) �� ������ ������ ��� �

M (x
y
) ∈ (D)⇐⇒ ∃t ∈ R/ { x = 3 + 3t

y = −1 + 2t
�� ������� ��� ����� ����������� ���� �� �������� �

M ∈ (D) ⇐⇒ ∃t ∈ R/ÐÐ→AM = tu⃗
�� ��������� ��� ����������� �� A �� u⃗�

�� ������ �� ������ (D) ��� ����� ��������

�� ���������� ��������� ��� �������� ����������� �� (D)�
�������� ��

�� ����� �� ���� ���� ������ (O; ı⃗; ⃗) �
���� (D) �� ������ ������ ��� �

M (x
y
) ∈ (D)⇐⇒ 2x + 3y = 4

�� ���������� �� ������� ��������� �� (D) ����� ����� ����� �� (D)�
�� ������ �� ������ (D) ��� ����� ��������

�� ���������� ��������� ��� �������� ������������ �� (D)�
�������� ��

�� ������� ��� �� ���� ��� ���� ���� ������ �����������

�� ���� A ( 1−3) �� d⃗ (4
5
)�

���������� ��� �������� ������������ �� ��� �������� ����������� �� �� ������ D ������� ��� A
�� �� ������� ��������� D�

�� �� ��������� ���������� �� ������D′ ���������� y = −x+1� ���������� ��� �������� ������������
�� ����� �������

�� �������� ��� ����������� �� �������������� �� D �� D′�

��������������� �� ���� ��� ������� ����� �������� ����������� �� ������������ ���������� ��� �����������
���� ������� ��������� �� ���� ������

����������� � ������� ��������� �� � ������ ����� �������� �����������

������ a� b �� c ����� �������� �� ������� ��� a �� b �� ���� ��� ���� ��� ���� �����

����� �� ������ ���������� ax + by = c � ���� ������� ��������� d⃗ (−b
a
)�



��� ������� �� ������� ��

�������� ��

���� ��� ������ ���� �� ��������� ��������� m ∈ R�

����������� �� �������� �� m� ��� ����������� ���� ������� ��������� �� �� �������

���� ��� ������ ������� �� ������ ��� ������� ����������� ������������� �� ����
��������� ��� �� ������ ��� ������� �� ����� ���� �� ����� �� �� ������� ����������

������� � ������ �� ���������������

n⃗

�A

(D)

��������� � ������ ������ ��� �� ����� �� �� ������� ������

���� �� ������� n⃗ ��� ��� �� �� ����� A�

������ ���������� ��� ������ M ���� ��� n⃗ ��
ÐÐ→
AM ���� ����������� ������� ��� �������

�� ���� ��� n⃗ ��� �� ������� ������ �� ����� �������

����������� ��� ����������� �� A �� �� ������� ������ n⃗ ���� �� ������ ����������� �� ��� ���� ������ ��
���������� ��� �������� ����������� ����� ����� ������ (D) �� ��������� �� ������� ��������������� ��� ���

�������� n⃗ ��
ÐÐ→
AM �

����������� � �������� ����������� �� ������ ������ ��� �� ������� ������

�� ������� ��� ��������� �� ����������� �� ����� �� ���� ���� ������ �����������

�� ������� ��� (xa
ya

) �� (xn
yn

) ���� ��� ����������� ����������� �� A �� n⃗� ���� �� ����� M (x
y
)�

����� M ���������� � �� ������ ������� ��� A �� �� ������� ������ n⃗ �� �� ��������� ��

xn(x − xa) + yn(y − ya) = 0
�� ��� ���� ���� �������������� �������� xnx + yny = xnxa + ynya�

��� ��� ���� �������� �� ������� �� ������� �������� � ������ ��� ������������
�� ��� ���������� ���������� ������ ���� �� ������ ����������� ������ ��� �����

����� ������������ �� ������� ������� ��� �� ������� ������ �� ������ ������������ ���
���� �� ������ �����������

�� �� ���� ������� ��� ���� �� ������� ���������� �� ���� ������� ����� �������� ����������� ��� �����������
���� ������� �������



�� ���� ��������� �� ����

����������� � ������� ������ �� � ������ ����� �������� �����������

������ a� b �� c ����� �������� �� ������� ��� a �� b �� ���� ��� ���� ��� ���� �����

����� �� ������ ���������� ax + by = c � ���� ������� ������ n⃗ (a
b
)�

�������������� � �������� ��� ��������� ���������

�������� ��

������ �� ������ (D) ������ ��� ���������� ����������� 2x+3y = 5 �� �� ������ (D′) ������ ��� ����������
������� y = 3

2
x�

�� ���������� �� ������� ������ �� (D) �� �� ������� ������ �� (D′)�
�� �� ������� ��� (D) �� (D′) ���� �����������������
�������� ��

�� ����� �� ���� ���� ������ �����������

������ ��� ������ A (1
1
)� B (0

3
) �� C (−2−2)�

�� ����� �� �������

�� ���������� ��� �������� ����������� �� �� ������� ����� �� A�

�� ���������� ��� �������� ����������� �� �� ���������� �� [BC]�
�� ���������� ��� �������� ������������ �� �� ������� ����� �� A�

���� ����� �� ������� �� ����� �������� ���� ������������ ��� ��������� ��������� �� ��������

����������� � ��������� ��������� �� �������

���� ������� ���� ���������� ������� ����� ��� ������������ ������������ ��������� ��� ������� �● ����� �������� ���������� ���� ����������� �● ����� �������� ������� ���� ����������� �● �� ������� ������ �� ����� ��� ���������� �� ������� ��������� �� ��������
���� ������� ���� ���������������� ������� ����� ��� ������������ ������������ ��������� ��� ������� �● ����� �������� ���������� ���� ����������� �● ����� �������� ������� ���� ����������� �● �� ������� ������ �� ����� ��� ���������� �� ������� ��������� �� ��������

�� ����������� ��� ���� ���� ����� �� ����� ������ ���� � ��������� � �� ������� ���������� � �� �������
������

����������� � ������� ���������� � ������ ��� �����������

���� u⃗ ≠ 0⃗ �� ����������� (a
b
) ���� �� ������ ���������� �������

����� v⃗ (−b
a
) ��� �������� ������� ��� ��� ∥u∥ = ∥v∥ �� (u⃗; v⃗)

�������� ��

�� ��������� ∥v∥� u⃗ ⋅ v⃗� det (u⃗; v⃗)� ������� �� ����������� �����������



��� ������� �� ������� ��

����� ���������� �� ������

������ ��� �������� ��� ������� ����������� �� ����� ��� ����������� �� ������� �� �� ������� ��� ������� �
������� �� ���������� ���� ���������

�������� ��

�� ��������� �� ������ (O; ı⃗; ⃗) �����������
������ ��� �������� u⃗ (3

1
) �� v⃗ ( 1−1)�

���� �� ����� A (5
2
)�

�� ������� ��� (u⃗; v⃗) ����� ��� �����

���� �� ����� M ���� ��� ����������� ���� (x
y
) ���� �� ������ (O; ı⃗; ⃗) �� (x′

y′) ���� �� ������

(A; u⃗; v⃗)�
���������� �� ���������� ��� �� ���������� ���������� �� ������ ��� ����������� (x

y
) ��� ��������

���� (x′
y′) �� ���������������

�� ��� ���������� ��� ����������� �� �������
ÐÐ→
AM ���� �� ���� (ı; ⃗) �� �������� �� x �� y�

��� ���������� ��� ����������� ��� �������� ı⃗ �� ⃗ ���� �� ���� (u⃗; v⃗)�
��� �� ������� �� �������� ������� x′ �� y′ �� �������� �� x �� y�

�� ��� ���������� ��� ����������� �� �������
ÐÐ→
OM �� �������� �� x′ �� y′ ���� �� ���� (u⃗; v⃗)�

��� �� ������� �� �������� ������� x �� y �� �������� �� x′ �� y′�

�� ������ �������� ���� ��������� � ����� ������������� �� ���������� �� �����

�������� ��

�� ��������� �� ������ (O; ı⃗; ⃗) �����������
������ ��� �������� u⃗ (−1

1
) �� v⃗ (2

2
)�

���� �� ����� A (−2
1
)�

�� ������� ��� (u⃗; v⃗) ����� ��� �����

���� �� ����� M ���� ��� ����������� ���� (x
y
) ���� �� ������ (O; ı⃗; ⃗) �� (x′

y′) ���� �� ������

(A; u⃗; v⃗)�
�� ���������� �� �������� ���������� ��������� x �� y ����������� x′ �� y′�
�� �� ����� ���������� �� �������� ���������� ��������� x′ �� y′ ����������� x �� y�

����� ���� ��������� �� ������

���� ����� �� ����� �� ����� �� ���� ���� ������ ���������� (O; ı⃗; ⃗) �
�� �������� ����� �� ��������� �� ������ ������� �� ��������



�� ���� ��������� �� ����

��������� � ������

���� C �� ����� �� r > 0 �� �������

�� ������ Ω �� ������ C �� �� ����� r ��� ���������� ��� ������ M ������ � ��� �������� r �� C�

��� ��������� �

M ∈ Ω ⇐⇒ CM = r

������� �������� �����������

����������� � �������� ����������� �� ������

���� C (xc
yc

) �� ����� �� r > 0 �� �������

����� �� ����� M (x
y
) ���������� �� ������ �� ������ C �� �� ����� r �� �� ��������� ��

(x − xc)2 + (y − yc)2 = r2

�� ���������� ��� ������ ����� � ���� ����� �������� �� ������ ������ ��� ��� ����� �������� ����������� �����
�� �������

�������������� ����� �� ���������� �� �� ��������� �� ������ �� ��������� �� ������� �� �� ���������

�������� ��

�� ����� �� ���� ���� ������ ���������� (O; ı⃗; ⃗) �
���� ���������� �����������

x2 + y2 + x − 4y + 1

4
= 0

������� ����� ������ �� ���������� ���� ������ ���� �� ����������� ��� ����������� �� ������ �� �� ������

���� �� ����� A (−1/2
2

)�
������ ������ ���������� �� �� ������ ���� �� ������ (A; ı⃗; ⃗) �

�������� ��

�� ����� �� ���� ���� ������ ���������� (O; ı⃗; ⃗) �
�� ��������� ���������� ��� ������ M ���� ��� ����������� (x

y
) �������� ���������� �����������

2x2 + 2y2 − 6x + 10y + 25

2
= 0

�� ���� u⃗ = 3ı⃗
2
� v⃗ = 3⃗

2
�� A( 3/2−5/2)�

���������� ���������� ������� ��� ��� ����� ������ ���� �� ������ (A; u⃗; v⃗)
����������� ���� ���� ��������� ��� ������ M �



��� ������� �� ������� ��

������� �������� ������������

����������� � �������� ������������ �� ������

����� ���������� ��� �������������

�� ����� M ���������� �� ������ �� ������ C �� �� ����� r �� �� ��������� �� �� ������ �� ����� θ ��� ���

ÐÐ→
CM = (r cos(θ)

r sin(θ))
�� ��� ������� �� ������� ����������� �

M (xc + r cos(θ)
yc + r sin(θ))

�� ��� ���

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = xc + r cos(θ)
y = yc + r sin(θ) , t ∈] − π; π] ��� ��� �������� ������������ �� �������

�� ���������� ��� ������ ����� � ���� ����� �������� �� ������ ������ ��� ��� ����� �������� ������������
����� �� �������

�������� ��

�� ����� �� ���� ���� ������ �����������

�� ��������� ���������� ��� ������ M (x
y
) ���� ��� ����������� ��������

x2 − 6x + y2 − 4y = 0
������� ��� ��� �������� ����� �� ������ ���� �� ��������� �� ������� �� ������ ����� ������ ��������
�������������





�������� �

������������ �� ������������

� �� �� ������� ������� ����� ��� ��� ���� ����� �������� ������ �� ������ � ��
����� ��� ����������� �� ����� ��� �� ��� ��������� � ������ ����� ��� ���� �� ������
�� ������� �� ������� �� ������ ��� ���� ����� ��� � ������ ����� ����� ����� �� ��������
����� �������� ����� �������� ������ ����������� ����� ������ �� ������ ������� ������
������������ ������ ���������� ������ ������� ������ �������������� ��� ��� ��������
��������� ������� ��� ���������

������� ����� ������������ �� ��� ���� ��������

��� ������������ ����� ���� ���������

����� �����������

��������� � ������������ ������ ����������

������ E �� F ���� ����������

������ ��� ����������� f �� E ���� F � ����� �������� � ������ ������� x �� E �� ������ ������� f(x) ��
F �

�� ���� f ∶ E → F � �� ��� ��� E ��� ���������� �� ������ �� f � F ���������� ��������� �� f � f(x) ���������
������� �� x�

����� ���� ���� ������� y �� F � �� ���������� �� y ���� ��������� ������� �� ������� x �� E ��� ��� f(x) = y�

��������� � ����������� ���������� ����������� ���������

�� ��� ��� f ��� ��������� ������� ���� �������� ��������� �� E ��������� �������������� ���� ������

����������� �� ��� ������� � ∀(a; b) ∈ E2, a ≠ bÔ⇒ f(a) ≠ f(b)
�� ��� ��� f ��� ���������� ������� ���� ������� �� F ������� �� ����� �� ����������� �� ��� ������� �

∀y ∈ F, ∃x ∈ E/ f(x) = y
��� ����������� � �� ���� ���������� �� ��������� ���� �������� �� ����������



�� ���� ������������

�������� �

�� �� ��������� �������������

������ ∶ {������} → {����� ������� ������� �� �����}
����� ↦ ������ �� �� �����

�� ���������� ������� ��� �����������

�� ���������� �� �� ��������� ����������� �� �������� ����������

�� ������� ��� ����� ����������� ����� ��� �����������
�� ���� ��� ��� ��������� ���� �� ��� ������������ ���� ����������� ����������� �� �����������

��

� ∶ {������} → {������� �������}
����� ↦ ����� �� ���������

��
sin ∶ R → R

x ↦ sin(x)
��

sin ∶ R → [−1; 1]
x ↦ sin(x)

��
k1 ∶ R → R

x ↦ x2

��

k2 ∶ R → [0; +∞[
x ↦ x2

��

l ∶ [0; +∞[ → [0; +∞[
x ↦ ∣x∣

��

m ∶ R/{0} → R

x ↦ 1

x

����������� � ����������� � ��������� ��� �����������

���� E �� F ���� ��������� �� f ∶ E → F ��� ������������

f ��� ��������� �� �� ��������� ��

∀(a; b) ∈ E2, f(a) = f(b) ⇐⇒ a = b

����� ����������� ��� ����� ���� �������� ��� ��������� ��� ������������� ���
�������� �� ������ ������� ���� ���� x� ex = 1 ⇐⇒ x = 0 ��� ������������� ���

���������� ���� �� �� ���� ��� ������ x2 = 4 ⇐⇒ x = 2 ��� �� �������� ������ ����� ���
����������

����������� � ����������� ���������

��� ����������� f ∶ E → F ��� ��������� �� �� ��������� �� ������ ������� �� F ������� �� ������ ����������

��� f � �� ��� ������� � ∀y ∈ F, ∃!x ∈ E/ f(x) = y

�������� �

� ������ �� �������� �������� �
�� ��� ����������� ��������� ���� ��� ���������� �

�� ��� ����������� ���������� ���� ��� ��������� �

�� ��� ����������� �� ���������� �� ���������� �

�� ��� ����������� ����������



��� ������������ ����� ���� ��������� ��

����� ������ �� ������ �����������

��������� � ������ ����� ���������� ���� ��������� ����������� ����� �����������

���� ��� ����������� g ∶ E → F � ���� A ⊂ E �� ������������� �� E �� B ⊂ F �� ������������� �� F �

���������� ����� g(A) �� A ��� ����� ��� ������ ��� �������� �� A� �� ��� ���� ���� ������

g(A) = {g(x), x ∈ A}�
������� ���������� �� B ����� g−1 < B > ��� ������ �� ���������� ��� ����������� ��� �������� �� B�

g−1 < B >= {x ∈ E/ g(x) ∈ B}�
����� �� ����������� �� g � A ����� g∣A ��� ������������� g∣A ∶ A→ F ��� � ���� x �� A ������� g(x)�

�������� �

�� ��������� �� �������� f ∶ x ↦ x2 − 4x + 1�
�� ������� �� ������� �� ���������� �� f �

�� ���������� ��� ��������� �������� �

f ([1; 3]) f (R) f−1 ⟨] −∞; 1]⟩ f−1 ⟨[0; +∞[⟩

�������� �

����� ���������� ������� ��� g ��� ���������� �� �� ��������� �� g(E) = F �
�� ������� ��� g ��� ��������� �� �� ��������� �� ������������� g̃ ∶ E → g(E) ���� � ���� x �� E �������
g(x)� ��� ����������

�������� �

����� ����������� A �� B ��������� ����� ���� ��� �������������� �� E�
������� ��� g(A ∪B) = (g(A) ∪ g(B))�
������� ��� g(A ∩B) ⊂ (g(A) ∩ g(B))� ������� ��� ���� � �� ������� ��� ���������� �� ������ ����
���� ���������� �� �������� ������ A = [−2; 0] �� B = [0; 2]�

����� �������� �� ���������� ����� �����������

��������� � ����������� ��������

������� �� ���� ������������ f ∶ E → F �� g ∶ F → G� �� ���� ��������� ��� ����������� �������� �����

g ○ f ��� � ���� ������� x �� E ������� �� ������ ������� g (f(x))� ��� ���� ���� g ○ f(x)�
�������� �

�� ������ ��� ��������� �

f ∶ R+ → R

x ↦√
x

g ∶ R→ R

x↦ x2
s ∶ R→ R

x↦ sin(x)
p ∶ R → R

x ↦ x + 1 q ∶ R → R

x ↦ x + 3 t ∶ R → R

x ↦ 2x

����������� �� ��������� ������������ ��� ��������� g ○ f � f ○ g� s ○ g ○ p� f ○ p ○ g� q ○ t ○ g ○ p ○ f �



�� ���� ������������

�� ������� �� �� ����������� �������� ���������� ��� ������������ �������������� �� ��� ���������� �� �������
������ �� ����������� ������� ���� �����

����������� �

�� �������� �� ���� ������������ ����������� ��� �����������

�� �������� �� ���� ������������ ���������� ��� ����������

�� �������� �� ���� ������������ ���������� ��� ����������

�������� �

� ������ �� �������� ����� �� ������ �� ���� ������������ f ∶ E → F �� g ∶ F → G ������ ��� f ���
���������� g ��� ���������� ���� g ○ f ����� ��� ����������� �� ����������
�� ����� ����� �� ������ �� ���� ������������ f ∶ E → F �� g ∶ F → G ������ ��� f ��� ����������� g
��� ��������� ���� g ○ f ����� ��� ����������� �� ����������

��������� � ����������� ���������� ����� ����������� ���������� ����������� ��������

���� f ∶ E → F ��� ����������� ���������� �� ���� ���������� ��� ����������� g ∶ F → E ����� ��� �● ���� ���� x �� E� g ○ f(x) = x● ���� ���� y �� F � f ○ g(y) = y
�� ��� ��� g ��� ������������� ���������� �� f � �� ���� ������� g = f−1
������������� �������� �� E ���� idE ��� ������������� ��� � ���� x �� E ��� ������� ���������

������ g ������

f ○ g = idF �� g ○ f = idE

�������������� �� ��������� g �� ��������� � ������ ������� y �� F �������� ���������� �� y ��� f �

�������� �

������� ����� ��������� ���������� ��� ������������ ����������� ���� ��� ��� �������� �

f ∶ R→ R

x↦ 3x + 2 g ∶ R → R

x ↦ −x + 4 h ∶ R→ R

x↦ x2

q ∶ R∗ → R∗
x↦ 1

x

r ∶ R+ → R+
x↦√

x

s ∶ R− → R+
x ↦ x2

�� � �� ������������ ��� f−1 < A > ������� ���������� ��� ����������� ���
�������� �� A� ���� ����� �������� �� ������� �� ���� �� ����������� ����������

����� ���������� ���� ������������� f � �� ������������� ��� �������� ������ ��� f ����
��������� �� ����
���� �� �� ����� f−1(A)� ���� ������� ��� ���� ��������� ������� ������� �� A ��� ��
�������� f−1� �� ��� ������� ��� ����� ���������� ������ ��� �� �����

�� ����� �� ����������� �� f ��� ��� ��������� ���������� �� �������� � ����������� ����� ����������� �����
��������� �� ����������� ���� ����

����������� � ��������������� �� �� �����������

���� f ∶ E → F ��� ������������ �� ������� ����� ������ ��� ����������� g ∶ F → E ��� ������

g ○ f = idE �� f ○ g = idF
������ f ��� ��������� �� g ��� �� ���������� �� f �



��� ������������ ��

�� ��� ��������� ������� g ○ f = idE �� f ○ g = idF ����� �� ������ ��� ���������

�������� �

� ������ �� ������� ���������� ���� ������������ f ∶ E → F �� g ∶ F → E ������ ��� g ○f = idE ���� ����
������ ��� f ���� ��������� �

���������� ����� ���� ������������ f ∶ E → F �� g ∶ F → E ������ ��� f ○ g = idF ���� ���� ������ ���
f ���� ��������� �

��� ������������

����� �������� ���� �������� ���

�� ��� ����� �������� E ��� �� �������� ��� ������� ���� ���� ��������� ��� �������� � ������ �� �������
������� ��� �� ������� ��� ������ �� ��������� ����� ��� ������������ �� E� ����� ������� ��� ��������� �����
E �� �� �������� �� ���� {1; 2; ⋯; n}� �� ���� [[1; n]] ���������� ��� ������� ������� ����� � �� ��

��������� � �������� ��� ���� ��������

���� n �� ������ ������ �� E �� ���������

�� ��� ��� E ��� �� �������� n ��������� ������ ��� ��������� ����� ���������� ��� n �������� ������� �� E�
���� �� ���� �� ���� card(E) = n �� #E = n
�������� �� ��� ������ �� ����� ������ ������� �� �������� ����

�������� �� ��� ���� �� ����� ������� ������� �� �������� ��� �������� � �� ������ ���

����������� � ������������ �� ���������

������ E �� F ���� ��������� �� ��������� ����� ����� �

card(E) ≥ card(F )F �� �� ��������� �� �� ������ ��� ��������� �� E ���� F �

card(E) ≤ card(F )F �� �� ��������� �� �� ������ ��� ���������� �� E ���� F �

card(E) = card(F )F �� �� ��������� �� �� ������ ��� ��������� �� E ���� F �

����������� � �������� �� ���������������

�� ��� E1� E2� ⋯� Ek ������� �� ��������������� ���� �������� �� �������� ��� E �����

card(E1) + card(E2) +⋯ + card(Ek) = card(E)

����������� � ������� �� �������� �� ��������������

���� X �� �������� �� �������� ��� ��� �������� �� ������������� A� ����� A �� X/A ���� �� ���������

��� �� �� � �� �������

card(X/A) + card(A) = card(X)
������ E �� F ���� ��������� ����� ����� E ∪ F �� E ∩ F ���� ��������� �� ��������� ���� �� �� � ��
�������

card(E ∪ F ) + card(E ∩ F ) = card(E) + card(F )



�� ���� ������������

�������� �� �� ���� ��� ������ ����� ������ ���� ��� ������ ������ ������ ������ � ����� �� ����� ������ ����
��� ����� ��� ������ � ����� ����� �� ������ �������� ��� ������ � ����� �� ���� ��� ����� ��� ��

15 + 12 − 3 = 24
�� ����� �� ������ F ���������� ��� ����� �� R ���������� ��� ������ ��� ������ � ������ �� � �

card(F ∪R) = card(F ) + card(R) − card(F ∩R)
����������� � �������� �� ������� ���������

������ E �� F ���� ��������� �� ��������� ���� n �� p�

����� E × F ��� ��������� �� �������� ��� �� �� �

card(E ×F ) = card(E) × card(F )

����� �������� ��������������

�� ����� �������� �� �������������

�������� �

�� ������ ����� �� ����� ������ ���� �� ������ ��� ������ ���� �������� � �� ���� ���� ��� ��������
���� ����������

�� �� ������� �� �������� ���������� ���� �������� �� ����� ��� �

�� ���� ����� ������ �� ������� ��� ������� �� ������� �� ������� �� ������ ���������� ����
�������� �� ���������� �

�� �� ����� �� ���� �� ����� �������� ��� ��� ������ ������� ������ ������� ��� ������� �� ����
���������� ������� �������� �� ���� �� ����� ���������� ������� ������ �

����������� � ������ �������������� ����� ���� ��������� ����

������ E �� F ���� ��������� �� ��������� n �� p�

������ �� ������ pn ������������ �� E ���� F �

�� ���� ���������� �������� �� �������� FE ���� �������� ���������� ��� ������������ �� E ���� F �

����������� � ������ ������������ ����� ���� ��������� ����

������ E �� F ���� ��������� �� ��������� n �� p�

�� n > p� �� �������� ��� ������������ �� E ���� F �

���� �� ��� ���������� �� ������ p × (p − 1) ×⋯ × (p − n + 1) ���������� �� E ���� F �

�������� �� �� � � 36 × 35 × 34 �������� �� �������� �� ������ ���� ����� ������� ���� ���������� ��
������ ������������ �� [[1; 3]] ���� �� �������

����������� � ������ �� ���������� ����� ���� ���������� �����������

������ E �� F ���� ��������� �� ���� �������� n�

����� �� ������ n × (n − 1) ×⋯ × 1 ���������� �� E ���� F �

�� ������� ����������� �� n �� ������ n × (n − 1) ×⋯ × 1� �� �� ���� n!� ��� ����������� �� ���� 0! = 1�



��� ������������ ��

� ������ �� ������������ �� ���� �������� �� �������� ��� ���������� ���� �������� ���� �� ������ ����� ��
������ �� ������������

����������� � �������� ������������� �������� ���� �����������

���� E �� F ���� ��������� �� ��������� ���������� n �� p ���� p ≥ n�
����� �� ������ ������������ �� E ���� F ���

p!(p − n)!
�������������� �� ���� ��� �� ������ ��� p × (p − 1) × ⋅ × (p − n + 1)� ����������� ��� �� ������� �

p × (p − 1) × ⋅ × (p − n + 1) = p × (p − 1) × ⋅ × (p − n + 1) × (p − n) × (p − n − 1) ×⋯ × 1(p − n) × (p − n − 1) ×⋯ × 1´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=1

= p × (p − 1) × ⋅ × (p − n + 1) × (p − n) × (p − n − 1) ×⋯ × 1(p − n) × (p − n − 1) ×⋯ × 1
= p!(p − n)!

����� ������ �� ������������

��������� � ������������ �� k �������� ����� n

������ k �� n ���� ��������

�� ������� ������ �� ������������ �� k �������� ����� n �� ������ �� �������������� � k �������� ����

�� �������� � n ���������

�� ������ ���� (n
k
) = n!(n − k)!k! �� k ∈ [[0; n]] �� 0 ������

�� ��������� ����� ��������� ���������

�������������� ���� E �� �������� � n ���������
������� k �������� ��������� �� 1 � k� ����� �������� ��� ��������� �� [[1; k]] ���� E� �� � � n × (n − 1) ×⋯ ×
(n − k + 1) = n!(n − k)! �������� �� ����� �� ������

�� ���� ��������� ����� � � k! �������� �� ��������� k ���������
����� �� � � k! ���� ���� ����������� � k �������� �������� ��� ����������� � k �������� ��� ��������� ���
���� ���� ����������� �� ������ �� �������������� � k �������� ���� ������� �� ������ ��������

�� ������� ���� ���� �� �������
n × (n − 1) ×⋯ × (n − k + 1)

k!
�

�������� ��

�� �� �������� �������������� � ��� �������������� ��� ��� ������������� �������� ��� ����������

�� ���������� �� ������ �� �������� �� ������ ��� ������ �� ����� ������ �� ��� ������ ����

�� ���������� �� ������ �� ���� �� ����� ������� ����� ������������� ��� ���� ���� �������

�� ���������� �� ������ �� ������� �� ������ ������ ��� ���� ���� �������

�� ���������� �� ������ �� �������� ���� �� ���� ������� �� ������ �� ���� ������� ����� � �� ��
������� ��� ���� ��� ���� ������� ���� �������������� ���� �����

�� ���� �������� �� ��������� �������� ��� ���� ������� �� �� ���� ���� �����

�� ♣ ���������� �� ������ �� �������� ���� �� ���� ���������� �� ������� �� ������ ��������� ��
� � ���



�� ���� ������������

����������� � ��� ����������� � ��������� (n
2
)

�� � (n
2
) = 1 + 2 + 3 +⋯ + (n − 1)

�������������� ���� ���� �� ����������� �� ��������� ���������� [[1; n]] �� �� ������� �� ������ �� �����
��������� � ���� �������� �� ��� ���������
�� �� ������� �� �� �� ���� ������� �� ������ ������� ����� ��� ��� ��������� ���� ���� ��� ������������ � ����
�������� ��������� �� ��
���� �� ������� �� �� �� �� ���� ����� �������� �� ������ ������� ����� ��� ��� ��������� �� ����� �� � ����
��������� �� ������������� {1; 2}�
�� ����� �� ��������
�� ������� ���� �� ���� (n − 1) + (n − 2) +⋯ + 1 �������������� � ���� ���������

����������� � ���������� ��� ���������� ���������

���� n �� ������ �� k ∈ [[0; n]]�
����� �� � (n

k
) = ( n(n−k))�

�� k ≥ 1� �� � ��������� ��� ������� �� ���������� ��� ��� ���������� ��������� (n
k
) = ((n−1)(k−1)) + ((n−1)

k
)

�������� �� �������� �� �������

����� �� �������� 2n �������������� ���� �� �������� � n �������� �� �� ������ ���������� �

2n = (n
0
) + (n

1
) +⋯ + (n

n
)

�������������� ������� k �������� ������� � �� ��� ������� n − k ��������� ������ � ������ ������������� �
k ������� ���������� �� ������ ������������� � n − k ��������� �� ��� ������ �� �������� ��������
���� ������� �� �������� �� ������� ��������� ��� ���������� ��������� ��� [[1; n]]� ����� ��� ��������������
��������� k ��������� �� � �● ���� ��������� �� �� �� ��� ������� � ������� k − 1 �������� ����� ��� (n − 1) �������� �● ���� �� ��������� ��� �� �� �� ��� ������� � ������� k �������� ����� ��� (n − 1) ���������
����������� ��� ���������������� �� ������� (n

k
) = ((n−1)(k−1)) + ((n−1)

k
)�

���� ������� �� ������� �������� �� ���� ����� ���� ������ ������������� F ���� �������� E � n �������
�� ���� �������� ��� ������ ����������� τ ∶ E → {V ; F} ����� ��� τ(x) = V �� x ∈ F �� τ(x) = F �� x ∉ F �
������ ������� �� ������ �� �������������� �� E ������� � ������� �� ������ �������������� �� E ����{V ; F}� �� �� � �� � 2n ��� card ({V ; F}) = 2 �� card(E) = n�
���� �� �� ���� �������� �� ���� ������������ ��� �������������� �� �������������� �� � ��������� �� �
�������� �� ����� �� ��������
�� �������� ���� ���� �� �������� ��������



�������� �

����� �� ���������

� � ������������� �������� �� �� ���� �� ��� ��������� ������ ��� ��� �������� �������
���� ������ ��� �� ����� ��������� ���� ��� ����� ����� ��� ���� ����������������
���������� ���������������� ��� �� �������� � ����� � ����� ������� ���� �������� ���
�� ������� �� �� �������� ������ �� ������ �� ������ ����� �� ����� ������ ��������� ����
�� ���� ����� �� ��� �������� �� � ����� �� ����� ���� ��� ������� �� �� �� ���� ����
����� ����� �� �� ����� � ����� �� ��� �������� �������������� ��� ������ ��� ������
� ����� ������ �� ���� ���� ������ �� ����� ������� ����� �� ���� ������ �� �������
���� ���� ���� � �� ������ ��� �������� ���������� ��� �������� ��������� �� ���
������� ����������� � ������ �� ����� ���� ���������� ��� ������������ ����� ����������
����������� �� � ���� ��� ����������� ��������� �� ������ �� ����� ������ ����������
���� ���� ������ �������� ���� ������������ � ���� ��� ���� ������ ���� ������� �������

����������� ������������ ��� ������ �� ��������� �����

�� ����� ��������� ��� ������ ���� ��� ������ �� ����������
�� ���� ��������� ��� ������� ������������ �� ����������� �� ��������� ����������� �� ������� ��������� ��
���������� ��������� ��� ��������������� ������������ �� ���� ����������� �� �������� ����������

��� ����������� ������� �� ����������

����� ����������� ����������� �������

��������� � �������� ����������� ����������� ����������� ������������� ����������� ������������
��� �� ����������

���� ��� �������� f �� ���� I �� ���������� ������ ���� �� ������� �� ��������� �� f �

�� ��� ��� f ��� ���������� ��� I ������� ∀u, v ∈ I, u ≤ v⇒ f(u) ≤ f(v)�
�� ��� ��� f ��� ����������� ���������� ��� I �������∀u, v ∈ I, u < v⇒ f(u) < f(v)�
�� ��� ��� f ��� ������������ ��� I ������� ∀u, v ∈ I, u ≤ v⇒ f(u) ≥ f(v)�
�� ��� ��� f ��� ����������� ������������ ��� I �������∀u, v ∈ I, u < v⇒ f(u) > f(v)�
�� ��� ��� f ��� ������������� �������� ������� f ��� ������������� ���������� �� ���� ������������� ���

�����������

��� ��������� �������� ���������� �� ��������� ��� ������� �� �� �������� �������� ����������

�������� �

�������� �� �� �������� ��� ����������� ������ �������� ���� �� ��������� ��������� �����������
������� ��� ����������� �������������



�� ���� ����� �� ���������

�������� �

�������� �� �� �������� ��� ����������� ��� �� �������� ������� ��� ����������� ������������ ��� ]0;+∞[�
�������� �

������� ������ �������� ����������� �������� ��� ���������� �� ������ �� ������� �� ��� �����������
����������

�������� �

������� ��� �� f ��� ����������� ���������� ��� �� ���������� I �� �� ��������� �� ���� ���� a �� b �� I�
�� �

a < b ⇐⇒ f(a) < f(b)
����������� �� ������ ��������� ��� ����������� ��� ����� ��� �������������

�������� �

������� ������ �������� f ��� ����������� ������������ �� �� ��������� �� −f ��� ����������� �����������

����������� � ���������� �� ���� �� ���������

������ ���� ��������� f �� g ������� ��� �� ���� ���������� I� ���� λ ∈ R �� �������

�� f �� g ���� ����������� ��� I ����� f + g ��� ���������� ��� I� �� �� ���� ����� ��� ���� ��������� ���

����������� ���������� ����� f + g ��� ����������� �����������

�� f ��� ���������� ��� I ����� λf ��� ���������� ���� λ ≥ 0 �� ������������ ���� λ ≤ 0� �� �� ���� f ���
����������� ���������� ����� f ��� ����������� ���������� ���� λ > 0 �� ����������� ������������ ���� λ < 0�
�� ������ �� ���� ����� �� �������� ������� f �� g ���� ��������������

��������� � ��������� ��������� �������� ������� ����� �������� ��� �� ����������

���� ��� �������� f �� ���� I �� ���������� ������ ���� ���������� Df �� ��������� �� f � M �� N ���������

���� �������� ����� x0 ��� �� ������ �� Df �

�� ��� ��� M ��� �� �������� �� f ��� I ������� ∀x ∈ I, f(x) ≤M �

�� ��� ��� N ��� �� �������� �� f ��� I ������� ∀x ∈ I, f(x) ≥ N �

�� ��� ��� f ��� ������ ��� I ������� f ����� � �� ���� �� �������� �� �� ���������

�� ��� ��� f ����� �� ������� �� x0 ������� ∀x ∈ Df , f(x) ≤ f(x0)�
�� ��� ��� f ����� �� ������� �� x0 ������� ∀x ∈ Df , f(x) ≥ f(x0)�

����������� � ���������� �� ����������

������ ���� ��������� f �� g ������� ��� �� ���� �������� D� ���� λ ∈ R �� �������

�� f �� g ���� �������� ����� f + g ��� ��������

�� f ��� ������� ����� λf ��� ������� ���� λ ≥ 0 �� ������� ���� λ ≤ 0�
����� �� f �� g ���� ������ ����� f + g �� fg ���� ��������



��� ����������� ������� �� ���������� ��

�������� �

���� ������� ��� ��������� ��������� ������� ��� ������������ I� �������� �� �������� ����������� ����������
���� ��������� ���� ��������� ���� �������� ���� ��������
�� ������ ��������������� �������� ��������� ��������� �� ��������� �� ��������� �� �������� ��
��������

f1 ∶x ↦ 1

x
, I =]0;+∞[ f2 ∶x↦ −x2 + 3x − 5, I = R

f3 ∶x ↦ 1

1 + x2 , I = R f4 ∶x↦ −∣2x − 4∣ + 5, I = R

����������� � ��������������� ����� �������� �������

��� �������� ��� ������ ��� I ������� ∣f ∣ ��� ��������

�������� �

������� ����� ������������

����� �������

������� ���������� ����������

� �� ������ �� �� ������� ��� ��� ������� � ������ �� ��������������� �� �������
���� ��������� ��� ���� ��������� �� �� �� �������

α �� β ��������� +∞� −∞ �� ���� �� �������
�� ��� ��� �� �������� f � ���� ������ β �� α ������� f(x) �� ��������� �� β ���� x �� ����������� �� α�
�� ��� ����� ��� f(x) ���� ���� β ������� x ���� ���� α�
�� ������ ����� ����� ����� ������ �

lim
x→α

f(x) =β lim
α

f = β f(x) Ð→
x→α

β

��� �������� ���� ��� f ���� ���� +∞ �� −∞ ������� ��� ��� ������� �� f(x) ���������� ��������� �������
������� ��� ������� �� x ���������� ��������� �������� �������������� ���� ��� ������������ ����������� ����
��� �������� ���� ������� ��� �� ������ �� f � ����� � ��������� � ������ ��� ���� �� ������� � ���� ��
������� �
���� �� ��� ����� ������ �� f(x) ����� x ���� ���� �� ������� �� ������� ������� �� ���� ���������� �� ��
������ ��� ������ ���������� �� ����������� ���� �� ���� �� ����� a+ �� a−
������ ����� �� ����� lim

x→−1+ f(x) = +∞ ������� ��� f(x) ���������� �� ������� ����� x ���������� �� −1 ���

������� ����������� ��� ��� ����� ��� �� �������� �� ������ ��������� ������ f(x) Ð→
x
>

→−1
+∞ �� lim

x
>

→−1
f(x) = +∞�

������� �� ������ ��� ������ �� ������� ������� ����� �������� �� �� �������� ���� ���� 0 ��� ������� �����������
��������� �� ����������� ���������� ���� �� ���� �� ������� �� �������� 0+ �� 0− ���� �������� �� �������
�������������� ����� � ���� ��������� ��� �������� ����� ��� ������ ���� l �� +∞�



�� ���� ����� �� ���������

�

�

l

�� �������� �� ��� ����� �������� ������� ���� +∞ �� +∞�

�

�

����� �� �������������� ����� �������� ��� ���� ���� +∞ � ������ �� x0 �� ���� −∞ � ������ �� x0�

�

�

x0

���������� �������� ������� ��� ������ ���� ℓ �� ���� �� ����� �������� �� ��� ��� �� ������ ������� ���
��������� ����������� ���������� y = ℓ�
���������� �������� ������� ��� ������ ������ � ������ �� � ������ ���� ������ a� �� ��� ��� �� ������
������� ��� ��������� ��������� ���������� x = a�



��� ����������� ������� �� ���������� ��

������� ���������� ��� ��� �������

��� ��������� �������� ���� ��������� �� ���������� ��� ������� �� ��������� ��������� � ������ �� ���������
������������ ���� �� ���� ���������� �������� �� �������

����������� � ������ ����� ����� �� ���� ����������

������ f �� g ���� ���������� ������ l �� m ���� ������� ������

�� ������� ������� ����� �� ������ �� �� �������� f + g ����������� ��� ������� �� f �� g �� �� ������� ��

������ �� �� ������ ���� ������� −∞ �� ���� +∞�

f ���� ����

g ���� ����
m −∞ +∞

l l +m −∞ +∞−∞ −∞ −∞ ������������+∞ +∞ ������������ +∞

����������� � ������ ���� ������� �� ���� ����������

������ f �� g ���� ���������� ������ l �� m ���� ������� ����� ��� �����
�� ������� ������� ����� �� ������ �� �� �������� f × g ����������� ��� ������� �� f �� g �� �� ������� ��

������ �� �� ������ ���� ������� −∞ �� ���� +∞�

limf

limg
0 m −∞ +∞

0 0 0 ������������ ������������

l 0 lm {−∞ �� l > 0

+∞ �� l < 0
{+∞ �� l > 0

−∞ �� l < 0

−∞ ������������ {−∞ �� m > 0

+∞ �� m < 0
+∞ −∞

+∞ ������������ {+∞ �� m > 0

−∞ �� m < 0
−∞ +∞

����������� � ������ �� ��������� ����� ���������

���� f ��� ��������� ���� l �� ������ ���� ��� ����
�� ������� ������� ����� �� ������ �� �� �������� 1

f
����������� �� ������ �� f �� �� ������� �� ������ �� ��

������ ���� ������� −∞ �� ���� +∞� � ��������� ��� f �� �������� ��� ��� �� ��������� �� ���� ����������

f(x) ���� ����
1

f(x) ���� ����

0+ +∞
0− −∞
0 �����������

l
1

l

−∞ 0−+∞ 0+



�� ���� ����� �� ���������

�������� �

���� x0 �� ����� ���������� ��� ������� ��������� �

lim
x→x0

x2 lim
x→x0

− 2x lim
x→+∞ − 2x

lim
x→+∞

1

x2
lim

x→+∞4 + 1

x2
lim

x→−∞
x

1 + 1
x

lim
x→−∞

x2 + 2
x3 + x lim

x→0+

x

x + 5 lim
x→0+

x2 + x
x

�� ���� �������� ��� ������� ����� �������� �� �������� ��������

����������� � ������ �� ����������� �� ���������

������ f �� g ���� ���������� α� β �� γ ��������� ������ �� ������� �� ������ �� �� ������ ���� �������−∞ �� ���� +∞�

�� ������� ��� g ��� ������ ��� �� ��������� �� α� ��� f ��� ������ ��� �� ��������� �� β�

�� lim
x→α

g(x) = β �� lim
x→β

f(x) = γ ����� lim
x→α

f (g(x)) = γ�

������� ����������� �� �������

�������� � �������� ��� ���������

������ f � g �� h ����� ���������� ���� l �� ������� δ ������� ���� �� ������� �� ������ �� �� ������ ����

������� −∞ �� ���� +∞�

�� ������� ����� ������ �� ���������� ������ I ������ ���� ��� ����� �������� �� ��������� �� f � g �� h� ���

��� I ��� �� ��������� �� δ �� ��� ���

���� ���� x ∈ I, f(x) ≤ g(x) ≤ h(x)�
�� lim

x→δ
f(x) = lim

x→δ
h(x) = l ����� lim

x→δ
g(x) = l�

�������� � ���������� ��� ��� �������� ������� ���� +∞
������ f �� g ���� ���������� δ ������� ���� �� ������� �� ������ �� �� ������ ���� ������� −∞ �� ����+∞�

�� ������� ����� ������ �� ���������� ������ I ������ ���� ��� �������� �� ��������� �� f �� g� ��� ��� I

��� �� ��������� �� δ �� ��� ���

���� ���� x ∈ I, f(x) ≤ g(x)�
�� lim

x→δ
f(x) = +∞ ����� lim

x→δ
g(x) = +∞�

��������� �� �� ������ ��� ����� ������� �� �� �������� ���� g(x) ������� ���� −∞�

�������� �

���� �� �������� f ������ ���� ���� ���� x ��� f(x) = x + 2cos(x)�
�� ������� ��� f ���� ���� +∞ ����� x ���� ���� +∞�

�� �� �������� f �������� ���������� � ���������

�������� �

����������
lim
x→0+

x sin (1
x
)



��� ����������� ������� �� ���������� ��

�������� ��

���� �� �������� f ������ ���� ���� ���� x ≠ 0 ��� f(x) = 1 − 1
x
�

�� ������� ��� f ��� ����������� ���������� ��� R+∗�
�� �� �������� f ��������� ���� +∞ �� +∞ � ���������

��� ���� ��������� ���������� ����������� ��� ������ �������� � ��� ����� ������
������ ������� ��� ��������� ���������� ��� ��������� ����� �������� ����� ����

�� ��������� �� ������ �

����� ����������

���� f ��� �������� ������ ��� �� ���������� ������ I� ������ a �� b ���� ������� ��������� �� I�
�� ���� ��������������� �� f ����� a �� b ��� �� ������ �

τf(a; b) = f(b) − f(a)
b − a

�

�
�

�

b

f(b)

a

f(a)

�� ���� ��������������� ����� a �� b

��� �� ��������� ��������� �� �� ������

��������� ������� �� ������ ������ �� a ���������� � �� ������ �� �� ���� ��������������� ���� b �� �����������
�� a �

f ′(a) = lim
b→a
b≠a

f(b) − f(a)
b − a

�� �� ���� Cf �� ������ �� f � A �� B ��� ������ ����������� ����������� a �� b� �� ���� ��������������� �� f

����� a �� b ���������� �� ��������� ��������� �� �� ������ (AB)�
��������� ������� �� ������ ������ �� f �� a ���������� �� ��������� ��������� �� �� �������� � Cf �� �����
���������� a� ���� �� ���� ���������� ������� �� ����� ������ ������� �

y = f ′(a)(x − a) + f(a)
������� ����� �� ���� ������ �������� f ��� ��������� ��� ������������ I �������� ���� ���� x �� I� f ′(x) �������
�� ������ ����� ������ �� �������� ������� �� f � ����� f ′� ��� � ���� x �� I ������� f ′(x)�
�������� ���� ����� ���������� �� ����� �� �� �������� f ′ ���� ��� �� ���� �� ��������� �� f �



�� ���� ����� �� ���������

����������� � ���� �� ��������� �� ����������

����� ���������� �� ����������

∀x ∈ I, f ′(x) ≥ 0 ⇐⇒ f ��� ���������� ��� I�

∀x ∈ I, f ′(x) ≤ 0 ⇐⇒ f ��� ������������ ��� I�

∀x ∈ I, f ′(x) = 0 ⇐⇒ f ��� ��������� ��� I�

�� ������� ��������� ���� �������� ���� �� ��� �� �� ������� ��� �� ����� �������� ���� �������� �� ������

��� �� �����● �� f ′ ��� ����������� �������� ���� �������������� �� �� ������ ��� �� ������ ����� f ��� �����������

�����������● �� f ′ ��� ����������� �������� ���� �������������� �� �� ������ ��� �� ������ ����� f ��� �����������

�������������

�� ������� ��������� �� �������� ���������� �� �������� �� ������� �� �� ������ �� �������� �� ��������
�� ���� ����������

����������� � ���������� �� ����������

���� ��� �������� ���������� u� v �� w ��������� ����� ��������� ������� ��� �� ���������� ������ I ��

���������� �� �� ������ t �� I� ������� ����� α ������� �� ������ ��� �� �� ��������� ��� w(t) ≠ 0�
�� � ����� ��� �������� �

(u + v)′(t) = u′(t) + v′(t) (αu)′(t) = αu′(t)
(uv)′(t) = u′(t)v(t) + u(t)v′(t) ( 1

w
)′ (t) = −w′(t)

w(t)2
( u

w
)′ (t) = u′(t)w(t) − u(t)w′(t)

w(t)2

�������� ��

a �� b ��������� ���� ������� ��������� �� ���� ��� �����
���������� �� ��������� ��� ���� ��������������� �������� �

τf(a; b) f ∶ x↦ −3x τg(a; b) g ∶ x↦ x2

τh(a; b) h ∶ x↦ 1

x
τk(a; b) k ∶ x↦ 12

�� ������� ��� ������� ��
f ′(a) g′(a) h′(a) k′(a)

�������� ��

������� ��� ��������� ��������� ��� ���� ������� �� �������������

f1 ∶x ↦ 4x3 − 15x2 f2 ∶x ↦ (x2 + 1)(x3 − x) f3 ∶x↦ 1

x + 1 +
1

1 − x
f4 ∶x ↦ −2x + 3

3x + 2 f5 ∶x ↦ 5

x2 + 3x + 2 f6 ∶x↦ (x + 3)2
x − 2



��� �������������� �� ��������� ��

��� �������������� �� ���������

����� ������ ��� ����������

������� ������

�� ������ ���� ��������� ���������� ��� ��������� � �� ������ �� �����������

��������� � �������� ������ �������

���� f ��� �������� ������ ��� �� �������� Df ��������� 0 ����� ������ �� ���������

�� ��� ��� f ��� ������� ������� ���� ���� x �� Df � f(−x) = −f(x)�
�� ��� ��� f ��� ����� ������� ���� ���� x �� Df � f(−x) = f(x)�

����� ���������� �� ��������� ������������ ���� ������ �������� ��� ����� ��
������� �������� ��� ���� ���� �� ������ � ��������� ��� ��� � ������ � �� ���

�������� �� ���������� �� ����� �� ������������ �� �� �������� ��� ��� �������� ��
��������� �� ������ ��� ���������

����������� � ������� �������� �� ��������

���� f ��� �������� ���� ���������� �� ��������� Df ������� 0 ����� ������ �� ���������

�� ���� Cf �� ������ �� f ���� �� ������ (O; ı⃗; ⃗) �
f ��� ������� �� �� ��������� �� O ��� �� ������ �� �������� ���� Cf �
f ��� ����� �� �� ��������� �� ����� ��� ��������� ��� �� ��� �� �������� ���� Cf �
�� ������ ����� ����������� ���� ����� �����������

�������� ��

���� f ��� �������� ���� ���������� �� ��������� Df ������� 0 ����� ������ �� ���������
���� x �� ������ ���������� �� Df �� ���� M �� ����� �� Cf ���������� x�

�� �� ������� �� �������� �� f �� x� ��� ����������� �� M ���� ��� ����������� �� M ′ �� ����������
�� M ��� ������� � O�
����������� ����� �� ������

�� ������� �� �������� �� f �� x� ��� ����������� �� M ′′ �� ���������� �� M ��� ������� � �����
��� ����������

�� �� � ������ ��������� ���������� �� �������� �� ����� M ′ ������������� � Cf �
�� � ������ ��������� ���������� �� �������� �� ����� M ′′ ������������� � Cf �



�� ���� ����� �� ���������

0 1−1−2
�

�

�

�

M

M ′

�� �������� ���� ��� ��������
�� ���������� �� M ��� ������� � O ���
��� �� ������

0 1 2−1−2−3
�

�
��

MM ′′

�� �������� ����� ��� ������
�� ���������� �� M ��� ������� ��� ���
������� ��� ��� �� ������

�������� ��

n ������� �� ������ ��������
�������� ���� ������� �� ��������� ���� ���� �� ��� ��������� ���� ������ �� �������� �

f1 ∶x ↦ x2 f2 ∶x ↦ x3 − x2 f3 ∶x ↦ 1

x

f4 ∶x ↦ ∣x∣ f5 ∶x ↦ sin(x) f6 ∶x ↦√∣x∣ − 1
f7 ∶x ↦ xn f8 ∶x ↦ sin (xn) f9 ∶x ↦ 1

x2 + 1

�������� ��

���������� ���������� ��� ��������� � �� ���� ������ �� ���������

�������� ��

������ m �� p ���� ����� �� �� �������� f ∶ x ↦mx + p�
�� � ������ ��������� f �������� ����� �

�� � ������ ��������� f �������� ������� �

������� �����������

�� �� ������ �� ������ ��� ������ � ������ ����������� �� ��������� �� ������ �� ����������� ������� ��� ����������
��� ����������� �� ���� �� ����� ��� ���������� ����� �� ���������

��������� � �������� ����������� �������

���� f ��� �������� ������ ��� �� �������� Df � ���� T �� ������ ���� ����������� ��������

�� ��� ��� f ��� ���������� �� ������� T ������� T ��� �� ���� ����� ������ ����������� ������� ��� ���� ����
���� x �� Df � x + T ���������� � Df �� f(x + T ) = f(x)�
����� �������� �� ������� �� ����������� ��� ��� ��������� ����������� �� �� �������



��� �������������� �� ��������� ��

����������� � ����������� �� �����������

���� f ��� �������� ���� ���������� �� ��������� ��� Df �� ���� T �� ������ ����������� ��������

�� ���� Cf �� ������ �� f ���� �� ������ (O; ı⃗; ⃗) �
f ��� ���������� �� ������� T �� �� ��������� �� T ��� �� ���� ����� ������ ����������� ������� ��� ��� Cf ���

��������� ��� ����������� �� ������� T ı⃗ �

�� ������ �� �������� �� ��������� �� ������� ����� ������������

�������� ��

���� f ��� �������� ���� ���������� �� ��������� ��� Df �� ���� T �� ������ ����������� ��������
���� x �� ������ ���������� �� Df �� ���� M �� ����� �� Cf ���������� x�
�� ������� �� �������� �� f �� x� ��� ����������� �� M ���� ��� ����������� �� M ′ ������� �� M

��� ��� ����������� �� ������� T ı⃗�
����������� ����� �� ������

�� � ������ ��������� ���������� �� �������� �� ����� M ′ ������������� � Cf �
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� �

6ı⃗

M M ′

�� �������� ��� ���������� �� ������� 6�
�� ��������� �� M ��� ��� ����������� �� ������� 6ı⃗ ��� ��� ��
�������

�������� ��

ω ������� �� ���� ����������� ��������

�������� ���� ������� �� ��������� ���� ���� �� ��� ��������� ���� ����������� ��� ��������� ������������
�������� �

f1 ∶x↦ x f2 ∶x↦ cos(2x) f3 ∶x↦ sin(ωx)
f4 ∶x↦ tan(x) f5 ∶x↦ sin(x2) f6 ∶x↦ sin(3x) + cos(5x)

�������� ��

���� ��� �������� f ������ ��� R ��� ������ ��� ���������� ��������� �● f ��� ����� �● f ��� ���������� �� ������� 2 �● ���� ���� x �� [0; 1]� f(x) = 2x − 1�
������ �� ������ �� f ���� ���������� ���� ��� ��������� �������� ������������ [−6; 6]�
���� ��� �������� g ������ ��� R ��� ������ ��� ���������� ��������� �● g ��� ������� �● f ��� ���������� �� ������� 4 �● ���� ���� x �� [0; 2]� g(x) = x(2 − x)�
������ �� ������ �� g ���� ���������� ���� ��� ��������� �������� ������������ [−6; 6]�



�� ���� ����� �� ���������

������� ����� ��� ���������� ����������

�� � ������������ ������ ��� �� ������ ������ �� ������� ��� ���������� �� �������� �� �� ������� ������
���� �� ������ ���������� (O; ı⃗; ⃗) �● �� ������ ����� �������� ����� ��� ���������� ��� �������� ��� ������� � ����� ��� ��������� �● �� ������ ����� �������� ������� ��� ���������� ��� �������� ��� ������� � ����������
�� � ��������� ������ ��� �� ����������� �� ������� T ����� �������� �� ������� ��� �� ������ ��� ���
���������� ��� �� ����������� �� ������� T ı⃗�
��� �������� ��������� �� ������ ���������� ��� ���� ������ � ��������
��� �������� �� ���� ������� ��� ���������� �� ��� ������� ����� �������� ����� ��� R ���� ������ � ������
����� ����� ��� R+ ��� ��������� �� ����� �� ���� ��������� ��� �������� ��������������� ��� ����� �� ���
��������� �� ��� �������������� �� ����������
������ ���� ��������� ������������ ��� �������� ����� �� ���������� �� ������� 2π� �� ���� �� ��������� ���[0; π]� �� ������ ������ ���� ������� �� ������������ �� �� �������� ��� [−π; π] �� �� ����������� ����
�������� ��� ������������ ��� R�

���� �� ������ �������� �������� �� ������� �� ������������ ����� �������� �� ��������� ��� ���������������
������������� ��� ������������ ���� �� ����������� ��� �������

����������� � �����������

���� f ��� �������� ������ ��� �� ���������� I�

������ α �� β ���� �������� �� ���� Ĩ = {t + α; t ∈ I}�
����� �� ������ �� �� �������� g ������ ���� ���� x �� Ĩ ��� g(x) = f(x−α)+β ��� ������� �� �� ������ ��

f ��� �� ����������� �� ������� (α
β
)�

��� �������� �� ������ �� x ↦ ∣x − 1∣ + 3 ��� ������� �� �� ������ �� x ↦ ∣x∣ ��� ��� ����������� �� �������

(1
3
) ����� ���������� �� ������ ���� ����
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x↦ ∣x − 1∣ + 3

�������������� �� ���� Cf �� Cg ��� ������� �� ��� ���������� �� ���� τ �� ����������� �� ������� (α
β
)�

���� M �� ������

M (x
y
) ∈ Cf ⇐⇒ f(x) = y



��� �������������� �� ��������� ��

�� ����������� τ(M) (x +α
y + β)� ���� �� � g(x +α) = f(x − α + α) + β = f(x) + β = y + β� ������ τ(M) ∈ Cg�

��������������� �� N (x′
y′) ∈ Cg� �� ������ ���������� ��� τ−1(N) ∈ Cf �

������ �� ������ �� g ��� ���� ������� �� �� ������ �� f ��� ��� ����������� �� ������� (α
β
)�

�������� ��

������ �� ���� ���������� �������� ��� ������� ��� ����� ��������� ��������� ��� ���� ������� �� ������
���� �

f1 ∶x ↦ (x − 2)2 − 3 f2 ∶x ↦ 1

x + 2 + 3 f3 ∶x↦√
x − 3 − 1

����������� � ���������� ��������� ��� ��� ���������� ��� ���������

�� ��������� ��� �������� f ������ ��� �� ���������� I ���� �� ������ ��� Cf �� α ≠ 0 �� �������

�� ���� Ĩ = { x
α
, x ∈ I}�

�� ���� ������ �� �������� g ���� ���� x �� Ĩ ��� g(x) = f(αx) �� �� ������ Cg�
���� �� ��� �� �

M (x
y
) ∈ Cf ⇐⇒ M ′ (x/α

y
) ∈ Cg

����������� ����������� ��� ������ �� ������ �� M � M ′ ����� ��� ������������� �� ���������� ����� ���

���������� ���� ������� 1
α

����� ����� ��� ����������
�� ����� �� ���� ������ �� �������� h ��� � ���� x �� I ������� h(x) = αf(x) �� �� ������ Ch�
���� �� ���� �� � �������������

M (x
y
) ∈ Cf ⇐⇒ M ′′ ( x

αy
) ∈ Ch

����������� ����������� ��� ������ �� ������ �� M � M ′′ ����� ��� ������������� �� ���������� �����

��� ���������� ���� ������� alpha ����� ����� ��� ����������
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����� ��������� ���������

������� ���� �� ��������� �� �����������

����������� � ����������� �� ���� �� ���������

������ I� J �� K ����� ������������

���� f ∶ I → J �� g ∶ J →K�

�� f ��� ����������� ���������� �� g ��� ����������� ���������� ����� g ○ f ��� ����������� �����������

�� f ��� ����������� ���������� �� g ��� ����������� ������������ ����� g ○ f ��� ����������� �������������

�� f ��� ����������� ������������ �� g ��� ����������� ���������� ����� g ○ f ��� ����������� �������������

�� f ��� ����������� ������������ �� g ��� ����������� ������������ ����� g ○ f ��� ����������� �����������
��� ����� ������� ���� ����� �� ���������� �� ��� ������������

�������� ��

������� ���� ��� ������ ��������

�������� ��

�� ���������� ����� ����������� �� ���� ����� ����� ������� ������� �� ������� �� ���������� �� �� ��������

h ∶ x↦ −2√(x − 1)2 + 3 + 5 ��� R� �� ��������� ��� ������� ������������

������� ������ �� �����������

����������� � ������ �� �����������

������ f ��� �������� ������ ��� �� ������� Df �� g ��� �������� ������ ��� �� ������� Dg ⊂ f(Df)�
�� f ��� ����� ����� g ○ f ��� ������

�� f ��� ������� �� g ��� ����� ����� g ○ f ��� ������

�� f ��� ������� �� g ��� ������� ����� g ○ f ��� ��������

�������� ��

������� ��� ����� ��������

�������� ��

���������� �� ������ ��� ��������� ��������� �

f1 ∶x↦ cos (√x2 + 1) f2 ∶x↦ cos (3x − 1) f3 ∶x ↦ sin (3x − 1)
f4 ∶x↦ sin (x2 − 5) + 12 f5 ∶x↦ ∣(√x2 − 5) + 12∣ f6 ∶x ↦ 1

sin(x)
������� ����������� �� �����������

����������� � ����������� �� �����������

������ f ��� �������� ������ ��� �� ������� Df �� g ��� �������� ������ ��� �� ������� Dg ⊂ f(Df)�
�� f ��� ���������� �� ������� T ����� g ○ f ��� ���������� �� ������� �� ���� T �

�� g ��� ����������� �� �� ���� �� ������� ���� ���� �� �� ����������� �� g ○ f �
��� �������� �� �������� cos(x2) ����� ��� �����������
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������� ���������� ����� �������� ��������

�� �� ����� �� ����������� �� ������� ��� ��������� ���� ������� �� �������� �� �������� ������� ���������� ��
���������� �� ��������� ����������

����������� � ���������� �� ��������� ���������

���� f ��� �������� ������ ��� �� ���������� ������ I �� � ������� ���� �� ���������� ������ J �

���� g ��� �������� ������ ��� J �� � ������� ���� �� ���������� K�

���� a �� ������ �� I�

�� f ��� ��������� �� a �� g ��� ��������� �� f(a) ����� g ○ f ��� ��������� �� a �� �� � �

(g ○ f)′(a) = f ′(a) × g′ (f (a))

�� ��������� �� ��� �� �������� �� ���������� ��������� �������� ���������� ��������

�������� ��

���������� ���� ������� ��� ��������� ��������� �
� ��� ������� �� ���������
� ��� ������� �� ���������
� ��� ������� ��� ������ �� ��� ������� �� ��������� ��� ���� ������� ���� �� ������� �� ���������
� ��� ����������� ��������� ������������ ������������

f ∶x ↦√
3x + 1 g ∶x↦√

2x + 2 −√
x

h ∶x ↦
√

x − 1

x
u ∶x↦ (2x − 3)3 − x

����� ��������� �����������

������� ������ ����� �������� ����������

����������� � ������ ����� �������� ����������

���� f ��� �������� ��������� ���� ���������� I ���� �� ���������� J �� C �� ������ ���� �� ������ �����������

�� ���� C′ �� ������ �� �� �������� ���������� �� f �

�����

M (x
y
) ∈ C ⇐⇒ M ′ (y

x
) ∈ C′

��� ���������� C′ ��� ������� �� C ��� �� �������� ��� ������� � �� ������ ���������� y = x�

�������� ��

������� �� �������� ������������

���� �� ����� M (x
y
)� ������� ��� �� ����� M ′ (y

x
) ��� �� ���������� �� M ��� ������� � �� ������

���������� y = x�
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������� ���������� ����� �������� ����������

����������� � ���������� ����� �������� ����������

���� f ��� �������� ��������� ���� ���������� ������ I ���� �� ���������� ������ J �
���� a ∈ J ��� ��� f ��� ��������� �� f−1(a) ���� f ′ (f−1(a)) ≠ 0�
����� f−1 ��� ��������� �� a �� �� � �

(f−1)′(a) = 1

f ′ (f−1(a))

�������� ��

������� ��� ��� ��������� ��������� ���� ���� ������� �� ����������� ���������� ����� ��������� �����
������� ����� ��� ��� �������� �� ��� ��������� ������������

f ∶ R∗ → R∗
x ↦ 1

x

g ∶ [5; +∞[ → ] −∞; 5]
x ↦ −x2 + 10x − 20

h ∶ R → R

x ↦ x3
s ∶ R → R

x ↦ mx + p ���� (m; p) ∈ R∗ ×R ����
t ∶ R/{−1} → R/{4}

x ↦ −3
x+1 + 4



�������� �

��� �����������

� �� ������ �� �������
����� ���� �����
�� ��������� ���������� ���� �������

����� ��� �����������

�� �������� �������� ������ ���� �� ����� �� ��������� ��� �� � ����� �� ������� �� ������ �� ������������

�������� ��������� ��� ����������� ������� �� ������ ����� �������� �� �� ���� ������� ��� ������������ ��
����� ������� �� ���������� ���� ������� ��� ������������ ���� ���������� ��� ���������� �� �������� ������
�� �������� �� ���� ����� ������ �� �� ����������� �� �� ���� ���� ��������� �� ������ �� ���������� ����
������� �� ������� �� ����������� ���� ���������� ��� ����������� �������������

��� ��������� �������������� �� �� �������� ������������ ��� ������������� ��������� ��� �� ������ � ���
����������� �������� �������������

��� ���������� �� ���� ������

�� �������� �� �������� ���� �� ������������ ���� �� �������

�������� �

���� ��� ��� ��������� �� ������� ��� ��� ������ A �� B ���� ��� �������� �� ���� �������� ����������
�� ������ ������ ��� �������� �� ������� ��� ����� ma �� mb� �� ������� ��������� ��� ��� ���� ������
���� ������ ��� ��� ���� ����������� �� ����� ������

�� ���� ������ ���� ����� �� ������ ���� ���������� �� �������� �� ����� ������������ ����� � ���� ��
����� ������ �� ���� ��������� �� ���� ���� ������� �� ������� ��� ���� ����� �� �� ��������

��� AB = 4� ma = 3 �� mb = 3 �
��� AB = 5� ma = 2 �� mb = 3 �
��� AB = 6� ma = 1 �� mb = 2 �

��� AB = 10� ma = 1
3
�� mb = 1

2
�

��� AB = 3� ma = 1√
2
�� mb =√

2 �

��� AB = 8� ma = 4 × 10−3 �� mb = 1,2 × 10−2 �
�� ����� �������� �� ����� �� �������� ����� A �� �� ����� ����������� G� �� ����� �� A� ����� ������

�������� ������������

����� �� ������ ��� �� ���������� �� �������� ����� ��� �� ����� �������� �� ����� B�

�� AG = 3� ma = 1� Ð→AB = 2Ð→AG �

�� AG = 2� ma = 2� Ð→AB = 2Ð→AG �

�� AG = 2� ma = 2� Ð→GB = 2Ð→AG �

�� AG = 3� ma = 1� Ð→GA + 3Ð→GB = 0⃗ �
�� AG = 1� ma = 1

6
� 5
Ð→
AG =Ð→GB �

�� AG = 3� ma = 1� Ð→BA =Ð→AG �



�� ���� ��� �����������

���� ���� ���������� �� ������ �� ����������� �� ���� ����� ��������� ��� ��� ������� �� �������� ����������

�������� �

�� ��������� ����� � ���� �� �� �� �� �� �� �� � ���� ������ ���� ��� ���������� ���������� �� � �� ��

��� ���� ��������� ���� ��������������

�� �� ������� ��� �� ������� �������� ��� �� ��������� ��
������� ��������� ����� � �� �������� ���� ��������� �� ������� �

�� �� ������� ���������� ������� �� ��������� �� ������� �������� ������ ���� � ������ ���
���� ��������� ��� ��������� ���� ������� �������� �� ������� �

��������� � ������� �� ���� ������ ��������� ����������

�� ���� P �� �����

�� ������� �� ���� ������ �������� ��� �� ������ �� ���� ������� (A; α) �� (B; β) �� P × R ���� ���

α + β ≠ 0�
�� ���������� �� �� ������� ��� �������� ����� G ��� ��� �

α
Ð→
GA + βÐ→GB = 0⃗

���� �� ��� �� ���� ��� ����� ���� ������ �� ����� ����������������

����������� � ���������� �� ����������

�� ������� ��� ����� ����������

���� �� ��� �� A �� B ���� ���������� �� ���������� �� ������� �� ������ (A; α) �� (B; β) ��� �� �����

�� (AB)� ���� ������������ �� ����� ��� ��� �� ������� [AB] ���� �� ��� �� ��� ���� ����� ���� �� ����

������

���� �� ��� �� A �� B ���� ���������� �� ���������� �� ������� �� ������ (A; α) �� (B; β) ��� A = B�

�������� �

��� ��� ������� ��� ����������� ���� �����������
���������� ��� ������� (α; β) ���� ��� G ���� �� ���������� �� (A; α) �� (B; β)
��

� ��

A B

G

��
� �

A B

G

��
� � �

A B

G

��
� � �

G

B A

�������� �

������ A �� B ���� ������ ���������� ���� M �� ����� �� ������� [AB]�
������� ��� M ��� �� ���������� �� A �� B� �� ��������� ��� ����� �� �������� ��� ��������� AM ��
MB�



��� ���������� �� ���� ������ ��

����������� � ��������������� �� ����������

������ M �� G ���� ������� ���� (A; α) �� (B; β) �� ������� �� ������ ���������

����� G ��� �� ���������� �� �� ������� �� �� ��������� �� (α + β)ÐÐ→MG = αÐÐ→MA + βÐÐ→MB�

����������� � ������������� �� ���� ������

��������������� �� A �� B ��� �� ������ �� [AB]�
�������� �

������ ���� ������ A �� B ��������� ��� ����� �������� ���������� ��� ����������� ��� �������� �� ������
�������� �������� �

(A; 1) (B; 1) (A; 2) (B; −1) (A; −3) (B; 1)
�������� �

������ A �� B ���� ������ ���������� �� ���� G1� G2 �� G3 ��� ������ ���� ���ÐÐ→
AG1 = 1

3

Ð→
AB

ÐÐ→
BG2 = 2Ð→BA ÐÐ→

AG3 = 1

5

Ð→
BA

�� ����� �� ������ �� ������ ��� ������ A� B� G1� G2 �� G3�

�� ���������� ��� ����� α1 �� β1 ���� ��� G1 ��� ���������� �� ������� (A; α1) �� (B; β1)�
�� ���� �������� ���� G2 �� G3�

�������� �

������ A �� B ���� ������ ����������

�� ��������� ���������� ��� ������ M ��� �������� �� ��������� �������� �

� �� ������ �� ���� λ ��� ���
ÐÐ→
AM = λÐ→AB� �

�� ������� ������������ ��� �������� �� ������ �

�� ���� M �� ����� �� ��� ��������� ������� ��� M ��� �� ���������� �� A �� B� �� ��������� ���

����� ������� � A �� B �� �������� �� λ�

�������� �

���� (A; α) �� (B; β) �� ������� �� ������ ���������

�� ������� ��� ���� � ���� �� ���� ���� ������ (O; ı⃗; ⃗) �
���������� ��� ����������� �� ���������� �� �� ������� �� �������� �� α� β �� ��� ����������� �� A

�� B�
����������� �� ������ �������������� ��������� ��������� (α + β)Ð→OG = αÐ→OA + βÐ→OB

���������� ��������� ������ �� ������� ����� ������������

����������� � ����������� �� ���������� �� ���� ������

�� ������� �� ���� ���� ���� ������ (O; ı⃗; ⃗) � ������ A (xa
ya

) �� B (xb
yb

) ���� �������

����� �� ���������� G �� ������� �� ������ �������� (A; α) �� (B; β) � ���� ����������� �

G ((αxa + βxb)/(α + β)(αya + βyb)/(α + β))



�� ���� ��� �����������

���� ����� ���� �� ��� �� �� ������� ��� ����������� �� ������� ��� ��������
���� �� ���������� ����� �� ��������� �� ������� �������� ��� ��������� ��� ��

��������� �� ������� �������� ��� ����������

����������� � ����������� �� ����������

���� (A; α) �� (B; β) �� ������� �� ������ �������� ���� �� ���������� ��� G�

���� ρ ≠ 0 �� �������

����� G ��� ����� �� ���������� �� (A; ρα) �� (B; ρβ)�
�������� �

������� ��� �� ���������� ��� ��������� ����� ���� �� ��� �� A ≠ B� ����� � ���� ��� �� �� ����������
�� (A; α) �� (B; β) ��� ��������� �� ���������� �� (A; α′) �� (B; β′) ����� �� ������ �� ���� ρ ≠ 0 ���
��� α′ = ρα �� β′ = ρβ�

��� ��������������

�� ���� ���������� ������ �� ���������� ���� ������� �� ����� �� ������ �������

��������� � ���������� �� ����� ������

�� ���� P �� �����

�� ������� �� ����� ������ �������� ��� �� ������ �� ����� ������� (A; α)� (B; β) �� (C; γ) �� P ×R ����

��� α + β + γ ≠ 0�
�� ���������� �� �� ������� ��� �������� ����� G ��� ��� �

α
Ð→
GA + βÐ→GB + γÐ→GC = 0⃗

���� �� ��� �� ���� ��� ����� ���� ������ �� ����� ��������������� ��� ������ A� B �� C�

��������� �� �� ���� ��������� ������ ��� ����������� �� ������ ������ �� ���� ���� �� �����

��������� �� �� ���� ���� ������ ��� ����������� ���� ��� �������� �� ������ �������� �� ���������

�� ������ ��� ��������������� �� ���������� ��������� � ����� ���� ������� �� ���� �������

����������� � ��������������� �� ����������

������ M �� G ���� �������

���� (A; α)� (B; β) �� (C; γ) �� ������� �� ����� ������ ���������

����� G ��� �� ���������� �� �� ������� �� �� ��������� �� �

(α + β + γ)ÐÐ→MG = αÐÐ→MA + βÐÐ→MB + γÐÐ→MC

�������� �

������� ����� ������������



��� �������������� ��

�������� ��

�� ������� ��� ���� � ���� �� ���� ���� ������ (O; ı⃗; ⃗) �
�� ���������� ����� ������������ ���������� ��� ����������� �� ���������� �� ������� (A; α)� (B; β)
�� (C; γ) �� �������� ��� ����������� �� A� B �� C �� ��� ����� α� β �� γ�

���� ������ ���� �� ������� �� ����������� ���������

����������� � ����������� �� ���������� �� ����� ������

�� ������� �� ���� ���� ���� ������ (O; ı⃗; ⃗) � ������ A (xa
ya

)� B (xb
yb

) �� C (xc
yc

) ����� �������

����� �� ���������� G �� ������� �� ������ �������� (A; α)� (B; β) �� (C; γ) � ���� ����������� �

G ((αxa + βxb + γxc)/(α + β + γ)(αya + βyb + γyc)/(α + β + γ))

��������� �� ����� ������� �� ���������� ��� �������� �� ������ ������ �������� �� �����

����������� � ����������� �� ����������

���� (A; α)� (B; β) �� (C; γ) �� ������� �� ����� ������ �������� ���� �� ���������� ��� G�

���� ρ ≠ 0 �� �������

����� G ��� ����� �� ���������� �� (A; ρα)� (B; ρβ) �� (C; ργ)�
��������� �� ����� ��������� �� ���������� ��� �������� �� ������ ������ �������� �� �����

�������� ��

�� ����������� ���� ��� ��� ����� �� �������

�� ���� G �� ���������� �� (A; 1)� (B; 2) �� (C; 3) �� I �� ���������� �� (A; 1) �� (B; 2)�
�� ��������� �� ����������� ���� ���������� I�

�� ������� ��� G ��� �� ������ �� [CI]�
�� �� ������� �� ������������ �� G�

�

�

�

B

A

C

�� �� ���������� ���� �� ��� ����������� �� ���������� �� ����� ������ � �� ������ �� ������� �� ���������

����������� � ������ �� ������� ���� ��������

������ A� B �� C ����� ������ ��� ��������

����� ��� ����� �������� �� �������� ABC ���� ������������ �� �� ����� ��� ��� ��������������� �� A� B ��

C�

�� �� ������� ����� ������������



�� ���� ��� �����������

�������� ��

�� �� ����� ���� ��� ����� ���������� ��� �� ����������� ����������� �� ���� G ��������������� ���
������ A� B �� C �� I �� ������ �� [BC]�
�� ������� ���

Ð→
GI ��

Ð→
GA ���� ������������ ��� ������� �� ������� ���������� �� ����� G �

����������� �� ������ ��������� �� ��������� �� ��������������� �� ����� ����� �� �� �������� �� ��������

�� ���������

���������� ��� ���� ������ ����� ������ �� ���� ����� ����������� ������������ ���� �� ���� �� �����������

�������� ��

������ A� B �� C ����� ������ ��� ��������

���� D �� ����� ��� ��� ABDC ��� �� ����������������

�� ����� �� �������

�� ������� ��� D ��� �� ���������� �� A� B �� C� �� ��������� ��� ������

�� ���� �� ����� M (x
y
) ���� �� ������ (A;

Ð→
AB;

Ð→
AC)�

������� ��� M ��� �� ���������� �� A� B �� C� �� ��������� ��� ����� �� �������� �� x �� y�

�� ���������� �� ������� �� ���������� � �� ������ ���������� �� �������

��������� � ������� ���������� �� ������ ��������� ����������

�� ���� P �� �����

�� ������� �� n ������ �������� ��� �� ������ �� n ������� (Ai; αi)1≤i≤n �� P × R ���� ���
n∑
i=1

αi ≠ 0�
�� ���������� �� �� ������� ��� �������� ����� G ��� ��� �

n∑
i=1

αi
ÐÐ→
GAi = 0⃗

���� �� ��� �� ���� ��� ����� ���� ������ �� ����� ��������������� �� ��� n �������

�������� ��

������� ��� �� ��������� ������� ��� ������������ ���������� �● �� ��������������� �� ���������� ��� ��� �������� ����������� ������� ��� �� ����� M ���������� �● ��� ����������� �� ���������� ���� �� ������� �� n ������ �������� �● �� ��������� ������������� �� �����������



�������� �

��������� ��������

� �� ��� � �� ���� ������ � �� ������������ ����� �� ���������� ��� �������� ��������
������� �� ���� ��� ������� � �� ������ �� �� ������� �� ���� ������� ��� ���� ���� ������
���� ����� �������� ��� ������� ���� �������������� ������ � ���� ������ ����� ��������
������� ����� ���� � �� ����� �� �� ��� ������ ��� �� ������� �� ���������� ���� ��� ���
������ � �� ��� ������ �� ����������� �� ����� �� �� ������ � �� ��� �� ������������
�� ���������� �� �� ������������� � �� ��� ���������� ��������� ���� ���� ����������� � ��
��������� ����������� �� ����� �� �� ����������� � �� ���� ����� � ������� �� �� ���������
� ��������� ����� ����� ���� ������� ��� �� �������� �� ����������� �� ����������� ��
��� ���������� �� ������� ����� � ������ ����� ���� �� ��������� �� ���� �� �������������
� ���� �� ������

����� �������� �� ������ �� �� �������

��� ��������� ������������ �� ���������

����� ��������� ������������

��������� � ��������� ������������� ������ ��������� ��������� �������

���� f ��� �������� ������ ��� R�

�� ��� ��� f ��� ����������� ��������� ������ �� ������ n �� n+1 ������� ����� a0, a1, ⋯, an ���� ��� an ≠ 0
�� ���� ���

���� ���� x ∈ R, f(x) = n∑
k=0

akx
k = a0 + a1x + a2x2 +⋯ + anxn�

�������� n ��������� �� ����� �� �� �������� ������������ �� ������ an ��������� �� ��������� ���������

����� ���������� ��� ��������� �� ���������� f(x) = 0 ����������� ��� ������� �� f �

��������� �� ��� ��������� ����� ���� �������������

��������� �� ��� ��������� ����������� ���� �������������

����� ������

����������� � �������� ������

�� ����������� �� �� �������� ����� ��� R+� � ������� ���� R+� ��� ����������

�� �������� ���������� ��������� �� �������� �������
����� �������� ��� ������� �������� �� ����������� ���������� ��� R+� ���� ��� ��������� ��� R+∗ �� �� �������

���

x ↦ 1

2
√
x



�� ���� ��������� ��������

����� ������ �������

��������� � �������� ������ �������

�� �������� ������ ������� ��� ������ ��� R �� � ���� ���� x ������� ∣x∣ = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x �� x ≥ 0
−x �����

�

����� �������� ��� �������� �� ����� ��� R� ���� ����� �� ������� �� 0 ��� ���� 0�

����������� � ��������� �����������

���� ���� x� �� � ∣x∣ =√
x2�

��������������
√
x2 ���� ��� ���������� �������� ���������� ������� �� x2 ��� �� �������� ������ ����� ���� x

�� x ��� ������� �� −x ���� �� ��� ����������
�� ����� �� � t2 = x2 ⇐⇒ t = x �� t = −x

����������� � ���������� �� �� ������ �������

������ a� b �� c ����� ������� ���� c ≠ 0� �� � �

∣a × b∣ = ∣a∣ × ∣b∣ ∣1
c
∣ = 1∣c∣∣a + b∣ ≤ ∣a∣ + ∣b∣ ∣a∣ = 0 ⇐⇒ a = 0

�� ��������� ��������� ��������� �� ��������� �������������

�������� �

������ a� b �� c ����� ������� �� n �� ������� ����� �� �� ��������� �� ��� ������� ��������� ���� ������
�� ������� �

�� cos ∣a∣ = ∣cosa∣
�� ∣expa∣ = expa
�� ∣an∣ = ∣a∣n
�� ∣a + b + c∣ ≤ ∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣
�� ∣a∣ ≤ 5 ⇐⇒ a ≤ 5

�� ∣a − b∣ ≤ ∣a∣ + ∣b∣
�� ∣a∣ − ∣b∣ ≤ ∣a − b∣
�� ∣a + b∣n = n∑

k=0

(n
k
) ∣a∣k ∣b∣n−k

��� ��������� ����������������� ������������� �� ���������

����� ��������� ���������������� �� ���������������� �����������

���� ��� ��������� ����������������� �� ������� �� �����������



��� ��������� ����������������� ������������� �� ��������� ��

����������� � ��������� ���������������� �����������

�� ����������� �� �� �������� cos ��� [0; π] � ������� ���� [−1; 1] ��� ���������� �� �������� ����������

��������� ���������� �� �� ���� arccos� ���� ��� ����������� ������������� ��������� ��� ] − 1; 1[ �� ��

������� �

x ↦ −1√
1 − x2

�� ����������� �� �� �������� sin ��� [−π
2
−; π

2
] � ������� ���� [−1; 1] ��� ���������� �� �������� ����������

��������� ��������� �� �� ���� arcsin� ���� ��� �������� ����������� ����������� ��������� ��� ] − 1; 1[ �� ��

������� �

x ↦ 1√
1 − x2

�� ����������� �� �� �������� tan ��� ]−π
2
−; π

2
[ � ������� ���� R ��� ���������� �� �������� ���������� ���������

������������ �� �� ���� arctan� ���� ��� �������� ����������� ����������� ��������� ��� R �� �� ������� �

x ↦ 1

1 + x2
�� � �� ���� ��� ���� ������� ��������� �

lim
x→+∞arctan(x) = π

2
lim

x→−∞arctan(x) = −π
2

�������� �

�� ����� �� ������� �� ������� �� ����� ��� [0,1; 1,5] ���� �� ��� �� 0,1�
x 0, 1 0, 2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0, 8 0,9 1 1,1 1,2 1, 3 1,4 1,5

sin(x) 0,1 0,2 0, 3 0,39 0,48 0,56 0,64 0,72 0,78 0,84 0,89 0,93 0,96 0,99 1

������� ��� π
2
≃ 1,571� ������ ��� �� ������� �� ������ ���������� �� ������ �� ����� ���� ����� �����������

�������� �

���� x �� ����� ���������� ��� ������� ��

A(x) = cos (arcsin(x)) T (x) = cos (arctan(x))
�� ������� ��� �������� �� ���������� ��� ��������� arctan �� arcsin�

�������� �

���� �� �������� U ∶ x ↦ arccos (cos(x))�
���� ��� �� ������� �� ��������� �� U � �������� ��� ��������� ���������� ���� ������ ��� �������

����� �������� ������������� �� ����������

���� �� ������� ������ �� ����������� �� �������� ������ ��� �� ������� ��������������� ����� �������� ���
��������������� � �� �������� ����������
�� ��������� ��� �������� ���� ��������� ��������� ����������� ���� �� � � �� ���������� �������� �� ���� �� � �
�� ��������������� ����� �� ����������� �� ������������
�� ��������� �� ���� ������� ��� ��������� ��� �� ����������� ��� �� ��������� �� ������� �������������� ���
��������� ��� ��������������� �� ������ �� ��������� ����������
��� ��� ������� �������� ���� ��� ������ ��� ����� �� ���� ���� ��� ����������
�� ������� ������� �� ���� �� ��������� ����������������� �� ������������� ���� �� ����� �� �� ����� � ��
������� �������� ������������� ��� ������ �� ���������� �� �� ������� �� ���� �������������



�� ���� ��������� ��������

������� ��������� �� ���������� �� �� �������� �������������

����� �� �������� �� ����������� �������� ���� ���� �� �������� ������������� ��� �� �������� ����� ��������
��������������

����������� � ��������� �� �� �������� ������������� �� ���� ��� �������� ����� ��������
�������������

�� ����������� �� �������� ������� �

�� ������� ��� �������� f ������ �� ��������� ��� R �� ��� ������

(E){ f(0) = 1

f ′(x) = f(x) ∀x ∈ R

������ �� �������� ������� ��� �������� ������ ��� ���� ������� �������� ��������������
�� ������ exp(x) ������� �� x ��� ����� ���������

�� �������� ����������� �� �� ��������� �� ��������� �� ���������� ��������� �� �� �������� ��� ���� ��������
�������� ���������� �� �� �������� ��������������

����������� � ����� �� ���� �� ��������� �� exp

�� �������� ������������� ��� ����������� �������� ��� R�

������ ���� ��� ����������� ���������� ��� R�

������� �������� ������������� �� �� �������� �������������

�� ���� ������� �� �������� ������������� ��� exp(x) = �x �� ������ � = exp(1)� ����� �������� �� ������� ���
����� ��� ���������� ������������� �� ����� �������� ��� ���������� ��� ������ �� ��������� ���� ����� ���
���������� �������� �� ��������

����������� � ��������������� ���������� ��� ����� �� �������

������ a �� b ���� ����� �� n �� �������

�� � �
exp(a + b) = exp(a) exp(b)
exp(−a) = 1

exp(a)
exp(na) = (exp(a))n

��������� �� �� �� ���� � = exp(1)� �� ������ ���
exp(2) = exp(1 + 1) = exp(1) exp(1) = exp(1)2 = �2�
�� � ����� exp(3) = exp(1 + 1 + 1) = exp(1) exp(1) exp(1) = exp(1)3 = �3 �� �� ���� ����������� �����
���������� ���� �����

��������� �� �� ������ ��������� �� ������ ��������������� �� ��������� �� �������� ��� �������� � �����
���� ������ ��� ��������� f ��� ������������ ��� ������ �� ���������

�� ���������� ������� �������� ��������� �������� ��� ���������

�������� �

������ n �� p ���� ������� ������� ���� p ��� ����
�� ���� � = exp(1)�
�� ������� ��� exp(n) = exp(1)n = �n�
�� �� ������� ��� exp(−n) = 1

exp(1)n = �−n�



��� ��������� ����������������� ������������� �� ��������� ��

�� ������� ��� exp (1
p
) ��� �� ������ ������ �� �� ����� � ���� �� ������ �

1

p �

�� ������� ��� exp (n
p
) = �n

p �

��������� �� ��� �������� ������ �� �������� exp(x) = �x ���� ��� ������� ��� ���� ���� ������ ���� ��

�����
n

p
� �� ������� �� ���������� ��� ��������

������� ������� ������������ �� ���������������

�� ������ ���������� ��� ������� �� +∞ �� −∞ �� �� �������� exp�

����������� � ������� �� +∞ �� −∞
�� �������� exp ������� ��� ������� ��������� �� +∞ �� −∞�

lim
x→+∞ exp(x) = +∞ lim

x→−∞ exp(x) = 0

���������� ������� ������ �� ������� ��� ��������

�������� �

���� �� �������� f ∶ x ↦ exp(x) − x
�� �� ���� ���� x� ���������� f ′(x)� ��� ���� �� ���� �� ��������� �� f ′ �

�� �������� f ′(x) = 0 ���� �� ������� �� ������� �� ������ �� f ′ �� ���� �� ������� �� ����������
�� f �

�� �� ������� ��� ���� ���� x� exp(x) > x�
�� �������� ���������� lim

x→+∞ exp(x)
�� �� ������ ��� exp(−x) = 1

exp(x) � ��������� �� �������� ���������� lim
x→−∞ exp(x)�

�� ������� �� ���������� ��������������� ��� �

x

exp(x)

−∞ +∞

00

+∞+∞
0

1

1

�

�� ����������� ���� ��� ����� ���� ������ ������� � ��������� �����������

����������� � ����������� ��������������� ��� ������� ��� ��������� x↦ xp

���� p �� ������ �������

�� � ��� ���� ������� ��������� �

lim
x→+∞

exp(x)
xp

= +∞ lim
x→−∞xp exp(x) = 0

�� ������ ��� ������� �� ��������� ��� ���������



�� ���� ��������� ��������

�������� �

���� ���� ������ p �� ������ �� �������� gp ∶ x↦ exp(x) − xp

p!
�

�� ������� ��� ���� ���� ������ p� �� ���� ���� x� g′p+1(x) = gp(x)�
�� �� �������� ��� ����������� ��� ���� ���� p �� ���� ���� x ≥ 0� gp(x) ≥ 0�
�� �������� ����� � lim

x→+∞
exp(x)
xp−1 �

�� �� ���������� ��� lim
x→−∞xp exp(x) = lim

x→+∞(−x)p exp(−x)� �������� ��� lim
x→−∞xp exp(x)�

�� �������� ��������� ��� ����� ������ � ��������� �� ��������� ���������� ��� �����

�������� �

������ �� ������� �� ���� ��������������� ��������������� ����� 0 �� x �� x ������� �� ������
���������� ��� ����
�� ������� ��� �

lim
x
≠

→0

exp(x) − 1
x

= 1

����������� � ���� ��������������� �� 0

�� �

lim
x
≠

→0

ex − 1
x
= 1

�������� �

���� �� �������� f ∶ x↦ e−1/x

�� ���������� �� ������� �� ��������� �� �� ������������ �� ����� ���������

�� ����� ����� ������ �� ����� �� �� ������� �� ��������� ��� ������� ������������ ������� �� ������� ��
���������� �� f �

�� �������� �
lim
x→0+

f ′(x)

������� ���������� ��������

��������� � ���������� ��������

�� �������� ������������� ������� ��� ��������� �� R ��� R+∗�
�� �������� ���������� ������ �� R+∗ ���� R ��������� �� ���������� ���������

�� ���� ���� �� ������ �� ����� ������� �

ln ∶ ]0; +∞[ → R

y ↦ x / ex = y



��� ��������� ����������������� ������������� �� ��������� ��

��� ���������� ���� ���� y > 0� �� � eln(y) = y� �� ����� ���� ���� x� ln (ex) =
x�

����� exp(0) = 1 �� exp(1) = e� �� � ��� ������� ������������ �
ln(1) = 0

ln(e) = 1

�� � ������ ������������ ���������������� � ���������� ��� ������ �� �������� �� �� ���� �� ������� ����
������������� ��� �� ���������� ���������� ��� �������� �� ������

����������� � ���������� �� ���������� ��������

������ a �� b ���� ����� ����������� �������� �� n �� ������ �

ln(ab) = ln(a) + ln(b)
ln(1

a
) = − ln(a)

ln (an) = n ln(a)
�� ������ �� �������� ���������� �������� ��� ����������� ���������� �� �� ������� ���

x↦ 1

x

�� ���������� ������� ��� ������� ��������� ��� ������ �� ��� �������� �� ��������� �

lim
x→0+

ln(x) = −∞ lim
x→+∞ ln(x) = +∞

�� � ��������� ��� ������� ��������� � ��������� �

lim
x→0+

x ln(x) = 0 lim
x→+∞

ln(x)
x
= 0+

�������� �

�� ��������� �������������� ��� ��������� �������������� �� ��� ���� �� ���������� �� ln �� exp� ��������
��� ��������� ��������� �

�� ex = 1

2

��
ex

e3x
= 1

2

�� ln(x) + ln(3) = 5
�� ex

2 = 4
�� ex + e2x = 1
�� ln(x2) − ln(x) = −5

�������� ��

�������� ��� ����������� ��������� �

�� ln(x) − ln(2) ≤ 4
�� 4ex < 3

�� 4ex < −3
�� ex + e2x ≥ 3

��
ex

ex + e2x ≥ 3
�� ex

2+2x > 4

�������� ��

��� ��� ����������� �� ��������� ���������� ���������� ��� ������� ��������� �

lim
x→0+

3
√
x ln(x) lim

x→+∞
ln(x)√

x



�� ���� ��������� ��������

�������� ��

���������� ��� ������� ��������� �

lim
x→+∞x ln(x) − x lim

x→+∞x ln(x) − x2 lim
x→+∞ ln(x2) − ln(3x)

lim
x→+∞

ln(x2)
ln(x) lim

x→0+

ln(x2) − ln(x)
x

lim
x→0+

x ln(x) sin (x3 − exp(x))
�������� ��

������� �� �������� x↦ ln(x) − x2 + 2 � ������� �� ���������� ���� �� ���������� ��������
������ �� ������ �� ��������� �� ln(x) = x2 − 2�

�������� ��

�� ���� C �� ������ �� ln� �� ������� � ������� �� �������� �� C ��� ������� � ����� �� ��� ����������

�� ��� a > 0 �� ������ �� Ta �� �������� � C �� ����� ���������� a�
�� ���� fa �� �������� ���� Ta ��� �� ������ ���������������

�� ���� ���� x > 0 ���������� fa(x)�
�� ������� �� ���� �� ��������� �� �� ��������

Δa(x) = fa(x) − ln(x)� �������� ����� � �� �������� �� C ��� ������� � Ta�
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��� ��������� ����������������� ������������� �� ��������� ��

������� �������� x ↦ ax� ���������� ���� a

���� ���� ������ a > 0� �� ���� ������ �� �������� x↦ ax �� ����� ������� �

��������� � �������� x↦ ax

���� a > 0 �� ������� �� ������ �� �������� x ↦ ax �� ������� ���� ���� ������ ���� x� ax = ex ln(a)�

�������� ��

���������� �� ������� �� ������������ ���� �� ������� �� �� �������� x↦ ax�

�������� ��

������� ������� ����� ���������� �� �� �� ������� ��� ���������� ���������������� �� �������� ��� �������
�������� �� a1� a2� a−1�

����������� � �������� �������������

�� �� ����� ���� ��� ����� ����������� ������ ���� ���� (x; y) ∈ R2 ∶
ax+y = ax × ay ax−y = ax

ay
axy = (ax)y

�������� ��

������� ����� ������������

����������� � ������� �� ���� �� ���������

����� ����������� �� ������������ �� �� �������� x↦ ax ������ �� a�● �� a > 1� �� �������� x↦ ax ��� ����������� ����������� �� ����� ���� �� ��� �

lim
x→+∞ax = +∞ lim

x→−∞ax = 0+
● �� a ∈ [0; 1[� �� �������� x↦ ax ��� ����������� ������������� �� ����� ���� �� ��� �

lim
x→+∞ax = 0+ lim

x→−∞ax = +∞

�� ������������ �� x ↦ ax ��� ��� �������������� �� ������������ �����
����� ����������� �� ������ a�

�� ������������ �� �������� ��� ����� ������� �� +∞ �� �� ���� ���� �� ����������

�������� ��

���� a > 0 �� �� �������� x ↦ ax ��������� ���� y �� ������ ����������� ��������

����������� �� �������� �� y� �� ������ x ��� ��� ax = y�

�� ������� ���������� ���� a �� �������� ���������� �� x↦ ax� ���� ������� ��
���� �������� ������������� ��� �� ���������� ����� �����������



�� ���� ��������� ��������

����� �������� ������ �������

��������� � �������� ������ �������

���� ���� ������ ���� x� �� ������ �� ������ ������� �� x ���

⌊x⌋ =max{k ∈ Z/k ≤ x}

�� ������ ������� �� x ��� ����� �������� ������ k ��� ��� k ≤ x < k + 1�
�� ������ ������� �� x ���������� � ��������������� ��� ������ �� x � ��������
�� ���� ������� �� x ��� �� ������ �������� �� ������ ������� �� x ����������

����� � ���������� �� �������� �� x ���� ��� ������� ����� �� ��������

�������� ��

���� ������������� ���������� ��� ������� �������� ��� ������� �������� �

A = 1,25 B = −1,25 C = −845
3

D =√
50

E = 1

0,0082
F =√

237 G = 3√5 H = 1

1 − 0,23
I = 1√

15 − 4 J =
√
12842

7
K = (1,27)10 L = 100 × 0,94

����������� � ���������� �� �� ������ �������

�� �������� ������ ������� ��� ���������� �� ���� � ��� ���� ������� ��������� �

lim
x→+∞ ⌊x⌋ = +∞ lim

x→−∞ ⌊x⌋ = −∞

�������� ��

����� �� �� ���������� �� ��� ������� ��������� ���� ������ �� ��������
a �� b ��������� ��� ������� ����� �� n �� p ���� ���� ������� �������

�� ⌊a + b⌋ = ⌊a⌋ + ⌊b⌋�
�� ⌊a × b⌋ = ⌊a⌋ × ⌊b⌋�
�� ⌊a + n⌋ = ⌊a⌋ + n�

�� ⌊na⌋ = n ⌊a⌋�
�� ⌊−a⌋ = − ⌊a⌋�
�� ⌊a⌋ ≤ 0Ô⇒ a ≤ 0�

�������� ��

���� x �� ������ ���� �������� ���� ���� ������ ������ n� �� ���� an = ⌊10nx⌋
10n

�

�� ������ ��� ������� �� a0� a1� a2 ���� �� ��� �� x =√
2�

�� �������� ���� ���� n� ��� x ≥ an �� ���
1

10n
≥ an+1 − an ≥ 0�

�� ��� ���������� �� ����� ��� an �



�������� �

������� ��������� � �����������

� �� ������� ��� �� ������� ������� ��� ����������� ���� ��� ����������� �� ������� �����
�� ����� � �� ������� �� ����� ���� ��� ��������� ���������� �� ��������� � �� �������� ��
������ ������� ����� ������ ���� �������� �� ��� ��� � �� ��������� ��� ����� �������
��� ������ ��� �� ������� ����� �� �� ��� ����������� �� �������� ��� �� ����������

����� ���� ������� ��� ������ ����������� �������� �� ���������

��� ������������ �����������

����� �� ��� ���������� ��� �������

������������ ���������� ��� ��������� ���������� �� ������� ���� ����������������� ������� ���� ������ ��
��� �������� � ��������

� ������� ��������� ��� ������� ������ ��������� ��� ������� ������� �������� ��������� ���� N� �� ����� ���
���������� ��������� ��� ��� ������� �
2+3 = 5, 13×4 = 52, 154−12 = 142� ���� � ����� ������� �� ���� ��� �������� �� ���������� 15 � 3� ���� �������
������� �� ������������ � ���������� ��� �������� �� ���� ���� �������� �� ������� �� �������������� ��� �������
��������� ������ �� �������� �� � ���� 5 − 7 = −2 �� �� � �� ������� ��� ���������� �������� ��� ��� ������� � ��
������ �������� ������ ������� �������� ����� Z�� �� ��� ������ �� �������� ������ ��� ��������� �� �� �����
a + x = b �� a �� b ���� ��� ������� �� x ��� �����������

���������� � �� ������ �� ����� ����������� ���� �� ������� ��� ���� �� �������� ��� �������� �� �� �����
ax = b ���� a �� ������ ��� ��� �� b �� ����� ������� ��� �� ������ ��� ��������� ����� ����� ��������� �� ����

�������� �� ������ �������� �� ������� ����� ������� ��� ���������� ����� Q�� �� ���� �����
b

a
�� ��������

�� ���������� ax = b �� �� ������ ��� ����� ��������� ����� ��� ������� ���������� �
a

b
= a′
b′ ������� ab′ = a′b�

� ������ �� ����� ���������� �� ���� ������� ������ ��� ���������� �������� � �� ������ ���������

���� ���� ����� �������� ������������� �� ������� ��� ������� ��� �� ���� ��� ��� ���������� �� ��� ��������
�� ���� ����� ��� �������� ����� ��� ������� ��� �������� ��� �� ������ ���� ��� ������� ��� ���� ��������
������������� �� ����� �� ���������� ��� ������� ����� ����� R�� ��� ������� ��� �� ���� ��� ������ ���
���� ���� ����������� ������������ ��� �� ����� ��� ��� ������ ����������

����� ��� ������� ����������� � �� ���������� �� ������

�� ��� ���� ������� ��� ������������� ����������� ����� ������� ���� � ������� �� ���������� ��� ������ �����
�� ����������� ������������ �������������� �� ������������ ���� �� �������������� ���������� ��� �������
����������� ���� ����� ����� ��������������

���� ������ ���� ��� ������� ����������� ��� ������� ����������� ��� ��� �������� ����� �� ���������� ��
������ ���� �� ��������� �� ������� ���� �������� �� ��������� ������ ������������ ���� �� ���������� �����
�������� �� �� ����� ax3+ bx2+ cx+d = 0� ��������� �� ������������� ������� �� ���� ������ � ����� �������



�� ���� ������� ���������

�� �������
√−1 ���� ����� ����� �� ������� �� ����� ������ ��� �� �������� ���� ������������� ���� � �� ��������

�������

� ��������� �������� ������� ���� � �������� ��� ���� ������� ���������
√−1 ����� ��������� ���� ������

���� ������� ��������
√−1 ���� ��� ������� �������������� ����� ������� ������ �� �������� �������� ����

�� ���������� ��� �������������� �� ��������� �� ����� �� ��������� ��� ������� ����������� ����� �����
��������� ����� � ������ ����� ������� ��� ��������� ����� ��������� ���� ����� ������ �� ��������
���������� ������ �� ���� �� � ���������� ���� ����������� �� ���� ��� �� ���� ������ ������ ���� �� ���������� ��
��������� ��������� �� ������������� ����������� ���� �� ������ � ��� ����� �������������� ��� ���� �������
��������������� ������������� ���� ��� ��������� ��������� �� ������������ ������ ��� ������������� ��
����������� ����� �� ����� ��� �������� ����������� �������������� ���������� �� �� ��������� ���� ��� �������
������������

���� �� ���������� ��� ��������������� �� ���������� �� ���������� ���
������� ���������� ��� ������������� ��� ������� ��� ��� ��������� �� ���

������� ��������� ����� ��� ��� �������� �� ������ �� ���� ���� ������ ����������� ���
������������ ������ �� �� ������ �� ���� ��� �������������

��� ���������� �� ��������� ����������

����� �� �������� �� ������� ��� ����� ��� ������� ����� �� ���������� ��� ����������
��������

���������� ����� ��� ���� �������������� ��������� �� ������� ��� ������� ��������� � ������ ����� ��������
�� ���������� x2 + 1 = 0� �� ������ i ����� ��������� �� ��������� ���� ��� �������� �� ������ �� ������
�������� �� �������� ��� ���������� ��� ���� ���� ����� ���� ��� ������� ����������

��������� � ������ ��������� �������� ����������� ������ ������� ������ ����������� ����������
��� ��� ������� ���������

�� ������ i ������� ��� �������� �� ���������� x2 + 1 = 0� ���� i2 = −1�
�� ��� ��� z ��� �� ������ �������� ��������� ������ ���� ������� ������� ����� a �� b ���� ��� z = a + ib�
�� ����� a + ib ��������� ���������� ���������� �� z�

a ��������� �� ������ ������ �� z �� b ��������� �� ������ ���������� �� z�

�� ���� R(z) �� I(z) ��� ������� ������� �� ����������� �� z�

���� �� ��� �� b = 0� z ��� �� ���� ��� �� ���� �� ��� �� a = 0� z ��� �� ���������� ����
���� ������� ��������� ���� ����� ������� ����� ������� ����������� �� ������� ���� ������������� �������

������ z = a+ib �� z′ = a′+ib′ ���� ������� ���������� �� ����� ��� ���������� ���������� �� �� ��������������

��� ����� �� ������ �
z + z′ = (a + a′) + i(b + b′)
zz′ = (aa′ − bb′) + i(ab′ + a′b)

�� ���� C �� ������ �������� �� ��������

�� �������������� �� ���� ������� ��������� �� ���� ���� �������������� ��
��������� �� ������ �������������� (a + ib)(a′ + ib′) = aa′ + iab′ + iba′ + i2bb′� ����

����� i2 = −1� �� ������� (a + ib)(a′ + ib′) = aa′ − bb′ + i(ba′ + ab′)
���� ����� ���������� �� �������� ��� ����� ���������� ��� ��� ������� ����� ���� ��� ���������� �������� �

�� ����� ������� ��������� �� ��������� ����������



��� ����������� �� ��������� ���������� ��

����������� � ���������� �������� ��� ���������� ��� ��� ������� ���������

������ z1, z2, z3 ����� ������� ���������� �� � �

z1 + z2 = z2 + z1 �������������� �� +�
z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3 �������������� �� +�
z1z2 = z2z1 �������������� �� ×�
z1(z2z3) = (z1z2)z3 �������������� �� ×�
z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3 ����������������

0 + z1 = z1 �0 ��� �� ������� ������ ���� +�
0z1 = 0 �0 ��� �� ������� ��������� ���� ×�
1z1 = z1 �1 ��� �� ������� ������ ���� ×�

��� ��������� ���� ��� ������� ��������� ��������� �� ������ �� ��� ������� ��������� ��� ���� ���� ������
�������

��� ���������� ��� ��������� ���� �������� ��� ���������� �� �� ��������������
�� ��������� ��������� ��� ����� ���������� ��� ���������� �� �� �����������

���� �� ����� ���� ������� ��� ���� ������ �������� ��� ����� ���������� �� ������ �
�������������� ��������������� �������������� ��������������
������� ����� ��� �������� ������ ��� �� ����� ��� ������ ����� ����� ����������� ��
�� ������ �� ������ ������� ������� ��� ���������� ��� ����������

����������� � ������ ���� ������ ��������� ������� ���� ������ �������� ��� ���

���� z �� ������ ��������� �� � z + (−1)z = 0� ������������ ��� (−1)z ��� �������� �� z � �� �� ���� −z�
���� z′ �� ������ �������� ��� ��� ����� z′ ������� �� ������ ������� ��� ���� ����

1

z
�

�� ���� ���������� ��������� ��� ������� ������������

�������� �

��������� ��� ����������� �� ������� � �� ������� � ��� ������� �� �� ����� a + ib ���� a �� b ����
������
�� ������� ��� ������� ������� �� ����������� �� A� B� C �� D�

A = 1

3
i − 1

2
+ 1

3
i + 1

6
B = (1 − i) (1 + i)

C = (2i)3 + 2 − 5i − √
3

2
D = (2i)4 + 5i − √

3

2

���������� ������� ������ ��� ������������� �� ����������� �� ����������

�������� �

���� a �� b ���� ����� ���� ��� a ≠ 0 �� b ≠ 0� ���� �� ������ �������� z = a + ib�
�� ���� z = a − ib�
�� ������� ��� zz ��� �� ���� �� ��� ���� � zz = a2 + b2�
�� �� ������� �� ������ �� z × ( 1

a2 + b2 × z)�
�� ����������� ���� ��� ��������� �� z �



�� ���� ������� ���������

�� ��������� ���� ���������� �� �������� �� ������� �� ���� ����� �� ���������
��� ���� � �������� � ��� ������� ���� ������������� ��� ������� �

1

1 − 2i =
1 + 2i(1 − 2i)(1 + 2i) = 1 + 2i

1 − 4i2 =
1

5
+ 2

5
i

�������� �

��������� ��� ����������� �� ������� � �� ������� � ��� ������� �� �� ����� a + ib ���� a �� b ����
������
�� ������� ��� ������� ������� �� ����������� �� A� B� C �� D�

A = 1

3 + 2i B = 2i

3 − i −
1

2

C = 1(3 − i)2 D = 1 − i√
2 − 1

2
i

����� �������� �� ������

�� ������� �������� �� z �� ������ z ��������� ���� �� ������� ��������� �� �������� ��� ������� ���������
� �� ���� �������� ��� �� �������� ���� ��� ����������� ���� ��� �������� ����� �� ���������

��������� � ��������� ������ ���� ������ ��������

������ a �� b ���� ������� ����� �� �� ������ �������� z = a + ib�
�� ������� �������� �� z �� ������ z = a − ib�
�� ������� ������ �� z �� ������ ∣z∣ =√

a2 + b2�
�� ������� ���������� ��� ���������� �� ���������

����������� � ������ �� ������ ��� �� ��������

������ z1, z2, z3 ����� ������� ��������� ���� z3 ≠ 0� �� � �

z1 = z1 z1 × z1 = ∣z1∣2 z1 + z2 = z1 + z2
z1 × z2 = z1 × z2 ( 1

z3
) = 1

z3
z1 = z1 ⇐⇒ z1 ��� ����

������� �� ��� ������ �� ������ ��� �� ��������� �� �� ������ ��� ������ ���������� �� �������

����������� � ������ �� ������ ��� �� ������

������ z1, z2, z3 ����� ������� ��������� ���� z3 ≠ 0� �� � �

∣z1 × z2∣ = ∣z1∣ × ∣z2∣ ∣ 1
z3

∣ = 1∣z3∣ ∣z1 + z2∣ ≤ ∣z1∣ + ∣z2∣
∣z1∣ = 0 ⇐⇒ z1 ��� ��� ∣z1∣ = ∣z1∣

�� ������� ��������� ������������ �� ��������� ����������

�� ������ � ����� � �� ������ �������� �� ��������� �� ������ ���� ������
���� ���������� � �� ������ ������� �� �� ����� ���� ������� ��� �� �������� ���

����������



��� ����������� �� ��������� ���������� ��

�������� �

���������� �� �������� ���� �� ������ ��� ������� �������� �

A = 3i B = −4 C = 3 − i
D = 2i

3 + i E = 2 + 5i
1 − 2i F = 1(3 − i)2

�������� �

������ a �� b ���� ������� ����� �� z = a + ib�
������ �� �������� �� a �� b ��� ������� �� z + z �� z − z�

���������� ��������� ���� ������ �� ������� ���� ������ �� �� ����������� ���������

����������� � ���������� ��� ������� ������� �� ������� ������������ ���� ���� �� ��������

������ z, z1, z2 ����� ������� ��������� �� ���� λ �� ������ ����� �� ���� R (z) �� I (z) ��� ������� �������

�� ����������� �� z�

�� � �

R (z1 + z2) =R (z1) +R (z2) R (λz) = λR (z) R (z) = z + z
2

I (z1 + z2) = I (z1) + I (z2) I (λz) = λI (z) I (z) = z − z
2i

����� ����� ��������������� �� ������������

������� �������� ���� ������ ��������

���� �� �������� �� ��������� �� ����� �� � ��������� �� ������ �� ����������� ��������� �� �������� ���
�������� ���������� ��� ���� ���� ���� ������ ���� �� ������

����������� � ����� �� ������ ���������������

���� M �� ����� ��� ��� OM = 1� ����� �� ������ ������ θ ����� � 2π ���� ��� ���

M (cos(θ)
sin(θ))

θ ���������� � ������� (e⃗; ÐÐ→OM)�
����� ����������� ������ �� �������� �� ������



�� ���� ������� ���������

����� � α2 + β2 = 1
������ ���� ������� ����� α �� β�

α2 + β2 = 1 �� �� ��������� �� �� ������ �� ����� θ ��� ���

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
cos(θ) = α
sin(θ) = β �

�� ����� �� � ������� ���� ���������� ���� ���������� �� ������ �� θ � ������ �� �� �������� arctan�

�� x = 0 �
�� y > 0 �

θ = π
2
�

����� �

θ = −π
2

�

��� ��

����� �

�� x > 0 �

θ = arctan y
x

����� �

θ = arctan y
x
+ π

��� ��
��� ��

�������������� �� �� ������ �� ����� M (α
β
) ���� �� ������ ���������� ������ ���� �� ��� ������ ��������

�������� Γ� �� � ������������� �
α2 + β2 = 1 ⇐⇒ M ∈ Γ

�� ����������� ���������� ������ ����� �� �������� �

�� ����� ������ ������������ ��� �������� ������ � �����������

��������� � �������� ���� ������ ��������� ����� ���������������

���� z �� ������ �������� ��� ����
����� �� ������ �� ������ θ ����� � �� �������� �� 2π ���� ��� ��� �

z = ∣z∣ (cos(θ) + i sin(θ))
θ ��������� ���������� �� z �� �� �� ���� θ = arg(z)�
�� ��� ��� ∣z∣ (cos(θ) + i sin(θ)) ��� �� ����� ��������������� �� z�

�� ������� �� ������ ����� ���� �������� ���������� ���� �� ������� �� ����
����� ��� �������� ����� � �� �������� �� 2π ����� �� ���� ���������� ���� ����

��������� ����� �� ������

��� �������� ����������� ���� ������ ���������� ��� ��������� ��� ����� �� ����������� �����

����������� � �������� ���� ���� ���� ���� ���������� ���

���� z �� ������ �������� ��� ����

z ��� �� ���� ��� �� �� ��������� �� arg(z) = π �� arg(z) = 0 ��� ��������� �� 2π ����� ���� �� ��� ��

arg(z) = 0� �� ������ ���� ���� �������� ���� �� ��� �� arg(z) = π� �� ������ ���� ���� ��������

z ��� �� ���������� ��� �� �� ��������� �� arg(z) = π

2
�� arg(z) = −π

2
��� ��������� �� 2π �����



��� ����������� �� ��������� ���������� ��

�������� �

���������� �� ������� ���������� ���� �� ����� ��������������� ��� ������� �

A = 3i B = −i C = 12 D = −5
E = 1 + i√3 F = 2 + 2i G = 3 − 5i H = −5 − i

������� ��� �������� ��� ���������� ����������� ���������� �� ����������

���������� �� �� ���������� ��� �� �������� �� �������� ��� ���� ���������� ���� ����
eiθ = cos(θ) + i sin(θ)�

�������� �

������ z1 �� z2 ���� ������� ��������� ��� �����
�� ������ θ1 �� θ2 ��� ��������� �� z1 �� z2� ������� ���

z1 × z2 = ∣z1∣ × ∣z2∣ [cos (θ1 + θ2) + i sin (θ1 + θ2)]
���������� ��� ������� ������ �� ������� �� �������� ������� �� �� ����������� ���������

����������� � ������ �� ������ ��� ����������

������ z1, z2 ���� ������� ��������� ���� ��� ���� �� n �� ������� �� � �

arg(z1 × z2) = arg(z1) + arg(z2) arg ( 1

z1
) = −arg(z1)

arg (z1) = −arg(z1) arg (zn1 ) = narg(z1)

�������� �

������� ��� ���������� ��� n� ���� ���� ���� ������ n �� ���� ���� ������ θ �

(cos(θ) + i sin(θ))n = cos(nθ) + i sin(nθ)
�� �� ������ �� ������� �� �������

����������� � ������� �� ������

���� ���� ������ n �� ���� ���� ����� θ �

(cos(θ) + i sin(θ))n = cos(nθ) + i sin(nθ)

������� �������� �������������

��� ���������� �� ���������� ������ ������������ ��������� �� ������ ������������� �� �� �������� �������������
���� ������ �� ������ ���������

��������� � ����� �������������

���� ���� ����� θ� �� ���� eiθ = cos (θ)+ i sin (θ) �� ����� ���� �� θ ������� ���������� ���� �������� z ���

���� �� � �

z = ∣z∣eiθ
�� ��� ��� ∣z∣eiθ ��� �� ����� ������������� �� z�



�� ���� ������� ���������

�� ����� ������������� ������� �� ���� ��� � ����� � �������� ������������� ���
������ ��� ���������� �������� �������� �������������

����� �������� ������������� �� �� ���� ������ ���� ��� ��������� ���������������� ����
� ��������� �� �� ������� ��� ������������ ��� ��������� �� �������� � ����� ��� ����
����� ������������ �� ��� ���������� �� ������������ ����� ��� ���������� �������������
���������� �� ����������� ����������� �����������������

�������� �

�� ���������� ��� ������� �� ��������� ��� ������� ��������� �� ������� ���� �������� ��������������

A = 3i B = −4 C = 1 − i
D = 2i√

3 + i E = 1 + i
1 − i F = 1(√3 + i)2

�� ���� ����� �� ������ ���������� ���������� �� ����� ������������� ���� ���������� ��� �������
�������� �

G = i10 001 H = (1 + i)11
J = (−1 − i√3)7 K = (1 + i)25(√3 + i)12



�������� �

���������� �� ��������� ��������������

� ���� ��� ����� �� �� ���� ��� ������� ���������� �� �� ���� ��� ��������� �� ���
��� ��� ��������� ��� ������� ��� ������������� ��� ���� ��� ���� ��������� ��� ���
��� ��� ���� ������ ������������ ���� ��� ���� ��� �� �� ���� ���� �� ���� ��� �� ��������
�� ������ ��� ������ ��� �������� �� ��� ����������� �������� � ����� ������� �� �������
��������� ��������� �� ����������� ���� ���� � ���� ������� ������ ���� ����������� ���
� ���� ������� ���� �� ���������� ������ ���� �������� ���� �� ��� ������ ���� �� ����
����� ��� ������ ����� ��� ����� �� ��� ��� ��� ��

����� ����� ������������ ��� ������� �� ������ ����

�� ������ �� ���������� ��������� ���� �� ������� ��������������� ��� �������� �� �� �������� ����������
��� �������� �� ������� �������������� ����� ���������� �� ��������� ������ �� �� ������ �� �� ����������
��������� � �� ������� �������������� ���� ����� � ����������� ���� ������� ������ �� �� �������� �� �� ������
�� � �� ������������ ��� ����� �� ������ �� ������� ��� ������ �� ������� �� ������� ������������ ������
����������������� �� �������� �� ���� ��� ��������������� ����� �������� ������ �� �� �������� ���������
��� ��� �������� ����� �� ������� ����� �������� �� �� �������� ���������� ��� ����� �������� ������� �� ���
���������� ��������������
���������� ����� �������� ������������� ���� ���� ��� ���������
���� ������ ������� ���� �� �������� ��� ��� ������������ �� ������ ����������
�� ���������� �� ��� ��������� ����������� �� ����� ����� � �� ������ �� ��������� ���� ���� ������������
�������� ���������� �� �������� �������

��� ���������� ��� ��������� ���������

�� �������� �� ������ �� ���������� ���� ������� �� ������ ��������� ���� ��
������� �� ���� ������� ����� ��������� ��������� �

� ��� �������� ��� �������� ��� �� ���������� I �������� ���� ������ ��� ������ �� ���
��� ������ �� ����� �� ������� �

����� ��������� �� ��������� ����������

�� ��������� ��� �� ������� ����� ����������� ���������� �� �� ������� ����� ���������� �� ��������� ���� ����

��������� � ��������� ����� �������� ��������

���� ��� �������� f ��������� ������ ��� �� ���������� J �

����� �� ������ �� ����� ��� �������� F ����� ���� ���� ���� x �� J �

F ′(x) = f(x)� �� ��� ��� F ��� ��� ��������� �� f �

�������������� �� ������������� �� ����������� ��� ���������� �� ���� �� ������ ���������



�� ���� ��������� ���������������

�� ���� �������� ���� �������� ��� ������������ ��� ���������� �� ��������� �� ���������� ��� �������� ��
�����������

�������� �

���� ������ ��� ��� ��������� ���������� ��� ��������� �� �� �������� ���� �� ���� ������� ����������
�� ����������

f1 ∶x ↦ 1 f2 ∶x↦ 2x f3 ∶x↦ ex f4 ∶x ↦ 1

x

f5 ∶x ↦ cos(x) f6 ∶x↦ sin(x) f7 ∶x↦ 1

1 + x2 f8 ∶x ↦ 1√
1 − x2

�� ����� ����� ��������� ����� ��������� �� ����� ���� ��� �������� ������� ��
������ ��� ������� �� ���������� ����� �� ������ �� ����������� ���� ����

����������� � ��� ���������� ���� ������� � ��� ��������� ����

���� f ��� �������� ��������� ������ ��� �� ���������� I �� ���� F ��� ��������� �� f �

F̆ ������� ���� ��� �������� ������ ��� I� ����� �

F̆ ��� ��� ��������� �� f �� �� ��������� �� F̆ − F ��� ��������� ��� I�

�������������� �� F̆ ��� ��� ����� ��������� �� f � �� �������� F̆ − F ��� ��������� �� ���� ���� x �� I�(F̆ − F)′ (x) = F̆ ′(x) − F ′(x) = f(x) − f(x) = 0� �� �������� F̆ − F ��� ���� ���� ����������
��������������� �� F̆ −F ��� ��������� �� ����� �� ������ k� �� � ����� ���� ���� x �� I� F̆ (x) = F (x)+k�
�� ������������ F̆ ��� ��������� �� �� � F̆ ′(x) = F ′(x) + 0 = f(x)� �� �� ������ ��� F̆ ��� ��� ��������� ��
f �

������ ��� ���������� ����� �������� ������ ���� ���� ������ � ��� ���������
����� �� ���� �� ��������� ��� ��������� F �� f ���� ������ ��� ������ ��� ������

���������� ���������� F + k� ���� k ����������

�� ��������� ������� ������ �� ������� ��� ���� ���������� ����� ���� �������� ���� ������ �� �� ���������
�� ����� ���� ������ �� �� ������ �� ������

����������� � ������� �� ���� ���������� ����� ���� ��������

���� ��� �������� f ������ ��� �� ���������� I� ������ F �� F̃ ���� ���������� �� f � �� � �� ���������

�������� � ∃x0 ∈ I /F (x0) = F̃ (x0) ⇐⇒ ∀x ∈ I, F (x) = F̃ (x)

�������������� �� ���������� ��� ��������� �� ����� �� ∀x ∈ I, F (x) = F̃ (x) ������ ���� ��� �

∃x0 ∈ I /F (x0) = F̃ (x0)
�� ������� ���������� �� ���� ������� �� ������� ∃x0 ∈ I /F (x0) = F̃ (x0)�
����� F �� F̃ ���� ��� ���������� ����� ���� ��������� ���� ��������� ��� ��� ��������� �������� ��
����������� ������� ��� ��������� �� ���� ������������ ����� ��������� ��� �� ����������� ����� � F (x0)−F̃ (x0) =
0� ������ �� ��������� ��� ���� ��������� ��� �� �������� ������ ��� ���� ��������� F �� F̃ ���� ���� �������



��� ���������� ��� ��������� ��������� ��

������� �� ����� ������������ �� ������� �� �����������

���������� � ��������� ����� �������� �������� ���� ��������� ��������

���� ��� �������� f ������ ��� �� ���������� I� ���� x0 ∈ I �� k �� �������

����� �� ������ ��� ������ ��������� �� f ����� F ����� ��� F (x0) = k�
�������������� �� ���� ������ ��������� ������� ��������� F̃ �
��� ������������� �� �������� F ∶ x ↦ F̃ (x)−F̃ (x0)+k ������ F (x0) = k� �� ����� ��� ������������� �� ��������
F̃ − F ��� ���������� ����� � −F (x0) + k�
������ F ��� ��� ��������� ����� ��� F (x0) = k� ��������� �� F ���� ����� � ����� �������� ��� �� �����������
�����������

����������� � ��������� �� �� ���������

������ f �� g ���� ��������� ���������� ������� ��� �� ���������� I� ���� λ �� ������ ����

������ F �� G ��� ���������� �� f �� g�

����� �� �������� F +G ��� ��� ��������� �� f + g �� �� �������� λF ��� ��� ��������� �� λf �

�������������� ���� ������� ����������� ��� ���������� �� �� ������� ����� ����� �� ���� ������� ��� ��
�����

����� ������� �� ����������

�� �������� ��� ������� ��� �� ������� �� ���������� ��� ��������� �������� ���� ��� ������� �������� �����
������ �� ������ �� �����������

������� ���������� �� ��������� ��������

������� �� ���� ������ ��������� ��� ������ � ��� ��������� ���� � �� �� ����� ������ �� �� ��������� �����

�������� ���� �� ���� ������� ��� ��������� ���������

n ������� �� ������ ������ �������� �� −1�
k �� α ���� ��� ������� ����� ���� ���� α ≠ −1�

��������� f(t) F (t)
R k kt

R ��� R∗ �� n < 0� tn 1

n+1
× tn+1

R+
∗

tα 1

α+1
× tα+1

R et et

R∗
1

t
ln ∣t∣

R cos(t) sin(t)
R sin(t) − cos(t)

R/ {π
2
+ kπ, k ∈ Z} tan(t) − ln ∣cos(t)∣

R
1

1 + t2 arctan(t)

] − 1; 1[ 1√
1 − t2 arcsin(t)



�� ���� ��������� ���������������

������� ����������� �� �� ��������� �� �� �� ������� �� ���������� ��������

��������� ��� �� ��������� ��� ���������� �������� �� �� ��������� �� �� ����������� ������ �� ���������� ���
��������� �� f + λg ����� ����� F + λG ��� F �� G ���� ��� ���������� ����������� �� f �� g��
����� �� ����� �������� ��������������

�������� �

���� ������ ��� ��� ��������� ���������� ��� ��������� �� �� �������� ���� �� ���� ������� ����������
�� ����������

f1 ∶x ↦ x2 + 3x − 5 f2 ∶x ↦ 2x1/3 − 3x1/2 f3 ∶x↦ 3ex + 1

x

f4 ∶x ↦ 1 − sin(x) f5 ∶x ↦ cos(x) − 3 sin(x) f6 ∶x↦ 4

1 + x2 − 3
f7 ∶x ↦ 2 tan(x) − cos(x) f8 ∶x ↦ −1√

1 − x2 + 12x

�� ������� �� �� ���������� �������� ������� ��������� ��� ������������ �� ������ �� �����������
�� �������� �� ������� ��� ��� �������������� � ������� � �� ����� ���������� ��� �������� �� ���������� ��������

�������� ���� ������� u′eu� u
′
u
� nu′un−1� u′

1 + u2 ����
��������� ��� �������� � ������� ��� ����������

�������� �

���� �� �������� f ∶ t↦ e2t+3� �� ���������� ��� ���� ���� t� f(t) = 1

2
×2e2t+3� ���������� ��� ���������

�� f �

�������� �

m �� p ��������� ��� ������� ����� ���� ���� m ≠ 0�
���� �� �������� f ∶ t↦ emt+p� �� ����������� �� ���������� ���������� ���������� ��� ��������� �� f �

�������� �

���� �� �������� g ∶ t ↦ 1

2t + 3 � �� ���������� ��� ���� ���� t� g(t) = 1

2
× 2

2t + 3 � ���������� ���

��������� �� g�

�������� �

m �� p ��������� ��� ������� ����� ���� ���� m ≠ 0�
���� �� �������� g ∶ t ↦ 1

mt + p � �� ����������� �� ���������� ���������� ���������� ��� ��������� �� g�

�������� �

m �� p ��������� ��� ������� ����� ���� ���� m ≠ 0�
α ������� �� ������ ���� �������� �� −1�
���� �� �������� h ∶ t↦ (mt + p)α� �� ����������� �� �� ��� �������� ���������� ��� ��������� �� h�

�������� �

���������� ��� ��������� �� �� �������� n ∶ x ↦ xe−x2

�



��� ��������� ��������������� ��������� � ������������ ��������� ��

�������� �

���� �� �������� r ∶ t ↦ 1

t2 + 2t + 3 � �� ��������� ��� ��������� ��� �� ����� ��������� ����� �������� ��

������ ������ ���������� ��� ��������� �� r�

�������� �

���������� ��� ���������� ��� ��������� ��������� ��� ���������� �� 1 �

f1 ∶x ↦ 2 f2 ∶x ↦ x2 − x f3 ∶x↦ ex + 3 f4 ∶x ↦ 1

x

f5 ∶x ↦ 1

2
√
x + 1 f6 ∶x ↦ 3

√
x − 2 f7 ∶x↦ ex

ex + 1 f4 ∶x ↦ ex

e2x + 1

��� ��������� �������������� ��������� � ���������� ���������

����� ��������� �� ������� �����

������� ��������� �� ��������� ��� ���������

��������� � �������� �� ������� ����� � ���������� ���������� ������ ������� ��������
��������

������ �� ������ a ∈ R �� ��� �������� b ������ �� �������� ��� �� ���������� I�

y ������� ��� �������� ������ �� ��������� ��� I�

����������

y′(x) + ay(x) = b(x) (E1)
��������� ��� �������� ������������� �� ������� ����� � ���������� ����������
�� �������� b ��������� �� ������ ������ �� ����� ���������

��� �������� �� ����� �������� ��� ������������ I ��� ��� �������� y ��������� ����� ��� ���� ���� x �� I�
��������� (E1) ��� ��������

����� ����������

y′(x) + ay(x) = 0 (H1)
��������� ���������� ������������� �������� ��� ���� ������ ������� ���������

����������� � ��������� ��� ��������� ����� ����� ��������

�� ������� ��� ����� ���������� ��� �������������

�� ������� ��� ϕ1 ��� ��� �������� �� (E1)�
����� ��� �������� ϕ2 ��� �������� �� (E1) �� �� ��������� �� ϕ2 − ϕ1 ��� �������� �� ���������� ��������(H1)�

�������������� �������� �� ���� �������
�� ������� ��� ϕ1 �� ϕ2 ���� ���� ��������� ��� �� ���������� I�
���� �� ���� ���� ���� x �� I �

ϕ′2(x) + aϕ2(x) = b(x)
ϕ′1(x) + aϕ1(x) = b(x)



�� ���� ��������� ���������������

��� ������������ �� ��� ���� ���������� �� ������� ���� ���� x �� I �

ϕ′2(x) −ϕ′1(x) + aϕ2(x) − aϕ1(x) = 0
�� ��������� �� ��������� �� �� ������� �� �� ����������� ��� a �� ������� �

(ϕ2(x) −ϕ1(x))′ + a (ϕ2(x) − ϕ1(x)) = 0
�� ��� ������� ��� ϕ2 − ϕ1 ��� ���� �������� �� ���������� �������� (H1)�
�������� �� ���� ����������� �� ������� ��� ϕ1 ��� �������� �� ������ �������� ϕ2 ��� ����� ��� ϕ2 − ϕ1 ���
�������� �� ���������� ��������� �� ���� θ = ϕ2 − ϕ1�
�� ������ �� ������� ��� ϕ2 = ϕ1 + θ ��� �������� �� (E1)� �� �������� ���� ���� x �� I �

ϕ′2(x) + aϕ2(x) = (ϕ1 + θ)′ (x) + a (ϕ1 + θ) (x)
= ϕ′1(x) + θ′(x) + aϕ1(x) + aθ(x)
= ϕ′1(x) + aϕ1(x) + θ′(x) + aθ(x)

�� ϕ1 ��� �������� �� (E1) ���� ϕ′1(x) + aϕ1(x) = b(x) �� θ ��� �������� �� (H1) ���� θ′(x) + aθ(x) = 0�
����������� �� ������� �

ϕ′2(x) + aϕ2(x) = b(x) + 0
�� ��� ������ ���� ��� ϕ2 ��� �������� �� (E1)�
���������� � �������� ������������� �������� ��������

���� f0 ��� �������� �� ���������� (E1)�
����� ���������� ��� ��������� �� (E1) ���� ��� ��������� �� ���������� �

{f0 + y0 �� y0 ��� ��� �������� �� (H1)}
�� ��� ��� f0 ��� ��� �������� ������������ �� ���������� (E1)�

������� ���������� �� ���������� ��������

�� �� ������������ � �� ���������� �� ���������� ���������

����������� � ��������� �� ���������� ��������

y ��� ��� �������� �� ���������� �������� (H1) �� �� ��������� �� �� ������ �� ���� k ��� ��� �

∀x ∈ I, y(x) = ke−ax

�������������� �������� �� ���� ����������� ���� ��� �������� ���� ������������ ��� ���� ���� x �� I�
y(x) = ke−ax�
�� � ������ ���� ���� x �

y′(x) + ay(x) = (ke−ax)′ + kae−ax
= −kae−ax + kae−ax
= 0

�������� ���������� �� ���� ������� ���� y ��� �������� �� ���������� ������������� ���������
����������� ���� ���� x �� I� �� �������� ϕ(x) = y(x)eax� �� �� ������� ��� ϕ ��� ����������



��� ��������� ��������������� ��������� � ������������ ��������� ��

�� ����� ���� ���� x �

ϕ′(x) = y′(x)eax + ay(x)eax
= eax (y′(x) + ay(x))
= 0

������ ϕ ��� ���� ���������� ���� �� ������ �� ���� k ��� ��� ���� ���� x� ϕ(x) = k� ����� � ����

y(x)eax = k ⇐⇒ y(x) = k

eax
= ke−ax

������� ���������� ��� ��������� �������������

�� ��� ��� ���������� ��� ��������� �� ���������� �������� �� �������� ��� �� ������ ���������
�� ��������� �� �� �������� ������������ ����� �� ��������� �������� �������� �� �� �������� ��� �� ������� ���
�������� � ���� ��� �� �������� �� ����� ����������
�� �������� ������� ��� �� �������� ��� �������� �� �� � ���� ������� � ��� �� ������ �������

����������� � ��������� ������������� ����� �������� ������������� �� ������� �����

�� ��������� ��� �������� b ������ ��� �� ���������� I �� �� ������ a�

�� ����������� � ��� ��������� ������������� �� ����������

y′ + ay = b (E)
������ �� ������� ������� ������� ��� ��������� ������������� �� ����� �������� ���� ��������� ������ �� b

������ ������ �������� ������������

x ↦ P (x) x↦ Q(x)
���� Q �� ��������

x ↦ eαx x↦ Aeαx

���� A ∈ R

x ↦ cos (ωx) x↦ A cos (ωx) +B sin (ωx)
���� (A; B) ∈ R2

x ↦ P (x)eαx x↦ Q(x)eαx
���� Q �� ��������

x ↦ P (x) cos (ωx) x↦ (A(x) cos (ωx) +B(x) sin (ωx))
���� A �� B ���� ���������

x ↦ cos (ωx) eαx x↦ (A cos (ωx) +B sin (ωx)) eαx
���� (A; B) ∈ R2

x ↦ P (x) cos (ωx) eαx x↦ (A(x) cos (ωx) +B(x) sin (ωx)) eαx
���� A �� B ���� ���������

�� ������� �� ������ ������ ������� ���� ����� �� ����� �� ��������� �� �������� ����������� �� ������� ����
�������� ����� ��������



�� ���� ��������� ���������������

����������� � �������� �� �������������

������ a �� ������� �� b1 �� b2 ���� ��������� ��������� ��� �� ���������� I�

������ λ1 �� λ2 ���� ������

�� ������� ��� f1 �� f2 ���� ��� ��������� ������������� ����������� �� y′ + ay = b1 �� y′ + ay = b2�
����� λ1f1 + λ2f2 ��� ��� �������� ������������ ��

y′ + ay = λ1b1 + λ2b2

�������� ��

������� ����� ������������

����� ���� �� ��� �� ���� ������ ��� ������ ��������� �� �������� ��� �������

����������� � ������� ��� ��������� ���� ���������� ���������

�� ������� ��� ����� ����������� ���� α ∈ I �� β ∈ R�

�� ���������� (E1) ����� ��� ��������� ����� �� ������ ��� ������ �������� ϕ ����� ���

ϕ(α) = β

�������� ��

�� ��������� �� ������������ ������� �� ������������ ��� ������ �� �������� C �� ��� ���������� R

�������� �� ����� ��� �� ���������� �� ������� ��������� E0 > 0�
�� t = 0� �� ����� ���������������
�� ���� U(t) �� ������� ��� ������ �� �������������

�� ���������� ���������� ������������� ������� ��� U(t) ����� ��� �� ������� �������� U(0)� �� ������
����� τ = RC�

�� �� ������� ������������ �� U(t)�
�� �� ���� �� ������� �� ����� ������ U(t) = E0

2
�

�������� ��

�������� ��� ��������� �������������� ���������� ���� ���������� ��������� �

(Ea)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y′ + y = x2 + 1
y(1) = 1 (Eb)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

y′ + 3y = cos(2x)
y(π) = 0

(Ec)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y′ − y = xe−x
y(0) = 2 (Ed)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

y′ − 3y = sin(x)e−x
y(0) = 1

�������� ��

��������� ��� ���������� �� ���������� ��� �� ������ ���� �������������
�� ������� ����� ������� ��� �� ���������� ��� ���������� �� ������� ��� ������� E0 cos(ωt) ���� ω ∈ R+∗�
���������� ���������� ������������� ������� ��� �� ������� ��� ������ �� �������������

������ ��� �������� ������������ �� ����� �������� � ���� �� ����� � t↦ A cos(ωt−ϕ) �� ���������� ��
�������� �� E0� τ �� ω� ��� ������� �� A �� ϕ�



��� ��������� ��������������� ��������� � ������������ ��������� ��

����� ��������� �� ������ �����

������� ��������� �� ��������� ��� ���������

��������� � �������� ������������� �� ������ ����� � ���������� ���������

������ a� b �� c ����� ���������� ����� ���� a ≠ 0
���� d ��� �������� ������ ��� �� ���������� I�

����� y ������� ��� �������� ��������� ���� ���� ��� �� ���������� I�

�� ��� ��� ����������

ay′′(x) + by′(x) + cy(x) = d(x) (E2)
��� ��� �������� ������������� �� ������ ����� � ���������� ��������� ���� ������ ������ d�

����������

ay′′(x) + by′(x) + cy(x) = 0 (H2)
��������� ���������� �������� �������� � (E2)�
����������� � ��������� ��� ���������� �������� �� �������������

���� ϕ1 ��� �������� �� (E2)�
����� ϕ2 ��� ��������� ��� �������� �� (E2) �� �� ��������� �� ϕ2 −ϕ1 ��� �������� �� ���������� ��������(H2)�
����� �� �������� �� ������������� ����������� ����� � ���� ��� �� f1 �� f2 ���� ��� ��������� �������������

����������� �� ay′′ + by′ + cy = d1 �� ay′′ + by′ + cy = d1 ����� λ1f1 + λ2f2 ��� ��� �������� �� ay′′ + by′ + cy =
λ1d1 + λ2d2�

������� ���������� �� ���������� ��������

����������� � ��������� �� ���������� ��������

���� ������� ��� ��������� �� ���������� �� ���������� �������� (H2)� �� ������ ����������

az2 + bz + c = 0
����� �������� ��������� ���������� ��������������� �� (H2)�
�� ������� ���� ��� ������������ Δ = b2 − 4ac �� �� ��������� ����� ��� �● �� Δ > 0� ����� ��� ��������� �� (H2) ����������

x↦K1e
r1x +K2e

r2x

�� r1 �� r2 ���� ��� ������� �� (K1; K2) ∈ R2 �● �� Δ = 0� ����� ��� ��������� �� (H2) ����������
x ↦ (K1 +K2x)erx

�� r ��� �� ������ ������ �� (K1; K2) ∈ R2 �● �� Δ < 0� ����� ��� ��������� �� (H2) ����������
x↦ (K1 cos (ωx) +K2 sin (ωx)) eαx

�� α = R(r1) = R(r2) �� ω = ∣I(r1)∣ = ∣I(r2)∣� ���� r1 �� r2 ��� ������� ��������� ����������� ��(K1; K2) ∈ R2�

�� ����� �������� ���� ��������� ���� ����� ���������� ����������������



��� ���� ��������� ���������������

�������� ��

a� b �� c ���� ��� ������� ���� ���� a ≠ 0�
�� ��������� ���������� �������� �

ay′′ + by′ + cy = 0 (H2)
���� r ∈ R �� ������� ������� ��� �� �������� ϕ ∶ x↦ erx ��� �������� �� (H2) �� �� ��������� ��

ar2 + br + c = 0

��� ��������� x↦ erx �������� ��� ����� �������� ���� �� ���������� ��� �����
����� �������������� ��������� � ���������� ���������� �� ���� �������� �����

���������� �� ���������� ��� ��������� ��������� ���������������� �� ��� ������� ����
������� ��� ������ �������� �� �� ������������� �����������

������� ���������� ��� ��������� �������������

���� ���������� ��� ��������� �������������� �� ������� �� ���� ������� ��� ���� �� ��� ��� ��������� ��
������� ������ ����� � ���� ����� ��������� ��� �������� � �� �� ���� �������� �

�������� ��

�������� ��� ��������� �������������� ��������� �

(Ea) y′′ + 9y = 18 (Eb) y′′ + y′ + y = 12 + x
����������� �� ��������� ��� ��������� ������������� ���� ����� �� ��������

����������� � ������� ��� ��������� ���� ���������� ���������

�� ������� ��� ����� �����������
���� α ∈ I �� (β1; β2) ∈ R2�

�� ���������� (E2) ����� ��� ��������� ����� �� ������ ��� ������ �������� ϕ ����� ���

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ϕ(α) = β1
ϕ′(α) = β2

�������� ��

�������� ��� ��������� �������������� ���������� ���� ���������� ����������

(Ea)
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
y′′ + y = cos(2x)
y(0) = 1
y′(0) = 1 (Eb)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
y′′ + 2y′ + y = sin(2x)
y(0) = 1
y′(0) = 0

(Ec)
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
y′′ + y = x cos(x)
y′(0) = 0
y(0) = 1



�������� ��

������������ ��� ������� ���������

� ������� ��� �������� � ������ �� ������ ���� ������ �� ��������� �������� ����
��������� ��������� � ������ �������� ���� ����� ������������� � ��� �������� ����
���������� ��� ����������� ���� ����� � ������� �� ��� �� ������� ��� ������ ����� ����
���� ������� ����� �� ����� � �� ������ ��� ������������� ���� ������ � �� ������� � ��������
�������������� ������������

������� ������ ������������ ��� �� ��������� ���������������

���� ������������� �� ��������� ������������ �� ������ �����

�������� �

�� ���������� ��� ������ ���������� ��� ����������� ���������� ���� z �� ��������� ���������� �����
���� ������������� ���� C �� ���������� �������������� �� ��������� �������� ������������

A = z2 + 1 B = 2z2 + 5 C = z2 − 2z + 4
D = z2 + z + 1 E = z2 + 6z F = z2 − 5

�� �������� ��� C ��� ��������� ���������� �� ������ ���������� �� �� ��� ��������

�� z2 = −9
�� z2 + z + 1 = 0

�� z2 − 2z + 1 = 0
�� 4z2 − 2z + 1 = 0

�� ������
√−1 = i� ���� �� ����� ����� �� �� � �������� � ��� �������� ������

���������� ��� �������� �� �������� ��� ��������� �� ��������� �� ������ ����
�������� ������
x2 + 9 = (x −√−9) (x +√−9) = (x − 3√−1) (x + 3√−1)
����� x2 + 9 = (x − 3i)(x + 3i)�

����� �� ���������� �� �������� � ���������� ���������� ������������ �� ����� ������

����� � ���������� �� δ2 =Δ
���� Δ ∈ C∗� �� ������� δ ��� ��� δ2 =Δ� �� ������ x =R(δ) �� y = I(δ)� �� � ������������� �

δ2 =Δ ⇐⇒
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x2 − y2 =R(Δ)
2xy = I(Δ)
x2 + y2 = ∣Δ∣

�� ������� �� ����� ��������� � ���� ��������� ������ �� ������� ��� ���� ����������



��� ����� ����������� ��� ���������

�������� � ������������� ���� �������� �� ����� ���� � ���������� ���������

������ (a; b; c) ∈ C∗ ×C×C� ���� ���������� z ↦ az2 + bz + z� �� ���� �������� Δ = b2 − 4ac ���� �� �������

�� ������ δ ∈ C ��� ��� δ2 =Δ�

�� � ������ ���� ���� z �

az2 + bz + z = a(z − α1)(z − α2)
���� α1 = −b + δ

2a
�� α2 = −b − δ

2a
�

�� ��������� δ �� ���������� �� ����� ��� ��������

�� ��������� ��� �������� ���������� ���� ���� �������� �� ���������� ���� C�
�� ����� ���� ���� ����� ������ ��� �������������� �� �� ���������

�������� �

�������� ���� C �

�� z2 + 1 +√
3i = 0

�� z2 + i = 0
�� 2z2 − 4z + 1 + i√3 = 0
�� (−1 + i√3) z2 − 2(1 + i√3) z + 2 = 0

�� z2 + 5z + 7 + i = 0
�� z2 + (3 − i)z + 4 − 3i = 0
�� z2 + (3 + 2i)z + 1 + 3i = 0
�� z2 + (3 − 2i)z − 25 − 25i = 0

���� ������������ �� �� ����� ������������� �� ������ �� � �� �������������

������ �������� U

��������� � �������� U

���������� ��� ������� ��������� �� ������ � ��� ���� U�

�������� �

������ (z1; z2) ∈ C∗ × C� ������� ��� ���������� �

�� �� (z1; z2) ∈ U ����� z1z2 ∈ U�

�� z1 ∈ U �� �� ��������� �� z1 = 1

z1
�

�� z1 ∈ U �� �� ��������� �� z1 ∈ U�

�� �� z1 ∈ U �� �� n ∈ Z ����� zn1 ∈ U�

������ ���� �� ������ �� �������

�� �������� ��� ���� ��������� ���� ��������� �� ��������� �� �� ����� ��������������

�������� �

������ ��� ������� α = e iπ3 �� β = e iπ4
�� ���������� ��� ������ ����������� �� α� β ���� αβ�

�� ������� ��� ���������� �� αβ ���
7π

12
�



���� ������� ���� U ���

�� �� ������� ��� ������� ������� �� cos(7π
12

) �� sin(7π
12

)�

�������� �

���������� �� ����� ������������� �� α = 1

2
+ i

√
3

2
�

�� ������� �� ������ �� α2017

��� ����� ����������� ������� �������� �� ������ �� ��������

�������� �

�� ������� � �������� ���� ���������� ��� ��������� ���������� z6 = 1�
�� ���������� �� ����� ������������� ��� ���������������� �� z� �������� ��� ��������� ��������� �

�� ������ ��� ���������� ������� ��� �� ������ ����� ����� �������� �

�� ������ ��� �� ������� ����������� ������ ��� ���������� ����� ����� �������� �

�� �� ������� ��� ���������� ������� ��� ��������� ���� �� ��������� ��� ��������� �������������� ��
������������

��� �������� �������� �� ��� ����������� �� ����������� ���������

����������� � ������� ������� �� �������

���� n �� ������ ������ ��������

����� ���������� zn = 1 ��������� n ��������� ���� C ���� ��� ��������� �������������� ����

{ei0; ei2π/n; ei4π/n; ei6π/n; ⋯; ei2(n−1)π/n} = {e2ikπ/n, k ∈ [[0; n − 1]]}
�� ���� Un ���������� ��� ������� ������� �� ��������

���� �� �������� �� ������������ �� ��������� ������� ���� ���������� ����������

�������� �

�������� ��� C �� ������� ��� ��������� ���� ����� ������������� �� �����������

�� z2 = 1
�� z2 = 5

�� z4 = 1
�� z4 = 2

�� z3 = 1
�� z3 = 8

�� �� ����������� �� ����� ��� �� ��� ������� �� �������� �� ���������

�������� �

�� ������� � �������� ��� C� z2 = 1 + i�
�� ������� �� ������ 1 + i ���� ����� �������������� ���������� ��� ��������� ������� ��� ����������
�� �� ������ ����� �������� z�
�� ������� ��� ��������� ���� ����� ��������������



��� ����� ����������� ��� ���������

������ ���� �� �������������

����������� � ���� ����� �������������� ������� �� �����

���� θ �� ������ �� ������� ��� �������� ��������� �

cos(θ) = eiθ + e−iθ
2

sin(θ) = eiθ − e−iθ
2i

�������� �

��������� �� ����������� �����������

�������� �

a ������� �� �������
�� ��������� ����� ����������� �� ��� ��������� ������������ �� �� ������� �� ������� ������ ��� ������
����������� ��

A = cos(a)3 B = sin(a)3 C = cos(a)4 D = sin(a)4

�������� ��

a ������� �� �������
�� ��������� �� ������� �� ������� ������ ��� ������ ����������� ��

A = cos(3a) B = sin(3a) C = cos(4a) D = sin(4a)
����������� �� ���������� ��� ������� ��� cos(4a) =R ((cosa + i sina)4)

���� ���� ���� �� ��������� �� ����

������ ������ ������ �� �������

��������� � ����� ���� ��������� ����

�� ����� �� ���� ���� ������ ����������� z ������� �� ������ ���������

�� ����� �� z ��� �������� ����� M �� ����������� (a
b
)

���� a =R(z) �� b = I(z)� �� �� ���� ������� M(z)�
������� ����� �� ��� ��� z ��� ������ �� ����� M(z)�
�� ����� �� ������� ����� �� z ��� �� ������� u⃗ �� ����������� (a

b
)�

�� ���� ��������� ��� z ��� ������ �� u⃗�

� �� ������ �������� ���������� ��� ������ ����� �� ��������������� ��
������� �� ���������� �� ���� �� ����� �� ����� �� ��� ���� ���� �������

������������� �� �������� ��� ��������� �� ��������� ���� ��� ������� ����������

�� ���� ��� ���� ��������� ���� ������� ��������� �



���� ���� ���� �� ��������� �� ���� ���

��������� �� ���� �� ��� �� z ��� �� ���������� ���� ���������� �� z ��� ������ �� ��� �� ��� �� �������
����������� � ������� �� z ���������� � ����� ��� ��������� �

��������� �� ���� �� ��� �� z ��� �� ���� ���� ���������� �� z ��� ������ �� ��� �� ��� �� ������� �����������
� ������� �� z ���������� � ����� ��� ��������� �

����������� � ���� ��������� ��� ��� ������ ��� ��� �����������

����� �� ��� �� �������������� ��� ������� ��������� ���� ��� ������ �� ����� �� ����� �� ���� ���������
�� ������� ����� ����� ��� ��������� ��� ��� ��� ����� �� ����� ��� ��������� ��� ��� ��� ������������
�� ����� �� ������ z ��� �� ���� ��� �� �� ��������� �� ��� ����� M(z) ���������� � ����� ��� ����������

�� ����� �� ������ z ��� �� ���������� ��� �� �� ��������� �� ��� ����� M(z) ���������� � ����� ���
����������

�� ����� �������� �� ������ ������� ���� ������ ���� �������� ��� �������������

��� ��� �����

��� ��� �����������
�

M(z)
����� �� z = a + ib

�

M(z′)
����� �� z′ = ib

�

M(z′′)
����� �� z′′ = a

�������� ��

������ a �� b ���� ����� �� �� �������� z = a + ib ������� M ���� �� ���� ���������
���� M ′ ������� �� ������ z

�� �� ������� a �� b ���� ����� �������� ���� ���� � ����������� � ����������� ����� �� ������ ��� ������
�� ������� M �� M ′�

�� ����������� �� �������� �� a �� b� �� �������� OM � � ���� ���������� �� ������ �

�� ����������� �� �������� �� a �� b� �� �������� OM ′� ��� ������������� �

������ ��������������� ����� C �� �� ��������� �� ���� ����������

��� ��������� �� ��������� �� ���� ��������� ������� �� ���������� ���� �� ����� ��� ������� ����������

����������� � ������������ ����� �� ��������� �� C

������ za �� zb ���� ������� �������� ����������� A �� B ���� �� ���� �������� ���� ���� ������ (O; e⃗; f⃗)
�

������ zu ≠ 0 �� zv ≠ 0 ���� ������� �� �������� ������ ���������� u⃗ �� v⃗�

�� � ��� ��������������� ��������� �

AB = ∣zb − za∣ m[AB] � ���� ����
za + zb

2

Ð→
AB � ���� ���� zb − za

(e⃗; u⃗) = arg (zu) (u⃗; v⃗) = arg (zv
zu

)



��� ����� ����������� ��� ���������

�� ������ ��������� ������� �� ����������� ���������

����������� � �������� ���������������� � ������ ��� ���������

�� ������� ��� ����� ���������� ��� ���� �� ����������� �����������

M ������� �� ����� ���������� ������ z �� r �� ���� ��������

�� � ����� ��� ������������ �

∣z − za∣ = r ⇐⇒ M ���������� �� ������ �� ������ A

�� �� ����� r�∣z − za∣ = ∣z − zb∣ ⇐⇒ M ���������� � �� ���������� �� [AB]�
zu

zv
��� ���� ⇐⇒ u⃗ �� v⃗ ���� ������������

zu

zv
��� ���������� ��� ⇐⇒ u⃗ �� v⃗ ���� ������������

�� �������� ��������������

�������� ��

�� ��������� ��� ������� za = 1 − 5i� zb = 2 − 2i �� zc = −2 − 4i�
�� ������� A� B �� C ����� ������ ����������� ���� �� ���� ���������

�� ��� �������� �� ����� ���������� ��
zc − za
zb − za �

��� �� ������� �� ������ �� �������� ABC�

��� ������� ��� ������ zk �� ������ �� ������ ����������� �� �������� ��� ���� zk = −3i�
�� ��� ���� ��� �� ���� ��� ������ M ���� ������ z ������ ∣z + 3i∣ = 10 �

��� ���� ��� �� ���� ��� ������ M ���� ������ z ������∣z − 2 + 2i∣ = ∣z + 2 + 4i∣ �



�������� ��

��������� ���� ��������

� ��� ������� ��������� ������ ��� �������� ����� ���� ���� ������ ���� ������ ����
����� �� ���� ������������ ������ ��� ������������ ����� �� ���� ������ ������ � �����
��� �� ��� �� �� ���� � ����� ���� ��� ���� ����� ������� � ������ ����� ������������ ���
��������� �� ����� ���� ��������� � ����� ��� ������ � ������� ������ �� ������ � �������
��������� � ������� ����� ��� ���� �� ����� ��������� ����� ������� �� ���������� ��
���� ����� ��� ������� ��������� � ����� �� ��� ����� ������ �� ������� ������ ����
��� ��������� ��� �������� �� ��� �������� ��� �� ��������� ����� �� ����������� ��� �
���������� ����� ������� �� ���� ���� ���� � ����� �� ��� ������ �� ���� ����� ��������
����� ����� ��������� � ������ ����� ���� ���

������� �� ������������� ������������ �� ����� ������

���� ������ ������������ �������� �� ��������

������ ����������� ������ ����������� �� ��������� ��� �����������

����� ������� ���� ����� �� �������� ��� ���� ���� ������ �� ������ ���� � ������ �� ����� ������ ��� ��������

��������� � ����

�� ���� P ��� �� �������� �� ������ �� �������� ���� ��� ���� ���� ������ (A;B) ∈ P2 �� ������ (AB) ���

������� ���� P ���� P ����� ��� ���� ������ ���� ���������

����� ������ ��� ������� ������������� � ��� ���� ����������� �� ������ �����

����� ��������� ������� ��� �������������

���������� �

����� �������� �������� �� ������ �� ������� ������ �� ���� �● �� ����� A �� ���� �������� u⃗ �� v⃗ ��� ����������� ���������� �� ������ ���� ������ �����● ��� ������ (D) �� �� ����� A ��� ������� ���� (D) ������������� � �� ������ �����● ���� ������� (D) �� (D′) ���������� �� ���������� �� ���� �������� ������������� � �� ������ �����

��� ��������� ��������� �� ���� ������� ���� �������� ���������� ���� �� ��������� ��� ���� �� �����

��������� � ��������� ��������� �� ���� �������

�� ��� ��� ���� ������� (D1) �� (D2) ���� ����������� ������������ ������������� � �� ���� ���� (P)�
���� �� ���� �� ������ �������� �������� ���� ���������� �� ���� �������� �� ��������� �� ��������� �������

�� ��������� �� �����

���� �� ��� �� ��� ������� (D1) �� (D2) ��������������� ��� �� ���� ����� �� ���� ����� �������� ���� ���
������������ �� ������������ ���� �� ������� ����� �� �������� ���� �� ����������� �� ���������



��� ����� ��������� ���� ��������

���� ��������� �� ��������� � ��� ���� ������� ���� ���������� � ����� ��� � ���
���� ������� ���� �������� � �

�� �������� ������ �������� ����� ����������

�� ���� ��������� ������ ��� ��������� ��������� ����� ������ �� ���� �����

��������� � ��������� ��������� ����� ������ �� ���� ����

�� ��� ������ ������ (D) �� �� ���� P ���� ���������� ������� (D) ��� ������� ���� P �� ���� ������� (D)
�� P ����� ����� ����� �������

���� �� ��� ���������� �� ���� ��� (D) �� P ���� �������� �������� ���� �� ���� ��� ��� ����� �� ������

����� ������ A� �� ������ ����� �������� ��� (D) �� P ���� ���������������� ������� ������ ��� �������

�� P ������� ��� A ���� ���������������� � D�

�� �������� ������ �������� ����� ����������

����� �� ������ ��� ��������� �� ���� ����� ���� ��� ������� � ������� �

��������� � ��������� ��������� �� ���� �����

�� ��� ��� ���� ����� P1 �� P2 ���� ���������� ���������� ���� ��������� �� ���� ���������� ����� ����� �����

�������

���� �� ��� ���������� �� ��� ������ ���� ������� �� ���� ������������ ��� ����� ��� �������

�� �������� ������ �������� ����� ��������� �



���� ������ ������������ �������� �� �������� ���

��� �� ������ �� ����� ��� �������� �������� ��� ���� ����������

�������� �

���� �� ��� ������������ ��������� ���� ������ �� �������� �������� � ������ ��� ���������� ��� ����������
���� ������� ��� ���������������� �� ������ �������� �� ���� �� ���������� ��������

�� ���� ����� ��� ��������� �� ����� ������ �� ��� ���� ���������� ���� ����������

�� �� ������ ���� ������� ���������� ��� �� ���� ��� ������������

�� �� ������ ����� ������ ��� �� ���� ��� ������������

�� ��� ������ �� �� ���� ���������� �� ������� ��� �������� �� ����� �������

�� �������������� ����� ������ �� ���� ���� ��� �������� ������� � �� ������

�� ������ D1� D2 �� D3 ����� �������� �� D1 ∥ D2 �� D1 ∥ D3 ����� D1� D2 �� D3 ������������� ��
���� �����

�������� �

�� ��������� �� ���� ABCDEFGH �� ���� � ���� ��� �������������� ��� �������� ��������� ���� ��
�������� ������ ��� �������� ��

�� ��� ������ �� �� ���� ����������������� �������� ���������������

�� ���� ������� ��� ������������

�� ���� ������� ���������

�� ���� ����� �������� �������� ���������������

�� ��� ������ �� �� ���� �����������

�� ���� ����� �����������



��� ����� ��������� ���� ��������

������ �������� ������� ����� �� ������� �� ��������

�������� ����������

��� ���������� �� ��������� �� ���� ������� �������� ���� ��� ����� ��� �������
�� ��������� �� ������������ ��� ���������� ��� ������ �� ���� ���� ���������� ��

�� ���� ���� ������ ��� ������������ �� ��� �������� � ������ �� �����������������

�� ���� ��������� ���������� �� �� ���� ������� ��� ���� �� ���� ��� ���������� ��
����� �� �� �������������� ��� �� �����

��� ���������� ���������� ����� ���������� ������������� � �������������� ��������������
�����������������

��������� � ����������� �������� �� ��������

������ u⃗� v⃗ �� w⃗ ����� ��������� ��� ����������� �������� �� ��� ����� �������� ��� �� ������� t⃗ ��� �����

������ ����� ����� λ� µ �� ν �������� �

t⃗ = λu⃗ + µv⃗ + νw⃗
�� ��� λ� µ �� ν ���� ��� ���������� �� ����� ����������� ���������

�� �� ���� �������� �� ���� ������ ��� ����������� �������� �� ���� ���������

��������� � �������� ������� �������� ����� �� ��������

�� ��� ��� ����� �������� �� �������� e⃗1� e⃗2 �� e⃗3 ������� ��� ������� ����� ������� �

∀ (λ1; λ2; λ3) ∈ R3, λ1e⃗1 + λ2e⃗2 + λ3e⃗3 = 0⃗Ô⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 0
���� �� ��� ���������� �� ��� ��� ��� �������� ������� ��� ������� �����

�������� �

������ �� ��������� �� ������� �����

��������� �� �� ��� ����� ������ ������� ��� ����� ������� �� ����� ����������� �������� ����� ���������
������� ���� ��� ���������� ���� �����

��������� �� �� ���� ��� ����� �������� ��� ���� �� ������� ��� �������������� ���� �

��������� �� �� � �� ���� ���� �� ����� ���� �������� ���� ������� ����������� � ���� ��������� ����� ��������
���� ������ �������� �� ������������

�� ���� ��� �� ������ �� ����������� ������� �� ���� �� �������� �� ���� ��������� �� �������� ���� ���������
�� ���� ������������ � �� ���� ���� ��� �� ������� ��������� ���� ����� ���������

��������� � �������� �����������

������ ����� �������� e⃗� f⃗ �� g⃗� �� ��� ��� ��� ����� �������� ���� ����������� ��������� ������ ���� �������

λ �� µ ���� ��� e⃗ = λf⃗ + µg⃗ �� f⃗ = λe⃗ + µg⃗ �� g⃗ = λe⃗ + µf⃗ �
��� ���������� ����� �������� ���� ����������� ������� ���� ��� ����������� �������� ��� ���� �������

�������� �

��������� �� ���� ABCDEFGH ���� �������� ���������� ���� ���� ��� ��� �������� �� ��� ��������
���� ����������� �� ��� �
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AE �
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Ð→
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Ð→
GD �

��
Ð→
AB�

Ð→
AC� ��

Ð→
GH �

��
Ð→
AC� 0⃗� ��

Ð→
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����������� � ������� ���� �� �������� �����������

����� �������� ���� ����������� �� �� ��������� �� ��� ������� ��� ������� �����

�������������� ����������� e⃗� f⃗ �� g⃗ ����� ���������
�� ��� �������� ���� ������������ �� ���� ��� ������� �������� ��� e⃗ = λf⃗ + µg⃗� ����� � ���� e⃗ − λf⃗ − µg⃗ = 0⃗�
���� �� ���� �� ������ ���� ����� ������� ��� ���� ���� � 1� −λ �� −µ ���� ���

1 × e⃗ − λf⃗ − µg⃗ = 0⃗
����� � ���� ��� ��� �������� ���� �����
��������������� �� �� ������� ��� ��� �������� ���� ����� �� ������ ����� ������� (α; β; γ) ��� ���� ���� ����
���

α × e⃗ + βf⃗ + γg⃗ = 0⃗
���� ����� � �� ����������� �� ���� �������� α ≠ 0� �� ������� �����

e⃗ = −β
α

f⃗ − γ

α
g⃗

�� ��� ������� ��� ��� ����� �������� ���� ������������

��������� � ���� �� ��������� ���� ����������� �� ��������

��� ���� �� �������� ��� ������ ��� ����� �������� ������ e⃗1� e⃗2 �� e⃗3�

���� �� ���� ���� ���� ������� u⃗� �� ������ �� ������ �������
⎛⎜⎝
x1
x2
x3

⎞⎟⎠ ��� ���

u⃗ = x1e⃗1 + x2e⃗2 + x3e⃗3
�� ������� ����������� �� u⃗ ���� �� ���� (e⃗1; e⃗2; e⃗3) �� ��������

���� �� ��� �� ��� �������� ������� ���� � ���� ��� ������ ��
π

2
� �� ��� ��� �� ���� ��� ������������ ��� ��

����� ��� �������� ���� ������� �� ��� ��� �� ���� ��� �����������

�������������� �� �� ����� ������� ��������� ��� ������������
�� ������� ��� e⃗1� e⃗2 �� e⃗3 ������� ��� ������� ������

�� ������� ����� ������ ���� ��������
⎛⎜⎝
x1
x2
x3

⎞⎟⎠ ��
⎛⎜⎝
x′1
x′2
x′3

⎞⎟⎠ ���� ���

u⃗ = x1e⃗1 + x2e⃗2 + x3e⃗3 �� u⃗ = x′1e⃗1 + x′2e⃗2 + x′3e⃗3�
�� �� ������� ��� ������������ �

(x1 − x′1)e⃗1 + (x2 − x′2)e⃗2 + (x3 − x′3)e⃗3 = 0⃗
��� �� ������� ��� ����� ���� ���� ������� ��� x1 − x′1 = 0 �� x2 − x′2 = 0 �� x3 − x′3 = 0� �� �� ������ ��� ���

��������
⎛⎜⎝
x1
x2
x3

⎞⎟⎠ ��
⎛⎜⎝
x′1
x′2
x′3

⎞⎟⎠ ���� �����������



��� ����� ��������� ���� ��������

��������� � ������ �� ��������

�� ������ �� �������� ��� �� ������ ���� ����� �� �� ����� �������� (O; ı⃗; ⃗; k⃗) ���� ��� (ı⃗; ⃗; k⃗) ��� ���

�����

���� �� ���� ���� ���� ����� M � �� ������ �� ������ �������
⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠ ��� ���

ÐÐ→
OM = xı⃗ + y⃗ + zk⃗

�� ��� ���
⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠ ���� ��� ����������� �� M ���� �� ������ (O; ı⃗; ⃗; k⃗) �

�� �� ���� (ı⃗; ⃗; k⃗) ��� ����������� �� ��� ��� �� ������ (O; ı⃗; ⃗; k⃗) ��� �����������

�� �� ���� (ı⃗; ⃗; k⃗) ��� ����������� �� ��� ��� �� ������ (O; ı⃗; ⃗; k⃗) ��� �����������

�������� �

�� ������� �� ���� ABCDEFGH ���� �������� ���������� ���������� �

�� ��� ����������� �� H ���� �� ������ (A;
Ð→
AB;

Ð→
AD;

Ð→
AE)�

�� ��� ����������� �� H ���� �� ������ (A;
Ð→
AB;

Ð→
AF ;

Ð→
AE)�

�� ��� ����������� �� H ���� �� ������ (A;
Ð→
AB;

Ð→
AG;

Ð→
AF)�

�������� ������� �� �� ��������� �� ������� ����������� ���� �������

����������� � ��������� ������� ��������

�� ����� �������� ���� ������ (O; ı⃗; ⃗; k⃗)�
������ A

⎛⎜⎝
xa
ya
za

⎞⎟⎠ �� B
⎛⎜⎝
xb
yb
zb

⎞⎟⎠ ���� �������

����� �

m[AB] ⎛⎜⎝
xa+xb

2
ya+yb

2
za+zb

2

⎞⎟⎠
Ð→
AB

⎛⎜⎝
xb − xa
yb − ya
zb − za

⎞⎟⎠
���� �� ��� �� (O; ı⃗; ⃗; k⃗) ��� ����������� �� �������� AB ���� �

AB =√(xb − xa)2 + (yb − ya)2 + (zb − za)2



���� ������ ������������ �������� �� �������� ���

�������� ������������ ����������� �� ������������

����������� � ����� �� ���� ��������� ������� ���� ������� ��� �� ����

�� ����� �������� ���� ������ (O; ı⃗; ⃗; k⃗) �

������ u⃗
⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠ �� v⃗
⎛⎜⎝
x′
y′
z′

⎞⎟⎠ ���� �������� �� λ �� �����

u⃗ + v⃗ � ���� �����������
⎛⎜⎝
x + x′
y + y′
z + z′

⎞⎟⎠� λu⃗ � ���� �����������
⎛⎜⎝
λx

λy

λz

⎞⎟⎠�
�� �� ���� �������� �� ������ �� �������� �� ������������

����������� � ����������� �� ���� ��������

������ u⃗ �� v⃗ ���� ���������

�� ��� ��� u⃗ �� v⃗ ���� ����������� ��������� ������ �� ���� λ ��� ��� u⃗ = λv⃗ �� v⃗ = λu⃗�
�� ����������� ������ �� ������ ��� ������� �� ���� �� ������� �� ����������� ��� �� ������ ����������
�������������

����������� � ������ ������ ��� �� ������� �� �� �����

�� ����� �������� ���� ������ (O; ı⃗; ⃗; k⃗) �

������ u⃗
⎛⎜⎝
xu
yu
zu

⎞⎟⎠ �� ������� ��� ��� �� A
⎛⎜⎝
xa
ya
za

⎞⎟⎠�
���������� ��� ������ M

⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠ ���� ����� ������ �� ���� t ��������

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = xa + txu
y = ya + tyu
z = za + tzu

������� ��� ������ ��� ����� ��� A �� ���� �� ������� ��������� ��� u⃗�

�� ��� ��� ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = xa + txu
y = ya + tyu
z = za + tzu

t ∈ R

��� ��� �������� ������������ �� ����� �������

�������������� �� �������� ��� ���� ������ � �������� �� ����� �� �������⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = xa + txu
y = ya + tyu
z = za + tzu

��� ���������� �

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x − xa = txu
y − ya = tyu
z − za = tzu

� �� ��� ��� �� ���������� �� ����������� ��

ÐÐ→
AM = tu⃗�
����������� � ����������� �� ������������ �� ������

������ A� B� C �� D ������ ������ ���� ��� A ≠ B �� C ≠D�

��� ������� (AB) �� (CD) ���� ���������� �� �� ��������� �� ��� ��������
Ð→
AB ��

Ð→
CD ���� ������������

�� ��������� �� ���� ������� ��� ���� �������� ���� ����������� �� ��������� ����� �������� �� ����� ��� ���
������������

����� ��� �������� u⃗
⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠ �� v⃗
⎛⎜⎝
x′
y′
z′

⎞⎟⎠ ���� ����������� �� �� ��������� �� xy′ = yx′ �� yz′ = zy′ �� xz′ = zx′� �����
��� ��������� �� ������� �� ����������� �� �����



��� ����� ��������� ���� ��������

��� ��������� �������� ���������� ��� ��������� ������������� �

�������� �

������ �� ������� u⃗
⎛⎜⎝
0−1
4

⎞⎟⎠ �� �� ����� A
⎛⎜⎝
2

3

1

⎞⎟⎠�
���������� ��� �������� ������������ �� �� ������ ������� ��� A �� ������� ��������� u⃗�

�������� �

���� ���������� ������������ �� �� ������ (D) �⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = 0 + 3t
y = −1 − t
z = 3

�

�� ������ ��������� �� ������ (D′) ��� ��� �������� ������������ �⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = 3 + 3

2
t

y = −2 − 1
2
t

z = 3

�

�� ���������� ���� ������� ��� ���� ������� �� ������� ��������� �� �� ������

�� ������� ��� ��� ���� ������� ���� �� ���� �����������

�� ���������� ��� �������� ������������ �� �� ��������� � (D) ������� ��� A ⎛⎜⎝
1−2
1

⎞⎟⎠�
����� �� ��� ���� ������ ������������� �� ���� ������ �� ���� � ������ �� ���� �������� ��� �����������
�� ���� ������ �� ��������� ���� ������� � ������ �� ���� ��� �� �������
�� ����� �� ��������� �� ����� A �� ���� �������� u⃗ �� v⃗ ��� ������������ ���� ��� ����������� (A; u⃗; v⃗) ���
�� ������ ���� ���� P�
�� ������������ �� ����� M ���������� � P �� �� ��������� �� �� ������ ���� ������� ������� λ �� µ ���� ���ÐÐ→
AM = λu⃗ + µv⃗�
�� ���� λ �� µ ���� ���� ���������� ��� ����������� �� M ���� �� ������ (A; u⃗; v⃗)�
������� �� ��� ��������� ���������� �� ���� ������ ���������� ������������ ���� �����

��������� � �������� ������������ ���� ����

�� ����� �������� ���� ������ (O; ı⃗; ⃗; k⃗) �

������ u⃗
⎛⎜⎝
xu
yu
zu

⎞⎟⎠ �� v⃗
⎛⎜⎝
xv
yv
zv

⎞⎟⎠ ���� �������� ��� ����������� �� A
⎛⎜⎝
xa
ya
za

⎞⎟⎠ �� ������

���������� ��� ������ M
⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠ ���� ����� ������ ���� ����� s �� t ��������

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = xa + sxu + txv
y = ya + syu + tyv
z = za + szu + tzv

������� �� ���� ��� ����� ��� A� ������ ��� u⃗ �� v⃗�

�� ��� ��� ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = xa + sxu + txv
y = ya + syu + tyv
z = za + szu + tzv

s ∈ R, t ∈ R

��� ��� �������� ������������ �� �� �����

�������� �

�� ����� �������� ���� ������ (O; ı⃗; ⃗; k⃗) �



���� ������ ������������ �������� �� �������� ���

������ ��� ������ A
⎛⎜⎝
0

1

0

⎞⎟⎠� B
⎛⎜⎝
1

1

0

⎞⎟⎠ �� C
⎛⎜⎝
1

2

3

⎞⎟⎠
������ ��� �������� d⃗

⎛⎜⎝
1−1
1

⎞⎟⎠ �� e⃗
⎛⎜⎝
2

1

1

⎞⎟⎠�
���������� ��� ��������� ������������� ���� ��� ��� �������� �

�� ���� ��������� A� B �� C�

�� ���� ��������� ��� ������� �������� D �� D′ ������� ������ ��� ���� ��� A �� �������� �����������
���� ��� d⃗ �� e⃗�

�� ���� ��������� ��� ������� ���������� D �� Δ ��������� �������������� A �� B �� �������� ������
��� ���� ��� d⃗�

�� ���� ��������� A �� �� ������ Δ�

�� ���� ��������� A �� B �� �� ������ D�

�� ����������� �������� ������� ��� �� ��������� ���� ���� ������ ���������� ��� �������� �� �������

����������� � ����� ���������� �� ������

������ PA �� PB ���� ����� ��������� �������������� ���� ������ A �� B�

����� ��� ����� PA �� PB ���� ���������� �� �� ��������� �� �� ������ ���� �������� ��� ����������� ı⃗ �� ⃗ ����

��� (A; ı⃗; ⃗) �� (B; ı⃗; ⃗) ���� ��� ������� ���������� �� PA �� PB�

�� �� ������� ����� ����������� �� �������� � �� ��������� ��������� �� ������������� ����� � ���� ��� ����
����� ���� ���������� ���������� ���� ��������� �� ���� ������� ���� ������������ ��� ����� ����� �������������
���� ��������� �� ����� �� ���� ����� ��� ������� �� ��������� ����������� �� �� ��������� ���������� ������ ���
��� ������� ����������

�������������� �������� �� ���� �����������
�� ��������� ���� ��� �
�� PA �� PB ����� ����� ������ �������� ��� ���� �����������
���� �� ��� ���������� �� ������ �� ����� O ��� ��� O ���������� � PA �� PB � �� ��������� ���������� ��
����� ���������� M �� PA �� �� ������ ����� ���������� � PB �� ��������� �� �������� �� ������� �ÐÐ→
BM =Ð→BO +Ð→OA +ÐÐ→AM �

�� O ���� ���� PB �� (B; ı⃗; ⃗) ��� �� ������ �� PB ���� �� ������ (xo
yo

) ���� ��� �

Ð→
BO = xoı⃗ + yo⃗�
�� ����� O ��� ���� PA �� (A; ı⃗; ⃗) ��� �� ������ �� PA ���� �� ������ (x′o

y′o) ���� ��� �

Ð→
OA = x′o ı⃗ + y′o⃗�
����� M ��� �� ����� �� PA ���� �� ������ (xm

ym
) ���� ��� �

ÐÐ→
AM = xmı⃗ + ym⃗�
�����������

ÐÐ→
BM = (xo + x′o + xm)⃗ı + (yo + y′o + ym)⃗� �� ��� ������ ��� M ��� ���� PB �

������ ��� ���� ����� ���� ���� ����������

�� �� ���������� ������� �� ���� ������� �� ������� ����� ��� PA �� PB ���� ����������� �� �������� �� ���
���� ������ �� ��� ���� ����������
������ (ı⃗; ⃗) ���� �������� ������� �� ��������� �� PA� ����� � ���� ���� ��� (A; ı⃗; ⃗) ��� �� ������ �� PA�
�� ������ �� ������� ��� (B; ı⃗; ⃗) ��� �� ������ �� PB � ���� ����� �� ���� �� ������� ��� ������� ��� ���
������� (B; ı⃗) �� (B; ⃗) ���� �������� ���� �� ���� PB�
������ DA �� ������ (A; ı⃗) �� DB �� ������ (B; ı⃗)� ��� ���� ������� ���� ���������� �� ����������� ����� �������
���� �� ���� ���� P ′� �� ���� ���������� PA ����� �� ������ DA� �� ��� ����� PA �� PB ���� ���������� ����



��� ����� ��������� ���� ��������

�� ���������� PB ����� ��� ������ ��������� � DA� ������� ��� B ���������� � �������������� �� PB �� P ′ ��
���� ��� B� �� ����� ��� ������ ������ ��������� � DA� �� �� ������ ��� �������������� �� PB �� P ′ ��� DB � ��
��� ������ ��� DB ��� ��� ������ �� PB � �� ������ �� ������� ��������� ��� (B; ⃗) ��� �� ������ �� PB �
�� ��� ������ �� ���������

�� � ��� ����������� ���� ������ ���������� �� ������������ ���� ���� �� ����� �������

����������� � ������������ ����� ������� ���� ���� �� ������

������ �� ���� P ����� ��� �� ������ (O; ı⃗; ⃗) �� ��� ������ (D) ���� d⃗ ��� �� ������� ����������P �� (D) ���� ���������� �� �� ��������� �� �� ������ ���� ������� x �� y ���� ��� d⃗ = xı⃗ + y⃗� ��� ���������

�� �� ��������� �� ��� �������� d⃗� ı⃗ �� ⃗ ���� ������������

����� �� � ��� ����������� ���� �������� ������� ��� �� ������������ �� ������

����������� � ������������ �� ���� ����� �� �������

������ ���� ����� P1 �� P2 ������ ��� ����� ������� ���������� (A1; e⃗1; f⃗1) (A2; e⃗2; f⃗2)�
������ P1 �� P2 ���� ���������� �� �� ��������� �� ��� �������� e⃗1� f⃗1� e⃗2 ���� ������������ ����� ��� ���

�������� e⃗1� f⃗1� f⃗2�

�������� �

�� ����� �������� ���� ������ (O; ı⃗; ⃗; k⃗) � ���� ��� ��� ��������� �������� �� ��� ������ A� B �� C

���� ������� �� ����

�� A
⎛⎜⎝
0

0

1

⎞⎟⎠ B
⎛⎜⎝
0

1−1
⎞⎟⎠ C

⎛⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎠�

�� A
⎛⎜⎝
1−1
1

⎞⎟⎠ B
⎛⎜⎝
2

1

2

⎞⎟⎠ C
⎛⎜⎝
−1−3
0

⎞⎟⎠�

�� A
⎛⎜⎝
0

0

0

⎞⎟⎠ B
⎛⎜⎝
√
2

3√
3

⎞⎟⎠ C

⎛⎜⎜⎝
− 1√

2−3
2−√3
4

⎞⎟⎟⎠�

�� A
⎛⎜⎝
1

4−2
⎞⎟⎠ B

⎛⎜⎝
1

4−2
⎞⎟⎠ C

⎛⎜⎝
12

28

35

⎞⎟⎠�

���� ������� ��������� ������� ���������� ������� �����

��������� � ���������� �� ���� ������

������ u⃗� v⃗ �� w⃗ ����� �������� ��� ������������

�� ������ ��� ���������� ��� ��� ����� �������� ���� ���� �� ���� ������ ������� ��� ����� �������� � ���������

� �� ����� ��� ����� ������ �� �� ���� ������ ��

������ ������� �������� �� ������������

�� ��� ���� �������� �� ������ �� ����� �� �� ������� �������� �� ��������� ���������� ��� ����� ����������
��� ���� �� ��� �� �����

��������� � ������ ������� ��������

������ u⃗ �� v⃗ ���� ��������� ������ A �� B ���� ������ ���� ��� u⃗ =Ð→AB�

�� ����� �� u⃗ ��� �� ������ ∥u⃗∥ = AB� ��� �� ������ ��� �� ����� ��� ������ A �� B�

�� v⃗ ��� �� ������ ������� ����� �� ������ �� ������� �������� �� u⃗ ⋅ v⃗� �� �� ���� ������� ��� ���� �� �����

�� ����������� �� ���� ���� �� ��������� �������� u⃗ �� v⃗�



���� ������� ��������� ������� ���������� ������� ����� ���

����������� � ���������� �� �� ����� �� �� ������� �������� ���� ��� �����������

���� �� ��� �� �������� ��� ���� ����� ���� ����������� (ı⃗; ⃗; k⃗) �� �� u⃗
⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠� �� � �

∥u⃗∥ =√
x2 + y2 + z2

�� ��� ���� ����� ���� ����� v⃗
⎛⎜⎝
x′
y′
z′

⎞⎟⎠� �� �

u⃗ ⋅ v⃗ = xx′ + yy′ + zz′

�� �������� ������ ��� ���������� �� ������� �������� �� �� �� ����� ���� ����
�� ����� �� �������� ��� ���������� ���������

����������� � ���������� �� ������� �������� �� �� �� �����

������ u⃗� v⃗ �� w⃗ ����� ��������� ���� λ �� ����� ����� �

u⃗ ⋅ v⃗ = v⃗ ⋅ u⃗ u⃗ ⋅ (v⃗ + w⃗) = u⃗ ⋅ v⃗ + u⃗ ⋅ w⃗ u⃗ ⋅ (λv⃗) = λu⃗ ⋅ v⃗ u⃗ ⋅ u⃗ = ∥u⃗∥2∥u⃗∥ = 0 ⇐⇒ u⃗ = 0 ∥λu⃗∥ = ∣λ∣ ∥u⃗∥ ∥u⃗ + v⃗∥ ≤ ∥u⃗∥ + ∥v⃗∥

�� ������� �� �� ���� ������� ��������������� �� ���� ���������

��������� � ������������� �� ���� ��������

�� ��� ��� ���� �������� u⃗ �� v⃗ ���� ����������� ������� u⃗ ⋅ v⃗ = 0�
�� ������ ��������������� �� ���� ������� �

��������� � ������� ������������

������ ���� ������� (D) �� (D′) ���� u⃗ �� v⃗ ���� ��� �������� ���������� �����������

�� ��� ��� (D) �� (D′) ���� ������������ ������� u⃗ �� v⃗ ���� ������������ ����� ��������� �� ������ ���

�� ����� ��� �������� ���������� �� (D) �� (D′)�

���� ������� ������������ �� ���� ��� �������������� ������������ �� �����
���� ������� ������������ � ��� ��������� ������ �� ���� ��� ��������������

����������� ���������� ������� ������ ����� �������� ���������

�������� �

�� ��������� ��� ����� ������� (D1)� (D2) �� (D3) ������� ��� ����� ��������� ������������� ����������� �

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = 3 + t
y = −2 − 2t
z = 3 + 2t , t ∈ R

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = 3 − t
y = −2 + t
z = 3 + t , t ∈ R

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = 4t

y = 3t

z = t

, t ∈ R

�� ���������� ��� �������� ���������� u⃗1� u⃗2 �� u⃗3 ��� ������� (D1)� (D2) �� (D3)�



��� ����� ��������� ���� ��������

�� ������� ��� (D1) �� (D3) ���� �������������
�� ������� ��� (D2) �� (D3) ���� �������������
�� ��� ������� (D1) �� (D2) ���� ����� ���������� �

���� ��� ��������� ��� ���� ���������� ���� ��� ��������� ������������� �� ������ �������� � ���������� ���
����������� ��������������

�������� ��

���������� ��� ����������� ������������� ��� ������� (D1) �� (D3) ������� � ���������� ����������
�� ������� �� �������� �������� �� ��� ���� ������� � ��� ����������� �� ���� ����������� �������� ��
���� ����������� �����������

�� ����� �� ���� ������ �� �� ������� �������� ��������������� ����� ������ �� ���� ���� �

��������� � ������ �� ���� �����������

��� ������ (D) �� �� ���� P ���� ����������� �� �� ��������� �� (D) ��� ����������� � ���� ������� ��������

�� �����

���������������� �� ���� ����� ������� �

��� ������ (D) �� �� ���� P ���� ����������� �� �� ��������� �� �� ������� ��������� �� (D) ��� ����������
� ���� �������� ����� ���� ���������� �� �����

�� ������� �������� ������� �� ����� �� ���������� ��� ����������� ���� ������� ���� ��� ���� ������������

����������� �

���� u⃗ �� ������� �� ���� (ı⃗; ⃗; k⃗) ��� ���� ������������

����� �� �

u⃗ = (u⃗ ⋅ ı⃗) ı⃗ + (u⃗ ⋅ ⃗) ⃗ + (u⃗ ⋅ k⃗) k⃗
��� ���������� ��� ����������� �� u⃗ ����

⎛⎜⎝
u⃗ ⋅ ı⃗
u⃗ ⋅ ⃗
u⃗ ⋅ k⃗

⎞⎟⎠

�������������� ������
⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠ ��� ����������� �� u⃗� �� �

u⃗ = xı⃗ + y⃗ + zk⃗
������

u⃗ ⋅ ı⃗ = (xı⃗ + y⃗ + zk⃗) ⋅ ı⃗
= xc + y⃗ ⋅ ı⃗ + zk⃗ ⋅ ı⃗

���� ����� �� ���� ��� ������������ �� � xı⃗ ⋅ ı⃗ = 1� ⃗ ⋅ ı⃗ = 0 �� k⃗ ⋅ ı⃗ = 0�
���� �����

u⃗ ⋅ ı⃗ = x
�� ������ �� ������� ��������� u⃗ ⋅ ⃗ = y �� u⃗ ⋅ k⃗ = z� �� ��� ������ �� ���������



���� ������� ��������� ������� ���������� ������� ����� ���

��������� � ������� ���������� ���� �� ����

���� P �� �����

�� ���������� ����������� ��� P ��� �� �������������� ����������� ���� � ���� ����� M ������� �� ������

����� M ′ ��� ���● M ′ ∈ P �� (MM ′) ����������� � P ���� �� ��� �� M ∉ P �● M ′ =M ���� �� ��� ��������� �M ∈ P��

����������� � ��������������� �� ������� � ������ ���� ������ �� ����

���� P �� ���� ����� ��� �� ������ (O; ı⃗; ⃗) � ���� M �� ������

����� M ′ ��� �� ������� �� M ��� �� ���� P �� �� ��������� �� M ′ ∈ P ��
ÐÐÐ→
MM ′ ⋅ ı⃗ = 0 ��

ÐÐÐ→
MM ′ ⋅ ⃗ = 0�

�� ������������ �� �� ���� (ı⃗; ⃗) ��� ������������ �� ������� ��� ����������� �� M ′ ���� �� ������ (O; ı⃗; ⃗) �
M ′ ⎛⎝

ÐÐ→
OM ⋅ ı⃗ÐÐ→
OM ⋅ ⃗

⎞⎠

�������� ��

������ ��� �������� e⃗
⎛⎜⎝
1

1

0

⎞⎟⎠ �� f⃗
⎛⎜⎝
0

1

1

⎞⎟⎠ �� �� ����� A
⎛⎜⎝
2

2

2

⎞⎟⎠ ���� ��� ����������� ���� ������� ���� �� ������

���������� (O; ı⃗; ⃗; k⃗) �

�� ������� ��� (e⃗; f⃗) ����� ��� ���� �� �����

�� ���������� ��� ����������� ��� �������� ����� ���� ����������� �� ���� (A; e⃗; f⃗)�
�� ���������� ��� ����������� �� ������� ���������� �� M

⎛⎜⎝
4

7

9

⎞⎟⎠ ���� �� ���� �����

��������� � ������� ���������� ��� ��� ������

���� (D) ��� �������

�� ���������� ����������� ��� (D) ��� �� �������������� ����������� ���� � ���� ����� M ������� �� ������

����� M ′ ��� ���● M ′ ∈D �� (MM ′) ����������� � D ���� �� ��� �� M ∉D �● M ′ =M ���� �� ��� ��������� �M ∈ D��

�������� ��

�� ����� �������� ���� ������ ���������� (O; ı⃗; ⃗; k⃗) �

�� ��������� �� ������ D ���������� ������������

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x = 1 − t
y = 2t
z = 3

; t ∈ R�

���������� ��� ����������� �� ������� ���������� �� M
⎛⎜⎝
4

5

6

⎞⎟⎠ ��� D�



��� ����� ��������� ���� ��������

����������� � ��������������� �� ������� ��� ��� ������ ������������ ��� �� ����� �� �� �������
���������

���� (D) ��� ������ ������ ��� �� ������� ��������� u⃗ �� �� ����� A�

����� M ′ ��� �� ������� �� M ��� �� ������ (D) �� �� ��������� �� M ′ ∈ D ��
ÐÐÐ→
MM ′ ⋅ u⃗ = 0�

�� ������������ �� �� ������ (A; u⃗) ��� ������ �� ������� �

ÐÐ→
AM ′ = (ÐÐ→AM ⋅ u⃗) u⃗

������ ������� ���������

��������� � ������� ���������

������ u⃗ �� v⃗ ���� ���������

�� ������ �� ������� ��������� u⃗ ∧ v⃗ ����� ����� �� ������� t⃗ ��� ��� �● t⃗ = 0⃗ ������� u⃗ �� v⃗ ���� ����������� �● ∥t⃗∥ = ∥u⃗∥ × ∥u⃗∥ × ∣sin (u⃗; v⃗)∣ �� t⃗ ���������� � u⃗ �� v⃗ �� ��� ��� (u⃗; v⃗; t⃗) ���� �� ���� �������

����������� � ������������

�� ������� ��������� ��� ��������������� ����� � ���� ���� ���� ���� �������� u⃗ �� v⃗� �� �

u⃗ ∧ v⃗ = −v⃗ ∧ u⃗

�������������� �� ����� �� �� ��������� �� ������� ��������� u⃗∧ v⃗ ��� ��������� � ����� �� v⃗∧u⃗ ��� ����������
����� � ������� ��� ��� ���� ���� ��������
�� ���� ���� ���� ���������� �� ��������� �� ���������� ��� �� t⃗ ��� �� ������� ��� ��� (u⃗; v⃗; t⃗) ��� �� ����
������ ����� (v⃗; u⃗; −t⃗) ��� ��������� �� ���� �������

����������� � ���������� �� ������� ��������� �� �������� �� �����������

������ u⃗ �� v⃗ ���� �������� ��� ������������

���� n⃗ �� ������� �������� ���������� � u⃗ �� v⃗� n⃗ ������ ����� ��� ����������� �� ���� (u⃗; v⃗)�
������ ���� ������������� ������ ��� n⃗� �� �

u⃗ ∧ v⃗ = [u⃗; v⃗] n⃗
�� [u⃗; v⃗] ������� �� ����������� ���� �� ���� ��������

�������������� ���� ��� ����� ��� ������������ � �� ���� �� ������� �� ������� ��� ����������� �� ��� �����
������������� �� (u⃗; v⃗)�



���� ������� ��������� ������� ���������� ������� ����� ���

����������� � ����������� �� ������� ���������

�� ������� ��������� ��� ����������� ����� � ���� ���� ���� ���� �������� u⃗� v⃗ �� w⃗ �� ���� ���� ������ λ� ��

�

u⃗ ∧ (v⃗ + w⃗) = u⃗ ∧ v⃗ + u⃗ ∧ w⃗ u⃗ ∧ (λv⃗) = λu⃗ ∧ v⃗(u⃗ + w⃗) ∧ v⃗ = u⃗ ∧ v⃗ + w⃗ ∧ v⃗ (λu⃗) ∧ v⃗ = λu⃗ ∧ v⃗

�� ����������� ������ �� �������� ���������� ��� ����������� �� ������� ��������� ���� ��� ���� �����������
��������

����������� � ����������� ���� ��� ���� ����������� �������

�� �� ����� ���� ��� ���� ����������� ��������

������ u⃗
⎛⎜⎝
xu
yu
zu

⎞⎟⎠ �� v⃗
⎛⎜⎝
xv
yv
zv

⎞⎟⎠�
�����

u⃗ ∧ v⃗⎛⎜⎝
yuzv − yvzu
zuxv − zvxu
xuyv − xvyu

⎞⎟⎠

�������� ��

�� � ���� �������� ���� ������ ���������� (O; ı⃗; ⃗; k⃗) �

�� ��������� ��� ������ A
⎛⎜⎝
1−1
3

⎞⎟⎠� B
⎛⎜⎝
4−1
3

⎞⎟⎠ �� C
⎛⎜⎝
2

1

2

⎞⎟⎠�
�� ������� ��� ��� ������ A� B �� C �� ���� ��� ��������

�� ���������� ������ �� �������� ABC�

����� ��� ���������� �� ������� ��������� ������ �� � ��������� � ��� ���� ������� �� ���� �� ������������ ��
������������

����������� � ����������� ����� ���� �������

������ u⃗ �� v⃗ ���� ��������� �� ���� w⃗ = u⃗ ∧ v⃗�
����� �● u⃗ �� v⃗ ���� ����������� �� �� ��������� �� w⃗ = 0⃗�● ���� �� ��� ���������� (u⃗; v⃗; w⃗) ������� ��� ���� ���� ������������� ��� ��������

��� ����������� ���� �������� �� ������� ��������� �������� �� ����������� �� ���� ����������� ��������
���� ������ ������� ���� ���� ����� ���������� �

�������� ��

������ ��� �������� u⃗
⎛⎜⎝
1

1

0

⎞⎟⎠ �� v⃗
⎛⎜⎝
−1
2

1

⎞⎟⎠ ���� ��� ����������� ���� ������� ���� ��� ���� ������������

������� (ı⃗; ⃗; k⃗) �

�� ������� ��� ��� ���� �������� ������� ��� ���� ���� �����

�� �� �������� ��������� ��� ���� ������������ ������� (e⃗; f⃗ ; g⃗) ����� ���



��� ����� ��������� ���� ��������

● e⃗ = u⃗∥u⃗∥ �● e⃗� f⃗ � u⃗ �� v⃗ ���� ������������

��� ���������� ��� ����������� �� e⃗�
��� ���������� ��� ����������� ���� ������� w⃗ ���������� u⃗ �� v⃗ ��� ��� (u⃗; v⃗; w⃗) ���� �� ����

�������
��� �� ������� ��� ����������� ��������� �� g⃗ ���� f⃗ �

������ ������� �����

��������� � ������� ������ �� �����������

������ u⃗� v⃗� w⃗ ����� ��������� �� ������ �� ������� ����� �� ��� ����� �������� ���

[u⃗; v⃗; w⃗] = (u⃗ ∧ v⃗) ⋅ w⃗
�� ������� ����� �� ������ ����������� �� u⃗� v⃗ �� w⃗�

����������� � ���������� �� ������� �����

������ t⃗� u⃗� v⃗� w⃗ ������ �������� �� ���� λ �� ����� ����� �

[u⃗; v⃗; w⃗] = [w⃗; u⃗; v⃗] = [v⃗; w⃗; u⃗] [u⃗; v⃗; w⃗] = − [v⃗; u⃗; w⃗] = − [u⃗; w⃗; v⃗]
[u⃗ + λt⃗; v⃗; w⃗] = [u⃗; v⃗; w⃗] + λ [t⃗; v⃗; w⃗]
[u⃗; v⃗ + λt⃗; w⃗] = [u⃗; v⃗; w⃗] + λ [u⃗; t⃗; w⃗]
[u⃗; v⃗; w⃗ + λt⃗] = [u⃗; v⃗; w⃗] + λ [u⃗; v⃗; t⃗]

�������������� ������ ��� ���������� �� �������� � ������ �� �� ��������� �� ������� ������

����������� � ������� ����� �� �����������

�� ����������� �� ����� �������� ��� ��� �� �� ��������� ��� ����� �������� ���� ������������

����������� � �������������� ����������� �� ������� �����

������ u⃗� v⃗� w⃗ ����� �������� ��� ������������ ������ OUO′VWU ′W ′V ′ �� ��������������� ��� ��� �

Ð→
OU = u⃗ Ð→

OV = v⃗ ÐÐ→
OW = w⃗

����� [u⃗; v⃗; w⃗] ��� ���� �� ������ �� �� ��������������� ���� ���� ����� ���� �� ����� ����� ��� ���

�������� ���� �� ���� ������ �� ����

����������� � ������� �� ������� �����

�� ���� ��� ���� ���� ������ ����������� ������ u⃗
⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠� v⃗
⎛⎜⎝
x′
y′
z′

⎞⎟⎠ �� w⃗
⎛⎜⎝
x′′
y′′
z′′

⎞⎟⎠ ����� ��������� ����� �

det (u⃗; v⃗; w⃗) = xy′z′′ + yz′x′′ + zx′y′′ − zy′x′′ − yx′z′′ − xz′y′′



���� ��������� �� �������� �� ������ �� ������� ���

�������������� ���� �� ������ ���������� �� ��������� �� ��������� �� ������� ������ ����� ��� ��� ��������
�� ������� ��������� �� �� ������� ���������

�������� ��

���� ��� ��� ��������� ���� �� ��� �������� ������� ��� ���� �� ����

��

u⃗
⎛⎜⎝
1−2−3
⎞⎟⎠ v⃗

⎛⎜⎝
−1−2
3

⎞⎟⎠ w⃗
⎛⎜⎝
−1
2−3
⎞⎟⎠

��

u⃗
⎛⎜⎝
0

0

7

⎞⎟⎠ v⃗
⎛⎜⎝
0

1

4

⎞⎟⎠ w⃗
⎛⎜⎝
1

1

1

⎞⎟⎠

��

u⃗
⎛⎜⎝
1−1
2

⎞⎟⎠ v⃗
⎛⎜⎝
2

4

1

⎞⎟⎠ w⃗
⎛⎜⎝
5

7

4

⎞⎟⎠
��

u⃗
⎛⎜⎝
√
2√
3√
2

⎞⎟⎠ v⃗
⎛⎜⎝
2

3

2

⎞⎟⎠ w⃗
⎛⎜⎝
√
3√
2√
3

⎞⎟⎠

���� ��������� �� �������� �� ������ �� �������

������ ��������� ������������ �� �����

��� ����� �������� ���� ������� �� ������ �� ���� ���� �� ����� � ������ ���� ����� �� ���� ������� �������

��������� � ���� ����� ��� �� ����� �� �� ������� ������

�� ����� �������� ���� ������ (O; ı⃗; ⃗; k⃗) �����������

������ n⃗
⎛⎜⎝
xn
yn
zn

⎞⎟⎠ �� ������� ��� ��� �� A
⎛⎜⎝
xa
ya
za

⎞⎟⎠ �� ������

���������� ��� ������ M
⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠ ���� ���
ÐÐ→
AM �� n⃗ ���� ����������� ������� �� ���� P�

�� ����� M ���������� � �� ���� P �� ��������� ��

xn(x − xa) + yn(y − ya) + zn(z − za) = 0� �� ������ xnx + yny + znz = d ���� d = xnxa + ynya + znza�
���� �� ���� �� ��� ��� ����������

xnx + yny + znz = d
��� ��� �������� ����������� �� ���� P �� ��� �� ������� n⃗ ��� �� ������� ������ �� P�
��������������� ���� ���� ���� ���� ����� � ������ ���� ����� �� ���� ������� �������

������� �� ���������� ����������� ���� ����� �� ���� ���������� ��� ����������� ���� ������� ������ �����
�� ������� �� ����������� ���������

����������� � ���� ����� ��� ��� �������� �����������

�� �� ����� ���� �������� ���� ���� ������ ���������� (O; ı⃗; ⃗; k⃗) �

������ a� b� c �� d ������ ������� ���� ��� a� b �� c �� ���� ��� ���� �����

����� ���������� ��� ������ M
⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠ ���� ��� ax + by + cz = d ������� �� ���� ���� �� ������� n⃗
⎛⎜⎝
a

b

c

⎞⎟⎠ ��� ��

������� �������



��� ����� ��������� ���� ��������

�������������� �� ������ ���� ������� �� ����� A ���� ��� ����������� �������� ����� ��������� ���� ���
������� a� b �� c ��� ��� ��������� ��� ���� �� ���� �������� ��� ����� a ���� �������� ����� � �� ����������
�� �� ��������������

�� ���� ����� A
⎛⎜⎝
d
a

0

0

⎞⎟⎠� A ������ ����������� ��� ������������� �� �����

a d
a
+b×0+c×0 = d� �� ��������� �� ����� M

⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠� ��� ����������� �� M �������� ���������� �� �� ���������

�� �

ax + by + cz = d ⇐⇒ a(x − d

a
) + b(y − 0) + c(z − 0) = 0�

�� ��������� ���� �� ������� n⃗
⎛⎜⎝
a

b

c

⎞⎟⎠�
����� �������� �������� ��� �� ���������� �� ����������� �� n⃗ ⋅ÐÐ→AM = 0�
����������� �� ����� M ������ ���������� �� �� ��������� �� �� ���������� �� ���� ��������� A �� �������
��������� n⃗�

�� ���� ������� �� ���� ����� ���� ������� �� ���� ���������� � ������ �� ����� �������� ��������

����������� � ������������ �� �������� �������

���� ����� ���� ���������� �� �� ��������� �� ����� �������� ������� ���� ������������

�������������� �� ���� ������ ����� ��� �� �������� ��� ����� �� �� �������� ���� �� ���� ����������� ��
��������� ���� ����� P1 �� P2 ������ ��� ��� ������ O1 �� O2 �� ��� �������� ������� n⃗1 �� n⃗2�
�� ������� ��� n⃗1 �� n⃗2 ���� ������������ �� ������ ���� λ ≠ 0 ���� ��� �������� ���� ��� ����� ��� ��� n⃗2 = λn⃗1�
���� (O1; ı⃗; ⃗) �� ������ �� P1 �� ���� O2 �� ����� �� P2�
�� ��������� �� ���� ����� ��� �� ������ (O2; ı⃗; ⃗)�
���� ���� ����� M �� �� ����� �� ������ (x

y
) ���� ���

ÐÐ→
O2M = xı⃗ + y⃗�

������ n⃗2 ⋅ÐÐ→O2M = λn⃗1 ⋅(xı⃗ + y⃗) = 0+0 = 0� ���� �� ���� (O2; ı⃗; ⃗) ��� ���� �� ���� ��������� O2 �� �� �������
������ n⃗2� ����� ���� �� ���� P2� �� ��������� �� ����������� ������� ��� �� ��������������� �� ������������
�� ���� ����� ��� �������� �� �� ������ ��� ��� ����� P1 �� P2 ���� �����������

� ������ �� �� ������ �� ������� ������� �� ������ �� ������ ��� ������ ����������� � �� ���� �� �� ��� ����
���� ����� ������������

��������� � ����� ������������ ������ ����������� � �� ����

������ P1 �� P2 ���� ����� �� �������� ������� n⃗1 �� n⃗2�

���� (D) ��� ������ �� ������� ��������� d⃗�

�� ��� ��� ��� ����� P1 �� P2 ���� ����������� ������� n⃗1 ⋅ n⃗2 = 0�
�� ��� ��� �� ������ (D) ��� ����������� � P1 ������� d⃗ ��� �� ������� ������ �� P1�
�� ��������� ���� ������� ������ ������ �� �� ���� ���� ������������ �� ���� ���������� �� ����������� ���
�����

����������� � ������� ��������������� ���� ���� �� ����� ������

������ �� ���� P ���� (O; ı⃗; ⃗) ��� �� ������ �� ��� ������ (D) ������� ��� �� ������� d⃗�P �� (D) ���� ����������� �� �� ��������� d⃗ ⋅ ı⃗ = d⃗ ⋅ ⃗ = 0�



���� ��������� �� �������� �� ������ �� ������� ���

�������������� �� ���� ������ ��� �������� �� ����� �� P �� (D) ���� ����������� ����� d⃗ ��� �� �������
������ �� ���� �� ı⃗ �� ⃗ ���� ���� �������� �� �����
�� ������ �� ���� ����������� �� ������� ����� ��� d⃗ ⋅ ı⃗ = d⃗ ⋅ ⃗ = 0� ���� �� ������� u⃗ ���������� �� ���� �
�� ������� � ������� ��� u⃗ ⋅ d⃗ = 0� ���� ���� ��� ������ �
�� ����� �� ������ x �� y ���� ��� u⃗ = xı⃗ + y⃗� ������ u⃗ ⋅ d⃗ = xı⃗ ⋅ d⃗ + y⃗ ⋅ d⃗ = 0�
����� �������� ��������� ���� ��������� ��� ������� ��� �����������

�������� ��

������ ��� ������ A
⎛⎜⎝
1

1

2

⎞⎟⎠� B
⎛⎜⎝
−1
2

0

⎞⎟⎠ �� C
⎛⎜⎝
1

3

2

⎞⎟⎠�
�� ������� ��� ��� ������ A� B �� C �� ���� ��� ��������

�� ���������� ��� �������� ������������ �� ���� ��������� ��� ����� �������

�� ���������� ��� �������� ����������� �� ���� ��������� ��� ����� �������

�� ���� �� ����� M
⎛⎜⎝
4

1

5

⎞⎟⎠� ���������� ��� ����������� �� ������� ���������� �� M ��� �� �����

�������� ��

���� ��� ������ (D) ������ ��� ��� �������� ������������ �⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = 2 + 3t
y = −t
z = 4

t ∈ R

�� ��������� ��������� �� ���� P ����� ��� ��� �������� �����������
6x − 2y = 5�
�� ��� ���������� �� ������� ��������� �� (D)�

��� ���������� �� ������� ������ �� P�
��� �� ������� ��� (D) �� P ���� �����������������

�� ���������� ��� ����������� �� �������������� M �� (D) �� P�
�� �� ��������� �� ����� A

⎛⎜⎝
8−2
4

⎞⎟⎠�
��� ������� ��� A ���������� � (D)
��� �� ������� �� �������� ����� �� ����� A �� �� ���� P�

������ ��������� ����� ������ ����� ������������ �� ���� �����

�� �������� �� ��� ���� ����� ��������� ��� ��� ��������� ������������ �� ���� ��� �� ������ ��� ������ �����
�������� ��������

��������� � ������ ������ ��� �� ������� ����������� ������������

������ ���� ����� P1 �� P2 ������ ��� ����� ��������� ������������ ����������� a1x + b1y + c1z = d1 ��

a2x + b2y + c2z = d2�
���� �� ��� �� ��� �������� ������� �� ��� ���� ����� �� ���� ��� ������������ ���������� ��� ������ M

⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠
���� ��� { a1x + b1y + c1z = d1

a2x + b2y + c2z = d2
������� ��� ������ ������������� � �������������� �� ��� ���� ������



��� ����� ��������� ���� ��������

�������������� �� ���� ��� ������� ��� �������� ������� �� ���� ��� ������������ ��� ����� ���� �������� ��
������������ �� ����� M ������ �� ������� ����������� �� �� ��������� �� �� ���������� ��� ���� ����� � ��
����� ����� � ���� � ���� �������������

�� ��� �� ����� ����� �������� ��������� ��� �� ��������

�������� ��

�� ��������� ��� ���� ����� P1 �� P2 ������ ��� ����� ��������� ������������ �����������
2x − y + 3z = 6 �� x − 4y + z = 2�
�� �������� ��� ��� ����� ���� ��������

�� ���� (Δ) �������������� �� ��� ���� ������

�� �������� �� ������� ����������� ������������ ��� �������� ��� ����������� ��� ������ �� (Δ)�
�� ���������� ��� ����������� �� ���� ������ ��������� �� (Δ)� �� ������� ��� �������� �������

������ �� (Δ)�
�� ��������� ���������� �� ���� P3 ����������
x + y + z = 2�

�� ���������� �� �������� �������� �� P3 �� (Δ)� ���� �� ��� �� ��� ���� �������� ���������� ���
����������� �� �������������� �� (Δ) �� P3�

�� �� ������� ����������� ��� ��������� ������������ �� P1 �� P2� ���������� ��� �������� �������
������ �� (Δ)�

�������� ��

���� �� ������ (D) ���������� ������������

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x = 1 + 2t
y = −1
z = t

, t ∈ R�

���������� ��� ��������� �� ���� ����� ���� (D) ��� ���������������
������ �������� ����������� �� ������

��� ������ ��� �� �������������� �� ������ � �������� � ����� �� �������� �� ������ ������������ ���� �����
���� ����� ��������� �� ������� ������������� �� ����������� ���� �� ������ �����������

����������� � �������� �� ������

�� �� ����� ���� �� ������ ���������� (O; ı⃗; ⃗; k⃗) �

���� R ≥ 0 �� ������ ��
⎛⎜⎝
xa
ya
za

⎞⎟⎠ ∈ R3�

������ ���������� ��� ������ M
⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠ ���� ���

√(x − xa)2 + (y − ya)2 + (z − za)2 = R
������� ��� ������ �� ������ A

⎛⎜⎝
xa
ya
za

⎞⎟⎠ �� �� ����� R�



���� ��������� �� �������� �� ������ �� ������� ���

�������� ��

�� ����� �������� ���� ������ ���������� ������ (O; ı⃗; ⃗; k⃗) � ���� ���������� S �� ������ ������ ���
���������� �

x2 − 2x + y2 − 4y + z2 = 0
�� ������ ��������� �� ���� P ���������� x + y + z = 1�
�� ������� ��� S ����� ��� ������ ���� �� ��������� �� ������ Ω �� �� ������

�� �� ����������� � �������������� �� S �� P�
��� ���������� �� �������� ����� Ω �� P �� �� ������� ��� �������������� ��� �� �������

��� ���������� �� ������ �� �� ������ ���� ��� ������





�������� ��

����������� ���� �� �������� �� ���
�������� �� �����������

���� �����������

������ ��������� �������� �����������

�� ��������� �� ��������� � �������� � ��� ����� �� ���� ����������� ����������� ����� �������� �������� ���
�� ���������� [a; b]� ����� ������ �� �� ������� ��������� ��� �� ������ �� �� ��������� ����� ��� ���������� �� ���
������� ����������� x = a �� x = b�

�

�

Cf

a b

����������� �� f ��� [a; b] ���������� � ������ ������

�� ���� ������� ����� ���� �� ������������ ��� ��� ����� ������� �� �����������
�� ������� ����� �� ������� ��� ����� ��������������

����� ��� ��������������� �� ������� ��� ���� ������ �� ������� ������������ ����
������� ���� �� ������ ���������

��������� � ��������� ����� �������� ����� a �� b ����� a ≤ b
���� [a; b] �� ���������� �� f ��� �������� ������ �� �������� ��� [a; b]�
����������� �� f ����� a �� b ���������� � ������ �������� ����� ����� ��� ���������� �� ������ ����������

x = a� �� ������ ���������� x = b �� �� ������ �� f ���� ��� ����������� �� ����� ��������� �

�� ����� �� �������� ��� ��������� ������ ��� ������������� ������������ �

�� ���� �� ��� ���������� ������ ��� ������������� �������������

�� ���� ∫ b

a
f(x)dx �� ������� ���� ���������� ∫ b

a
f �� �������



��� ����� ����������� �� ������

���� ��� ����� ����������� �� ���� ��������� ������ ����������� ����� b �� a�

��������� � ��������� ����� �������� ����� b �� a ����� a ≤ b
�� ������� ��� ���������� �� �� ��������� ����������� �� ������ ∫ a

b
f ���

∫ a

b
f = −∫ b

a
f

�������� �

�� ������� ��� ������� ��� ��������� ��������������� ���� �� ������� ���������� �

I1 = ∫ 1

0
1dx I2 = ∫ 0

1
1dx I3 = ∫ 1

0
− 1dx

I4 = ∫ 1

0
xdx I5 = ∫ 1

0
− xdx I6 = ∫ 1

0
(x + 1)dx

������ ������ ������������ � ������ �� ����������

�� �������� ��� ���� ���� ���� �� ������ �� ������ ��������� ��� ���������� ���� ���� ���� �������� ��� �� ����
���� �� ����� �� �������� ��� ���������� ���������

�������� � �������� ����������� �� ���������

���� ��� �������� f ������ �� �������� ��� �� ���������� I� ���� a ∈ I �� �������

�� ��������� �� �������� �
F ∶ I → R

x ↦ ∫ x

a
f(t)dt

����� F ��� �� ��������� �� f ��� �������� �� a�

���������� � ������ ������������

���� ��� �������� f �������� ��� �� ���������� [a; b] �� ���� F ��� ��������� �� f �

����� ∫ b

a
f(t)dt = F (b) −F (a)�

������ ���������� �� �����������

�� ��������� �������� ��������� �� ���������� �� �� �������� ���� �� ����� ������ ������������ ��������������

����������� � ��������� �� �������������

������ f �� g ���� ��������� ��������� ��� �� ���������� I� ������ a �� b ���� ������� �� I �� λ �� ����

����������� �� � �

∫ b

a
(f + g) = ∫ b

a
f + ∫ b

a
g

∫ b

a
(λf) = λ∫ b

a
f

��������� �������� ��������� �������� �� ������� �� ���� ������ �� ���� ���� ��� �� �������� �� ������� ��� ���
�������� � � �� �� ���� �� ����� � �������� ���� �� �������� � ��������� ����� �� ���� ����� �� ����� �� �� ����
������ � ���������� �



���� ����������� ���

����������� � �������� �� �������

���� f ��� �������� �������� ��� �� ���������� I� ������ a� b �� c ����� ������� �� I� �� � �

∫ b

a
f + ∫ c

b
f = ∫ c

a
f

����� ����� �������� ��������� ��������� �� �����������

����������� � ���������� �� �����������

������ f �� g ���� ��������� ��������� ��� �� ���������� [a; b]�
��� ���� ���� x �� [a; b]� f(x) ≤ g(x) ����� ∫ b

a
f ≤ ∫ b

a
g�

�� �������� ����� ������������
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1
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�

�Cg

Cf

�� �������� ���� ������� ����� ���� �������� ��� ���������� ����� ���������� ����
���� ���� ����� ���� �������� ��� ����������� �� ���� ��������� �������� ������

��������� ��� ��� ���� ������� �� ��������� ��� �������������

�� �������� �� ���������� ��� ������� ����� ���������� ���������� �����������

�������� �

��������� ���� ��������� ����� f �� g ������ ��� ∫ 1
0 f ≤ ∫ 1

0 g ���� ���� ������ ��� f ���� ���������� �
g ��� [0; 1]�

���� �������� ��� ����������� �� ���� �������������� ����� ����� ��� ���������
���������� �� �� ��������� ��� ������� �

∫ 1−1 x2 dx = 2∫ 1
0 x2 dx ��� x↦ x2 ��� ������

���� ����� �������� ������� ������������

�������� �

���������� ��� ������� ��� ���������� ����������� x ������� �� ������ ���� ��������

I1 = ∫
π
2

−π
2

sin tdt I2 = ∫
π
2

−π
2

sin3 tdt I3 = ∫ 1

0

√
tdt

I4 = ∫ 2

0

1(t − 1)2 + 1 dt I5 = ∫
π
2

−π
2

cos3(t)dt I6 = ∫
π
4

−π
4

tan(t)dt



��� ����� ����������� �� ������

���� ������� ��������� �� �������������

������ ��������� � ������� ���������

�� ��������� ��� ��� ��������� � ������� ���������� ���� ������� ��� ������� �� �������� �� ����������� �� ��
���������

��������� � ���������� �� ��������� � ������� ���������

���� I �� ���������� �����

�� ��������� ��� ����������� ϕ ∶ I ↦ C�

�� ������ ��� ������������ R (ϕ) ∶ t ↦ R (ϕ(t)) �� I (ϕ) ∶ t ↦ I (ϕ(t))� �� ���� ��� ��������� � �������
��������
�� ���� ��� ϕ ��� ��������� ��� I �� �� ��������� �� R(ϕ) �� I(ϕ) �� ���� �� ���� �� ��� �� ����� ���� ����

t �� I �

ϕ′(t) =R (ϕ)′ (t) + iI (ϕ)′ (t)

�� ����� �������� �������� �� ��� ����������� �� ��������� � ������� ��������� � ��� ����������

�������� �

�� ������ a0 �� a1 ���� ������� ���������� ������� ��� �� �������� � ������� ���������
f ∶ t ↦ a0 + a1t ��� ��������� �� ������ �� ������ �� �� ��������

�� ������ a0� a1� an� n + 1 ������� ����������

������� ��� �� �������� P ∶ t↦ a0 + a1t +⋯ + antn ��� ��������� �� ������ �� ��������

�� ��������� ���� ��� ��������� � ������� ��������� ��� ����� ���������� ���������� ��� ���������� ��� ���
����������

�������� �

������ f1 �� f2 ���� ��������� � ������� ��������� ������� �� ���������� ��� �� ���������� I� ���� a ∈ C

�� �������

�� ������� ��� �� �������� f1 + f2 ∶ t↦ f1(t) + f2(t) ��� ��������� ��� I �� ��� ���� ��������(f1 + f2)′ = f ′1 + f ′2�
�� ������� ��� �� �������� af1 ∶ t↦ af1(t) ��� ��������� ��� I �� ��� ���� ��������(af1)′ = af ′1�
�� ������� ��� �� �������� f1f2 ∶ t↦ f1(t)f2(t) ��� ��������� ��� I �� ��� ���� ��������(f1f2)′ = f ′1f2 + f1f ′2�

�� ���������� ����� �������� � ������� ��������� ����� ��� ������ ���� ����
����� �� �������� ��� ����� �������� �� ���������� ��� ��� ��������� � ���

����� �������� �� ������������ �� �������� �� ���������� ����� ������ ���� �������� ����
�����������

��������� � ������������� ��������

������ (a; b) ∈ R2 ���� ������� �� z = a + ib�
�� ���� exp(z) = exp(a) × eib ���� ��� ��������� ���������� eib = cos(b) + i sin(b) �� exp(a) ������� �� a ���

�� �������� ������������� � �������� �



���� ������� ��������� �� ������������� ���

�������� �

������� ��� ��������������� �������� ����� �� ���������� �� �����������

����������� � ���������� �� ��������������� ��������

���� ���� ������� ��������� z1 �� z2�

exp(z1 + z2) = exp(z1) × exp(z2) exp(z2 − z1) = exp(z2)
exp(z1) exp(nz1) = exp(z1)n

�������� �

� ������ �� �� ��������� �� ���������������� ��������� �� ������� ������� ���� ���� ������� ���������
z1 �� z2 �

exp(z1 + z2) = exp(z1) × exp(z2)
�� ����� ������������ �� ������ ��� ��������������� ���� ������ ��������
�������� ��� ����� ���������� ��� ��������������� ���������� �� ���������� ����

���������� �� �������� ez�

����������� � ���������� �� t↦ eϕ(t)
���� I �� ���������� �� ϕ ��� �������� � ������� ��������� ������ �� ��������� ��� I�

����� �� �������� f ∶ t ↦ eϕ(t) ��� ��������� �� �� �� ���� ���� t ∈ R �

f ′(t) = ϕ′(t)eϕ(t)

�������� �

������� ����� ������������

�� ��� ����������� �� ����� ����������� ���� ������ ��������� �� �����������

���������� � ���������� �� t↦ exp(αt)
���� a �� ������ ��������� ����� �� �������� ϕ ∶ t ↦ exp(at) ��� ��������� �� �� �� ���� ���� t ∈ R �

ϕ′(t) = aeat

�� �������� �� ���� ������� ��� ���� �� ���������� �� t ↦ exp(λt) �� λ ���
�� ������ �����

�������������� �� ������ ��� ���� �������
�� ����� �� �������� ��������� � ������ ��� �� ������� �� t ↦ at ����� a�
���� ������ ������� ���� ��� �� ������� �� exp(ϕ) ��� ϕ′ exp(ϕ) ���� ����� �������� ϕ � ������� ���������
�� ����������
�� ��������� ��� ���� ���������� �� ������� �� ������� ���������

��������� �� �� �������� �� �������� �� ������� (eat)′′ = a2eat�



��� ����� ����������� �� ������

������ ��������� �� �������������

���� ������ ��������� ��� ��������� ��� �� ���������

�������� �

������ a �� b ���� ������� ������

�� ������� ����� ������ ���� ������� ����� p �� q ���� ��� �

a = p + q
b = p − q

�� ��� ���������� ��� ������������� �� eia + eib �� �������� �� p �� q �

��� ������� �� �� ��� ������� ��� ������ ����������� �� cos(a) + cos(b) �� sin(a) + sin(b)�
��� ���������� �� �������� ���� ��������� ��� ������ ����������� �� cos(a) − cos(b) �� sin(a) −

sin(b)�
�� ����� ������ ��� ��� ��������� ���������������

�������� �

������ a �� b ���� ������� ��� ���� �����

�� ��������� �� �������� S ∶ t ↦ a cos(t) + b sin(t)�
������� ����� ������ ���� ������� (A; ϕ) ∈ R+∗×] − π; π] ���� ��� �

∀t, S(t) = A cos (t −ϕ)
�� ���������� ��� ���� �� ��� �������� ���������� ��� ������� �� A ∈ R+∗ �� ϕ ∈] − π; π] ������ ��� ��
�������� S ∶ t↦ A cos(t − ϕ) ���� �������� ������������ �� �

y′′ + 2y′ + y = cos(t)
����� �� ������� �������� ������� ��� ��� ������ ������������ �� �� ��������� �� ������� �������

�������� ��

���� θ �� ����� �������� �� 0� ������ 2π�

���� n ∈ N� �� ����������� � �� ������ �� �

Tn = n∑
k=0

ekiθ

�� ������ ������������ ��������� �� Tn�

�� �� ���������� ��� e
i
θ
2 − e−i θ2 �� ��������� ���������� ��� ������� ������� �� ����������� �� Tn�

����������� �� ������ � ������ � ��� ������������� �� ���������� �� �� �������������

�� �� ������� ��� ���������� ��������� �� �

Cn = n∑
k=0

cos(kθ) Sn = n∑
k=0

sin(kθ)
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�������� ���������� ������������ ��� �������
���������� �� ��� ��������

� ��������� ����������� ������� �� �� ������������ ����� �� ������������ ��� �� �������
����� �� �� ���������� ��� ����� ����� ��� ������ ��� �������������� �������� ��� �������
��� �� ����������� ���� ��� �������� ��� �� ��������������� ������ ���������� ������������
���� ������� �� ��������� ��������� ���� �� ����������� ��� ���������� ������������

�������� �������� ������������ �������

���� �������� ���������

������ ����������� �������� �����������

�� �������� ����� ������� ����������� � ��������� ��������� ��� �� �������� ����������� ��� ���� ������� �
�������� ��������������

������� ������� ���� ����� ������� ��������� ��� �������� ����������� �� ���������� ���� ��� ������������
��� �������� ����������� ���� ���� ���������� �� �������� ��� ������������ �� �������� ��������� �����������
�������������� �� ������������� �� �� ��������� �� ������� �������������� ���������� �� ���������

���� �� ����� �������� ��� ���� �� ������ ��� ����������� �� ��������� �� ���� ��� ��������� ��������������� ��
����� �� ���� �� �� ���������

�������� �

���� ������ ��� �������� �● �� ������ ��� �������������� �� ���� ��������������� �� ����� ��������� ������ �������� �● ���������� �� ������ �� ��� ��������� �● �� ���������

(S1) ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x1 + 3x2 = 1
1
4
x1 + x2 = 1 ������ (S2) ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x1 + x2 = 1
−3x1 − 3x2 = 2 ������

(S3) ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x1 − x2 + 2x3 = 1
x1 + x3 = 2 �������� (S4)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x1 − x2 + 2x3 = 1
x1 − x3 = 2
2x1 − x2 = 3

��������

(S5) ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x21 − 2x1 + x22 = 2
x1 + 2x2 = 1 ������ (S6) ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x21 − 2x1 + x22 + x23 = 0
x1 = 1 ��������



��� ����� �������� ���������

��������� � ������� ������������ ������� ��������� �������� ���������

������ n �� p ���� ��������

������ (aij)1≤i≤n
1≤j≤p

n × p ������� ������

������ (bj)1≤i≤n n ��������

�������� �� ������� ����������� ���������

(S)
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a11x1 +a12x2 +⋯ +a1pxp = b1
a21x1 +a22x2 +⋯ +a2pxp = b2⋮ +⋮ +⋮ +⋮ = ⋮
an1x1 +an2x2 +⋯ +anpxp = bn

����� ������� ��� �������� (x1; x2; ⋯; xp) �� Rp ��� ��������� ������ ��� �������� � �� ����� �� ���� ��������

���� ������� ��������� �� ���������

�� ������� ������ ������ �� ������� �� �������

⎛⎜⎜⎜⎝
b1
b2⋯
bn

⎞⎟⎟⎟⎠
�� Rn�

�� ������� ������� �������� �������������� �� ������� �

(H)
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a11x1 +a12x2 +⋯ +a1pxp = 0
a21x1 +a22x2 +⋯ +a2pxp = 0⋮ +⋮ +⋮ +⋮ = ⋮
an1x1 +an2x2 +⋯ +anpxp = 0

����� �� ������� �� ������ n × p ����� ��� ���������� (aij)1≤i≤n
1≤j≤p

��������� �� ������� �� �������� �� ��

���� � ⎛⎜⎜⎜⎝
a11 a12 ⋯ a1p
a21 a22 ⋯ a2p⋯ ⋯ ⋯ ⋯
an1 an2 ⋯ anp

⎞⎟⎟⎟⎠
�� ��� ���� �� ������� ����������� ����� ��� �� ��������� ��� ��������� ���� ������� ��������� �� ����
�������� ��� ���� ��� ��������� ���������������

����������� � ��������� ��� ��������� ���� �������

�� ������� ��� ����� ���������� �� ��������� ��� �������������

���� X⃗ = (x1; x2; ⋯; xp) ��� �������� �� ��������

����� Y⃗ = (y1; y2; ⋯; yp) ��� �������� �� (S) �� �� ��������� �� Y⃗ − X⃗ = (y1 − x1; y2 − x2; ⋯; yp − xp) ���
�������� �� ������� �������� ������������� (H)�
��� ���������� ������ ��� ��������� �� ������� (S) ���� ������ � ��� �������� �� ������� �������� �����

������ ���������� �� ����� ������

���� �������� �� �������� �� ������� � �� ����� �� ���� �������� �● ���������� ��� ��� ������ �● �������������
���� �� ����������� �� �� �������� �� ���� ������������ ��� ��� ������ ��� ���������� � ������� ��� ���������
���� ������� ��� ������������ ������������



���� �������� ��������� ���

��������� � �������� ����������� ��� ���������� ��� ��� ������

���� �������� (S) �� (S′) ���� ����������� ��� ���������� ��� ��� ������ �� ���� ������� (S′) �� ����������

� (S) ��� ���������� ������������ ����� ��� ����� ��������� �● ������� �� ���� ������ i �� j� ���� Li ←→ Lj �● �������������� ����� ����� i ��� �� ��������� ���� α ��� ��� ������������� ���� Li ←Ð αLi �● ����� � ��� ����� i ����� ����� ����� j ������� ��� �� ������� α� ���� Li ←Ð Li + αLj�

�� ���� ����� ����� ����������� ����� ���� �������� �

S ∼
L
S′

��������� �� ��� ����� ���������� ������������ ���� ���� ������������ �� �� ���� �������� ���� ������������
������������ �● �� ���������� �� Li ←Ð αLi ��� Li ←Ð 1

α
Li �● �� ���������� �� Li ←→ Lj ��� Li ←→ Lj �● �� ���������� �� Li ←Ð Li +αLj ��� Li ←Ð Li − αLj �

����� �� ������ �� ���������� �������� �� ���������� �� �������� ���� ������ ���� ��������� � ��������� ���
���������� ������������ � ��� ���������

�������� �

��������� �� ������� ������� �� ���� ������������ ��������� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
2y + 3z = 4
x + y − 2z = 1
−2x + 7z = 1

L2 ←→ L1

L3 ←Ð L3 + 2 ×L1

L2 ←Ð (1
2
) ×L2

L3 ←Ð L3 + (−2) ×L2

���������

�������� �

��������� �� ������� ������� �� ���� ������������ ��������� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
2x + y + z = 4
y + 2z = 1
−4x − y = −7

L1 ←Ð (1
2
) ×L1

L3 ←Ð L3 + 4 ×L1

L3 ←Ð L3 + (−1) ×L2

�������� �� ���������� �� ��������

�������� �

��������� �� ������� ������� �� ���� ������������ ��������� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x − 5y + 3z = 4
2x + y − 2z = 1
−2x + 4y + 7z = 1

L2 ←Ð L2 + (−2) ×L1

L3 ←Ð L3 + 2 ×L1

L2 ←Ð ( 1
11

) ×L2

L3 ←Ð L3 + 6 ×L2

L3 ←Ð 11
95
×L3

�������� �� ���������� �� ��������



��� ����� �������� ���������

��� ����� ��������� ���������� ������� �� ����� �� ������� ��� ���� ������� ���������� �� ������������ ��
������� �� ����� �� ����� �� ��� ������ �� �������� ���� ��� �������� ���������� ���� ������ ������������ ����
����
����� ������� ���� ����� ���������� ���� ���� ������ ��� ����������� �� ������� ��� ���� ����� ������� �������
�������� �� ������ �� �� ������ �������� ��� ���������� ������ ��� ������� ��� ���������� �� ������ ����� ����
������������
���� ���� ������� � ������ ��� �������� �������

��������� � ������� ��������� �������� � �� �������

������ n �� p ���� ��������

������ (aij)1≤i≤n
1≤j≤p

n × p ������� ������

������ (bj)1≤i≤n n ��������

�� ��������� �� ������� ����������� ���������

(S)
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a11x1 +a12x2 +⋯ +a1pxn = b1
a21x1 +a22x2 +⋯ +a2pxn = b2⋯ +⋯ +⋯ +⋯ = ⋯
an1x1 +an2x2 +⋯ +anpxn = bn

�� ������� ��������� �������� � �� ������� ������� �

⎛⎜⎜⎜⎝
a11 a12 ⋯ a1p b1
a21 a22 ⋯ a2p b2⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
an1 an2 ⋯ anp bn

⎞⎟⎟⎟⎠
�� ������������ �� ������� ��������� ������ ������������ �� ��������

���������� ��������� ��� ���� ����� ������� ������� ������� � ������� ��� ��� ���������� ������������ ��
������� �� ����� � ������������ � ���� ���� ��� ���������� � �� ���� � ���� ��������� ������ � ���
�� ������� ����������� �� ��� �������� �� ����� �� ��������� ���� ����

��������� � ������� ���������

�� ������ ��� ����� ��������� ���� �� ��������� �����������

�� ������� ��������� ��� �� ������� ��� ��� �● �� ������� ��������� ��� ��� �� ������ ����� ��� � �● �������� �� ������� ��������� ��� ��� �� ������ ����� ��� ����������� ��������� � �������� �� �������

��������� ��� ��� �� �� ����� �����������

�� ���� ������ ���� ���������������� �� ���������� �� �������� τ ��� � ������ ������ i ∈ [[1; n]] �������
τ(i) =min{j/aij ≠ 0}

���� �� ���� �� ������� ��� ��������� ������� τ ������

∀i ∈ [[1; n]], ai τ(i) = 1 �� ∀i ∈ [[1; n − 1]], τ(i + 1) > τ(i)

����� �������� �������� �� �������� ���������� �

⎛⎜⎝
1 2 3 4

0 1 0 1

0 0 1 0

⎞⎟⎠



���� �������� ��������� ���

⎛⎜⎝
0 1 a13 ⋯ ⋯ ⋯ b1
0 0 0 1 a25 ⋯ b2
0 0 0 0 1 a26 b3

⎞⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

1 a12 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ b1
0 0 1 a24 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ b2
0 0 0 0 0 0 1 a38 b3
0 0 0 0 0 0 0 1 b4

⎞⎟⎟⎟⎠
�������� ���������� �� �������� ��� ��� �� ���� �� �� �������� � ������������ �� ����� �� ������ ���
���������� ������ �� ������ ��������� �� ������� ��������� � ������ �� ��������� ���� �������� ���� ������
�������� �� ������� ��������

�������� � ���������� �� ����� �� �����

�� ������� ��� ����� ��������� ��� ���� �� ��������� �� �� ������� ����������

�� ����������� � ������� �� ������ �� ������ �� ������� �� � �� ������ ������������

����� ������������ ������� ������ ��������� �� ������� ���������� ���������� �� �������� � ���������� �

�������� ��� ������ �����������

�� ���������� �� �������� � � �
���� j ������ �� � � � � � �� �������� ��� ��������

�� ������� �������� ij �� �� �������� ����� � ������ �� Lg ���� �� ����� ��������� ��� ��� ���

�� ij ������ �

�� ij �� ���������� ��� � � �

�� ������� Lij ←→ Lg � ������� �� �����

��� ��

�� ������� Lg ←Ð 1
agj

Lg � ������������� �� �����

���� � ������ �� ��� � � �
�� ������� Lk ←Ð Lk − akjLg � ����������� ��� ���������� ��������

��� ����

�� g < n �

�� ���������� � �� �

��� ��

��� ��

��� ����

��������� �� �� ������ ��������� �������� �� ��� ���������� ���� ��� ���������� ����������� �� ����
�������� � �� �� ���� ���� ��������� ��� ��� ������ � ����� � ���� �������� ��� ���������� �� �� ����
������� ��� ��� ������ ����������

��������� �� ������� �� ������������� �� ����� ����� ��� ������������ �� ���� ����� ����� �� ������� ���
���������� � �������� ���� �������� ��� ���������� ���������



��� ����� �������� ���������

�������� � ���������� �������� �� ����� �� �����

�������� ���� ��� ����� ��������� �� �����������

�� �� �������� ��� ������� ���� �������� �� ����� �� ����� ��� ������ ������� ��� �������� �� ����� ��

���������� ����� ���� ��������� ��� ��� �� ���� � �� ���� ������ ����� ��������� ����������� ��� ���������

�� ��������

�� �������� � �������� ��� ������� ���������� �� ������� �� ����� � �������� �������� �� ����� �� �� ������� ���

��� ������� �� ����� �� � ������

�� ���� ��� ����� ���� �

�� ���������� �� �������� � � �

���� j ������ �� � � � � � �� �������� ��� ��������

�� ������� �������� ij �� �� �������� ����� � ������ �� Lg ���� �� ����� ��������� ��� ��� ���

�� ij ������ �

�� ������ � � � � �� ������ �������� �� ����� ���� �� ����� ������� �� �
�� ij �� ���������� ��� � � �

�� ������� Lij ←→ Lg � ������� �� �����

��� ��

�� ������� Lg ←Ð 1
agj

Lg � ������������� �� �����

���� � ������ �� ��� � � �

�� ������� Lk ←Ð Lk − akjLg � ����������� ��� ���������� ��������

��� ����

�� g < n �

�� ���������� � �� �
��� ��

����� �

�� ������ � � � � �� ������ � ���� �� ����� ������� �� �

��� ��

��� ����

���� j ������ �� � � � � � �� �������� ��� �������� � ��������

�� G[j] ≥ 2 �

�� ������ G[j] ���� �

���� � ������ �� � � ��� �

�� ������� Lk ←Ð Lk − akjLg � ����������� ��� �������� ���������� �� �� �������
��� ����

��� ��

��� ����

�������� �

��������� �� ������� �� ������������ ���� �������� �� ������� ������� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x − 3y + 2z = −5
−3x + 10y − 5z = 18
−3x + 7y − 7z = 10



���� ������ RN � ������� ������ ������� ���� ���

�������� �

��������� �� ������� �� ������������ ���� �������� �� ������� ������� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x + 2y − 3z = 4
−3x − 5y + 7z = −11
−2x − 2y + 2z = −6

�������� �

��������� �� ������� �� ������������ ���� �������� �� ������� ������� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−2x + 7y − 11z = −2
2x − 4y + 8z = 2
−2x + 2y − 6z = −2

������ ���� ���� �������

��������� � ���� ���� �������

���� (S) �� ������� �� (H) �� ������� �������� ��������

�� ������� ���� �� (S) �� ������ �� ������ ��� ������ �� (H ′)� �� ������� ��������� ������ ��� �����������

�� �� ������� �� ������������ � (H)�
�� ���� ���������� ���� ��������� �� ������ �� ������ ���� ��������

�� �� ���� ������� rg(S)�
�� ����� ����� ���������� �� �������� ���� ���� �� ���� ���� ������� ��� ������� ����� � ���� ����� �� ������
��� �� �� ������� ������� ���� ������� �� ������� ��������� �

�������� � ����� �� �������� �����������

������ (S) �� (T ) ���� �������� ����������� ��� ���������� ������������ ��� ��� �������
�����

rg(S) = rg(T )

�� ������������� �� �� �������� ����� ��� �������� �� ����� �� �� ������� ��� ��� ������� ��� �� ���������
��� �������� ������� ��� ������ ���� ������� �������� � ����������� ����� ������ �������� ������������ ��� �����
������ ��������������

���� ������ Rn� ������� ������ ������� ����

������ ��������

�� �������� ��� Rn ��� �� ������� ��������� �� R ��� �������� ������� �� ������� �� Rn ������� (x1; x2; x3; ⋯; xn)
���� x1� x2� x3� ⋯� xn ��� ���� ��� ������� ������
������� �������� �� � ������� �� ��� �������� �� R2 ��� ������������� ��� ����������� ���� ����� ���� ��
���� �� ��� �������� �� R3 ��� ������������� ��� ����������� ���� ����� ���� ���������

�� ��������� ���� ��� ���� �� ������� �������� ��� ���� ���� ����������� ��� ����������� ����� ����� ��
���������� ��� ����������� ��� �� ������ �����



��� ����� �������� ���������

��������� � ���������� ��� Rn

���� n ≥ 1 �� �������

������ (x1; x2; ⋯; xn) �� (y1; y2; ⋯; yn) ���� �������� �� Rn�
���� λ �� �����

�� ����

(x1; x2; ⋯; xn) + (y1; y2; ⋯; yn) = (x1 + y1; x2 + y2; ⋯; xn + yn)
λ ⋅ (x1; x2; ⋯; xn) = (λx1; λx2; ⋯; λxn)

�� � ����� ���� Rn ����� �������� �� ����� �������������� ��� �� ������ �����

��������� �� �������� �� ���� �� ����� ⋅ ��������� ��������� �� ������� �� Rn ��� �� �����

��������� �� �� ��� ��� �� �������������� ⋅ ��� ������� ��� ���� ���������� � �� �������������� �� ����
�������� ������������� ��� �� ���� �������� �� ������ ��� ���� �� �� ������� �� Rn��

��������� ��� ���������� �� ��� �����������

����������� � ���������� ��� ���������� ��� Rn

������ (x1; x2; ⋯; xn)� (y1; y2; ⋯; yn) �� (z1; z2; ⋯; zn) ����� �������� �� Rn�

���� λ �� ����� �� � ����� �

(x1; x2; ⋯; xn) + (0; 0; ⋯; 0) = (x1; x2; ⋯; xn)(x1; x2; ⋯; xn) + (y1; y2; ⋯; yn) = (y1; y2; ⋯; yn) + (x1; x2; ⋯; xn)((x1; x2; ⋯; xn) + (y1; y2; ⋯; yn)) + (z1; z2; ⋯; zn) = (x1; x2; ⋯; xn) + ((y1; y2; ⋯; yn) + (z1; z2; ⋯; zn))
λ ⋅ ((x1; x2; ⋯; xn) + (y1; y2; ⋯; yn)) = λ ⋅ (x1; x2; ⋯; xn) + λ ⋅ (y1; y2; ⋯; yn)(λ + µ) ⋅ (x1; x2; ⋯; xn) = λ ⋅ (x1; x2; ⋯; xn) + µ ⋅ (x1; x2; ⋯; xn)(λ × µ) ⋅ (x1; x2; ⋯; xn) = λ ⋅ (µ ⋅ (x1; x2; ⋯; xn))

0 ⋅ (x1; x2; ⋯; xn) = (0; 0; ⋯; 0)
1 ⋅ (x1; x2; ⋯; xn) = (x1; x2; ⋯; xn)

��������� �� �� ������� �� �������� ������� ��� (0; 0; ⋯; 0) ��� ��������� ������ �� Rn�

��������� �� ��� �������� ��������� ������������� �������������� � �� ������������� �� ��������������� ��+� ��� ���� ��������������� �� ⋅ ��� +� ��������������� �� × �� ⋅�
��������� �� ���� �� ��� ��������� ⋅ �� �� ������� ��������� �� ������� ⋅ ���� �� �������������� ���� ����

�� ���� ������� �� Rn�

��������� � ������ ��������� Rn� ������� ���

�� ���� ��� �������� Rn ���� �� ���������� �� �� �� �������������� ��� �� ���� ��� �� ������ ��������� ����

R��

�� ������� �� Rn ��������� �� �������� �� ������ �� �������� �� �� ������� ��������

Ð→
X = (x1; x2; ⋯; xn)

�� ����

Ð→
X =

⎛⎜⎜⎜⎝
x1
x2⋯
xn

⎞⎟⎟⎟⎠
����� �� ������ 0⃗ �� ������� ���� ������ ��� ����������� ���� �������



���� ������ RN � ������� ������ ������� ���� ���

��������� �� ����� ��������� ���������� ��� �������� �� �� ��������� ���� �� ���� �� ���� ���������

��������� �� ���� ��������� ���� ���� �� ��������� �������� ����������

��������� ��� ������� �� �������� ���� ������� �� ������� ��� ���� ���������� ������������ �� �����������
���� ��� ���������� �������� ������� ���� �����

��������� ��� ������� �� ��� �������� 0⃗ ��� ��������� ������ �� Rn ���� �����������

������ ������� ������ ������� ����� ������ ��������

���������� ���� �� ��������� ��� ����� �� ����� �� ������� �� �������� �� Rn� ����� � ���� ���� �������� ��
�������� �� ������

��������� � ����������� ��������

n �� p ��������� ��� ������� �������� ��� �����

��� ����������� �������� �� � �������� X⃗1� X⃗2� ⋯� X⃗p �� Rn ��� �� ������� Y⃗ ��� ����� ������ � �������
λ1� λ2� ⋯� λp ���� ���

Y⃗ = λ1X⃗1 + λ2X⃗2 +⋯ + λpX⃗p

��������� ��� 0⃗ ���������� � ��� ����������� �������� ���� ���� ��� ���������� λi ���� �����

��������� � ������ ��������� ������� �����������

n �� p ��������� ��� ������� �������� ��� �����
������ � �������� X⃗1� X⃗2� ⋯� X⃗p �� Rn�

���������� ��� ������������ ��������� �� ��� �������� ��������� �������� �������� ��� ��� � ���������

�� �� ���� �

Vec (X⃗1; X⃗2; ⋯; X⃗p) = { p∑
k=1

λkX⃗k ���� (λk)1≤k≤p ∈ Rp}
������� Vec (X⃗1; X⃗2; ⋯; X⃗p) = Rn� �� ��� ��� �� ������� ��� ������������

����������� � ���������� ��� ������� ���������

�� ������� ��� ����� ��������� �� �� ������� p ≥ 2� �� ������� ��� ���������� ��������� �● ������ Y⃗ �� Z⃗ ���� �������� �� Vec (X⃗1; X⃗2; ⋯; X⃗p) �� ������ (λ; µ) ∈ R2 ����� �

λY⃗ + µZ⃗ ∈ Vec (X⃗1; X⃗2; ⋯; X⃗p)
● ���� ���� 1 ≤ q ≤ p� �� � �

Vec (X⃗1; X⃗2; ⋯; X⃗q) ⊂ Vec (X⃗1; X⃗2; ⋯; X⃗p)
● ����� �� � �

Vec (X⃗1; X⃗2; ⋯; ⃗Xp−1) = Vec (X⃗1; X⃗2; ⋯; X⃗p) ⇐⇒ X⃗p ∈ Vec (X⃗1; X⃗2; ⋯; ⃗Xp−1)

��������� ��� �� ������� ������� �� �������� ��������� ��� �
� �������� �������� ��� ������ ��� ����������� ��������� �

��������� ��� �� ������� ��������� ������� ��� �� ���� �������� �� �������� �������� �������� ��������
��� ������



��� ����� �������� ���������

��������� ��� �� �������� ��������� ���� ���� ��� �������� �������� ��� �������� �� �������� �� �������
�� �� ��������� �� �� ������� ��� ���� ���� �������� ���������

�������� �

�� ��������� �������������� ��� ������� �� ���������� ������� ��� ������� ��������� ��� ��� ��������
��������� �

F1 = {(0
0
)} ⊂ R2 F2 = {(1

0
)} ⊂ R2 F3 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎠ ;
⎛⎜⎝
0

1

0

⎞⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ⊂ R3

F4 =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎝
1

2

0

⎞⎟⎠ ;
⎛⎜⎝
−2−4
0

⎞⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ⊂ R3 F5 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎝
1

2

0

⎞⎟⎠ ;
⎛⎜⎝
1−4
0

⎞⎟⎠ ;
⎛⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ⊂ R3 F6 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎝
1

2

0

⎞⎟⎠ ;
⎛⎜⎝
0

1

0

⎞⎟⎠ ;
⎛⎜⎝
1

0

1

⎞⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ⊂ R3

��������� � ������� ������ ����

n �� p ��������� ��� ������� �������� ��� �����

���� {X⃗1; X⃗2; X⃗p} ��� ������� �� � �������� �� Rn�

�� ��� ��� ����� ������� ��� ����� ������� ���� ���� ������� λ1� λ2� ⋯� λp� �� �

λ1X⃗1 + λ2X⃗2 +⋯ + λpX⃗p = 0⃗Ô⇒ λ1 = λ2 = ⋯ = λp = 0
��� ���������� �� ������� ��� ����� ������� �� ����� ����������� �������� ��� ����� �� ������� ��� ��� �����
���� ���� ��� ���������� ���� �����

���� �� ��� ���������� �� ��� ��� �� ������� ��� �����

����������� � ���������� ��� �������� ������ �� �����

�� ������� ��� ����� ���������� �� ������� p ≥ 2�
������ �� � ��� ���������� ��������� �● �� {X⃗1; X⃗2; X⃗p} ��� ����� ����� {X⃗1; X⃗2; ⃗Xp−1} ����� ������

● �� {X⃗1; X⃗2; ⃗Xp−1} ��� ���� ����� {X⃗1; X⃗2; X⃗p} ����� ������

● {X⃗1; X⃗2; X⃗p} ��� ���� �� �� ��������� �� ���� ��� �������� ��� ����������� �������� ��� �������

��������� ��� �� �������� ��������� ������� ������ ������� ����� ����� ����� ��������� ������ �� ��������

��������� ��� �� ������� ��������� ������� ������ ������� ���� ����� ���� ��������� ������ �� ��������

�������� �

�� ��������� ��� ������ �� ���������� ���� �� ��� �������� ��������� ���� ������ �� ������

F1 = {(1
0
) ; ( 1−1)} ⊂ R2 F2 = {(√2

1
) ; ( 1√

2/2)} ⊂ R2 F3 =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎠ ;
⎛⎜⎝
0

0

0

⎞⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ⊂ R3

F4 =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎠ ;
⎛⎜⎝
1

0

1

⎞⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ⊂ R3 F5 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎝
1

1

0

⎞⎟⎠ ;
⎛⎜⎝
1

0

1

⎞⎟⎠ ;
⎛⎜⎝
0

1−1
⎞⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ⊂ R3 F6 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎝
1

1

0

⎞⎟⎠ ;
⎛⎜⎝
1

0

1

⎞⎟⎠ ;
⎛⎜⎝
0

1

1

⎞⎟⎠ ;
⎛⎜⎝
4

5

6

⎞⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ⊂ R3



���� ������������ ��� �������� ���

���� ������������ ��� ��������

������ ��������� ��������������� ���������

���� ������ ������� ��� ������������ ���� ����� ������������

�������� �

�� ��������� �� �������� f ∶ x ↦ 1

x(x − 1)2 �
�� �� ��������� �� �������� ������� ����� ������ ����� ������� a� b �� c ���� ��� ���� ���� x ��

���������� �� ��������� �� f � �� �

f(x) = a

x
+ b(x − 1) + c(x − 1)2

�� �� ������� ��� ��������� �� f �

�������� ��

�� ��������� �� �������� P ∶ x↦ x4 − x3 − x2 − x − 2�
�� ���������� ���� ������� ��������� �� P �
�� �� ��������� �� �������� �� ������� ��� ������������� �� P �

�������� ��

���������� ������ ��� ��������� ������������ �� ������ ����� ��� �������� �⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
f(1) = 1
f(3) = 1
f ′(2) = 1

�������� ��

��������
y′′ + 2y′ + y = x2

������ �������� �� ��������

����������� � ��������� ���� ������� ��������

�� ��������� �� ������� �������� (H) �� ������ n × p�
������ X⃗1 �� X⃗2 ∈ Rp ���� ��������� �� �� ������� �� λ �� �����

����� X⃗1+λX⃗2 ��� ����� �������� �� (H)� ��� ���������� ��� ��������� ���� ������� �������� ���� �������
��� ����������� ���������

����������� � ��������������� ����� ������� ����� �� Rn

���� ��� ������� (e⃗i)1≤i≤p �� �������� �� Rn�
�� ������� ���� ���� ���� j ∈ [[1; p]] ��� ����������� �� e⃗j ���� (mij)1≤i≤n�
����� �� ������� ��� e⃗i ��� ����� �� �� ��������� �� �������� �������� �� ������� �������� ������� ��� ��

������� ��� �

(S)
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

m11x1 +m12x2 +⋯ +m1pxp = 0
m21x1 +m22x2 +⋯ +m2pxp = 0⋮ +⋮ +⋮ +⋮ = ⋮
mn1x1 +mn2x2 +⋯ +mnpxp = 0

����� ��������� ��� ����������� � ���� ��� �� ���� �� M ��� p� �� M ������� �� ������� �� � ������ �� �

�������� ������ ��� ���������� mij�



��� ����� �������� ���������

����������� � ��������������� ����� ������� ����������� �� Rn

���� ��� ������� (f⃗i)1≤i≤p �� �������� �� Rn�

�� ������� ���� ���� ���� j ∈ [[1; p]] ��� ����������� �� f⃗j ���� (aij)1≤i≤n�
����� �� ������� ��� f⃗i ��� ����������� �� Rn �� �� ��������� �� ���� ���� ������� b⃗ =

⎛⎜⎜⎜⎝
b1
b2⋯
bn

⎞⎟⎟⎟⎠
�� ������� �������

������� ��� �������� �

(S)
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a11x1 +a12x2 +⋯ +a1pxn = b1
a21x1 +a22x2 +⋯ +a2pxn = b2⋯ +⋯ +⋯ +⋯ = ⋯
an1x1 +an2x2 +⋯ +anpxn = bn

����� �������� ��������� ��� ����������� � ���� ��� �� ���� �� A ��� n� �� A ������� �� ������� �� � ������

�� � �������� ������ ��� ���������� aij �

�������� ��

������ ��� �������� e⃗1 = (3
2
) �� e⃗2 = (1

2
)�

�� �������� ��� ��� �������� ������� ��� ���� �� R2�

�� ���� Y⃗ = (y1
y2

) �� �������� ���������� ��� ����������� �� Y⃗ ���� �� ���� (e⃗1; e⃗2)�

�������� ��

a ������� �� ������ ���� ���� ������ ��� �������� e⃗1 = ⎛⎜⎝
1−2
2

⎞⎟⎠� e⃗2 =
⎛⎜⎝
3

1

a

⎞⎟⎠�

�� � ������ ��������� ��� a� �� ������� u⃗
⎛⎜⎝
1

5

3

⎞⎟⎠ ������ ����������� �������� �� e⃗1 �� e⃗2 � �� �������� ��

��������� �� ��������

�� ������� �� �������� ���������� �� ����� �������� �� �� ��������� ���� ���������

�������� ��

�� ��������� �������������� ��� ����� �� �������� ���� �� ��� �������� ��������� ���� ������� �� �������
������ ���� R4�

F1 =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎜⎝
−2−1
2−3

⎞⎟⎟⎟⎠ ;

⎛⎜⎜⎜⎝
5

4−2
2

⎞⎟⎟⎟⎠ ;

⎛⎜⎜⎜⎝
1

0−4
7

⎞⎟⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

F2 =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎜⎝
−3
0

2−3

⎞⎟⎟⎟⎠ ;

⎛⎜⎜⎜⎝
6

0−2
5

⎞⎟⎟⎟⎠ ;

⎛⎜⎜⎜⎝
9

1−2
7

⎞⎟⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

F3 =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎜⎝
−1
0

3

3

⎞⎟⎟⎟⎠ ;

⎛⎜⎜⎜⎝
5

1−4−6

⎞⎟⎟⎟⎠ ;

⎛⎜⎜⎜⎝
0

2

13

9

⎞⎟⎟⎟⎠ ;

⎛⎜⎜⎜⎝
7

4

14

6

⎞⎟⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

F4 =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎜⎝
3

1

1

2

⎞⎟⎟⎟⎠ ;

⎛⎜⎜⎜⎝
9

4

10

4

⎞⎟⎟⎟⎠ ;

⎛⎜⎜⎜⎝
−15−11
4−4

⎞⎟⎟⎟⎠ ;

⎛⎜⎜⎜⎝
−3−8
4−4

⎞⎟⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
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���������� ���� ������� ��� �������� �� �� �������� ��� ���������� �� �� ���� � ����
��� �������� � ���� �� ������������ ����� ��������� �� ������ ����� �� ���������� ����� �� ��
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������� �������� ������������ ������ ������

���������� �� �� �������� ��� ��������� ��� ���������� ����������� ��� ������� ����� �� ��� �������
��������������� ������� �������� ��� ������� ��� ��� ����������� ������������� ��� ������������ ������� �
���� ���� �� �� �� �� ���� ������� ���� �������� ��������� ��� ���� ���� �������� ������������ ����������
���������� ��������� ��� �������������� ������������
������� ��� ������ ���������� ��� ��������� � ����� ��� ������� �������� �� ����� ��� ����� ���� �� ����
����� �� ���� ���������� � ������ ������ ������ �� ������ �������
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��� �������� ����� �� ������ ������ ������������� ������ ���� ������� ��� ����������� ���������� ��� ������
�� ��������
���� ��������� ����� �������� ������ ������� �� ������� � �� �������� ������������ ��������� ��� ���� �������
� �� ������ �� �������� �� ��� �������� �� 1
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7
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���� ��� ������� � ��� ������� ��� �����

������ ��� ������� �� ������� ��������

���������� ��� ������� ������� �������� ��� ���� N� �� �������� ���� ��� ������� �� �� �� �� � �� ����� ��
��������
���������� ��� ������� ������� �������� ��� ������� ��� ������� �� N �������� �� ������ ����� ��������

�� �� �������� ��� ��� �� �� ��������� ��� �������� �� �� ���� ��� ����������� � ������
�� �������� ��������� �������� ���������� ��� ������� ������� �� ��� ���������� �� ������� ��� ���� ������
���������� �� ��������� ���� �������� ����������

�� �� �������� ��� ����� �� ���� �������� �������� ��� ��� ��������� �� �������� �� �� ������ ���� ������ �� �������� �����������
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����������� � ���������� �� ���������� �� �� �� �������������� ��������� ��������

������ a� b� �� c ����� ������� �������� ������������

���������� ��� ������������ ������������ �� 0 ��� ��� ������� ������ �

a + b = b + a (a + b) + c = a + (b + c) 0 + a = a
������ ������� ������� �� ������ �

∃ (−a)/a + (−a) = 0
�� ���� �� �������������� ��� ������������ ������������ �� 1 ��� ��� ������� ������� �� ����� �� ���������

������ ��� ������������ ��� ���������� �

a × (b + c) = a × b + a × c
����� �� � �

a × b = 0 ⇐⇒ a = 0 �� b = 0 (−1) × a = −a

��������� �� �� �������� ���� �� ���� ���������� ��� �������� ��� ���������� ��������� ��������� ��
������ �����������

�� ����� ��� ���������� ��� ���������� ����� ������� ��������

����������� � ���������� ����� ������� �������

a� b� c �� n ��������� ��� ������� ������� ���������

(a ≤ b) ∧ (b ≤ c)Ô⇒ a ≤ c �������������� a ≤ a ������������

a ≤ b �� b ≤ a ⇐⇒ a = b �������������� (a ≤ b) ∨ (b ≤ a) ��� �������� ������

a ≤ b ⇐⇒ a + c ≤ b + c a ≤ b ⇐⇒ na ≤ nb �� n > 0 a ≤ b ⇐⇒ na ≥ nb �� n < 0

��������� �� ��� �������� ��� ������ ��� ���������� �� ������������� ������������ �� ���������� ���������
��� �������� ��������

��������� � ��������� ��������� �������� �����

���� E �� �������� �� ������ ������� �������������� ��������� ������ M �� m ���� ������� ��������

�� ��� ��� M ��� �� �������� �� E ������� ���� ���� n ∈ E� n ≤M �

�� ��� ��� m ��� �� �������� �� E ������� ���� ���� n ∈ E� n ≥m�

������� E ��� � �� ���� ������ �� ������� �� ��� ��� E ��� ������

�������� �

���� E �� �������� ��������� ��������� ���� c �� ������ ������ ����
�� ���� −E = {−x, x ∈ E}� E + c = {x + c, x ∈ E} �� Ẽ = {x2, x ∈ E}�
��� ������� ��������� ���������� ������ �� ������� �
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�� �� E ��� ������ ����� −E ��� �������

�� �� E ��� ������ ����� Ẽ ��� �������

�� �� E ��� ������ ����� E + c ��� �������

�� �� Ẽ ��� ������ ����� E ��� ������

����������� � ��������� ���� ���� ����� ������� ���� �� �������� ������ ���������

���� E �� �������� ��������� ���������

�� E ��� ������ ����� E ������� �� ���� ����� �������� ����� � ���� ����� ������ x0 ∈ E ��� ��� x0 ��� ��

�������� �� E�

�������� �

������� ����� ��������� �� ���������� �� ���������� ���� ������� ���� �������� �� E ������ ���������
�� ���� ����� ������� �� E�

��������� �� �� ������ ���� ��� ��� ������� �� ����� ����������� ������� ��� ��� ��������� ��������

����� �� �������� �������� ������� ����� �� ���������

��������� � ���������� ���������

������ a ≤ b� ���������� ���� [[a; b]] ��� ����� �� ���� ��� ������� a� a + 1� ���� b�

��������� � �������� ���� �������� ���

������ E �� �������� ���������� �� n �� �������

�� ��� ��� E ��� �� �������� n ��������� ������ ��� ��������� �� E ���� [[1; n]]�

����������� � ��������� ����������� ���������

������ E �� F ���� ��������� ���� �� ��������� n �� p �� ���� ��� E ∩ F = ∅
����� E ∪ F ��� �� �������� n + p

�������������� �� ������� ��� τe ��� ��� ��������� ����� E �� [[1; n]] �� ��� τf ��� ��� ��������� ����� F

�� [[1; p]]�
�� ���� ����� ��������� ��� ��������� τ ����� E ∪F �� [[1; n + p]] �� �� ������� �������� �
���� ���� x ∈ E ∪ F● �� x ∈ E ����� τ(x) = τe(x) �● �� x ∈ F ����� τ(x) = n + τf(x)�

����������� � ����� �� �������

������ k �� l ���� ������� �� ��� ����������� f ∶ [[1; k]]→ [[1; l]]�
�� f ��� ��������� ����� l ≥ k�

�������������� �� �� ������� ��� k ∈ [[1; l]]�
���� ����� �� �� ��������� ��� ����������� f̃ ��������� �� [[1; k]] ���� �� ������������� �� [[1; k′]] �� [[1; l]]�
������ �� ���� ������ k = k′ ∈ [[1; l]]�
������������ ������� ������ ��������� �� �������� �������� �



��� ����� ������ � ������������

k′ ���� l
f̃ ��� ������������� f

���� ����� ������ ��� �������� �� [[1; k′]] ��� ����� ��� ������������� ���f̃ �
�� ������� �� ���� ����� ������� j �� [[1; k′]] ��� ��� ��� ������������
�� j ≠ k′ � � k′ ����� ��� �� ����

�� ��������� i ������������ �� k′ ��� f̃
�� ������ f̃ �� ������ f̃(i) = j � f̃ ����� ���������

��� �� � � �� ������ �� ��� ��� ��� k′ ��� �� ����
�� �������� k′ ��� k′ − 1

��� ���� ���

�� ��� ��� ��� ��� ���������� �������� �� ����� � ������ ������� ���� �� ������ ���� ���� �� ������� ��
���� �� �� � � �� ���� l ������

��������� �� �� ������� ����� ������� �� ����������� �� ����� ����������� �
� �� �� ���� ��� ������� ����������� ���� �������� E ���� �� �������� F ������� �� �������� �� E ���
��������� �� �������� �� F � �

���� ��� ����������� �� ����� ����������� �������� �� �������� ��� ���������������

����������� � ������������� ���� �������� ���

���� E �� �������� ��� �� �������� n�

���� F ⊂ E�

����� F ��� �� �������� ��� �� �� � #F ≤#E�

�������������� �� ������ ��� ��������� �� F ���� E� �� ���� ���� ���� �� ����� f(x) = x�
�� �������� ��� ����� �� ������ �������� ����� ��� F ��� �� �������� ��� ��������� � E�

������ ��� ������� ����������

�� ������� �� �� ����������� ��� � ������������� ��� ������� �����������
� ����� ������� �� ���� ����� ��������� ��� �� ������ ��� �������

p

q
���� q ≠ 0 �� ������� �� ���� Q ����������

��� �����������
��� �������� �� ������ ������� ��� �� ���������� ������������� 1,465 = 1465

1000
�

��� ���������� �� ���������� �� �� �� �������������� �� ���������� ���� ���������� � ������ ��� ������� ���� ��
���� �� ��������� ����������� �� ��������� ��� ������� ��� ���� �

∀x ∈ Q∗, ∃!y/xy = 1
�� ���� ��������� ������ ��� ���������� ��� ����� ��������� ����� �� ���� �������� ������� ��� ���� ���
��������

�������� �

���� �� �������� φ ∶ Z ×N∗ → Q ��� � ���� ������ (p, q) ������� p

q
�

������� ��� φ ��� ���������� ���� ��� ����������

�� ��������� ���������� H = {(p; q) ∈ Z ×N∗/p �� q ���� �������� ����� ���}
������� ��� �� ����������� �� φ � H ����� �����������

�������� �

������ a �� b ���� ���������� ���� ��� a < b�
������� ����� ������ �� ��������� m ��� ��� a <m < b�
�� ������� ����� ������ ��� ������� �� ���������� ������� ����������� ����� a �� b�



���� ��� ������� � ��� ������� ��� ����� ���

������ ��� �����

��� ������� �� �� ��������� ��� ������� ���������� ��� ����� � ������ ��� �����������
�� �� ���������� ��������� �� ��������� ��� �� ������

��������� � ������� �����

���� ��� ������ (D) ����� ���� ������ (O; ı⃗)�
��� ������� ����� ���� ������ �� ���������� ��� ��������� ��� ������ �� �� �������

�� ���� ������� ��� ���������� ��� ���������� �������� ���������� ��������������� ���������� � R� �� ��������
��������� ��� ���� ���� ������� ��� ������ �� ��� ������ ��������� ��������� ��� ���������� �� ��������� ��
���������

�� ����� �� ���� �������� ���������� ������������ ��� ������

����������� � R ��� �����������

���� x �� ����� ����� �� ������ �� ������ ��������� � x�

����� ���� ��� ����������� �� ����� ������������

����������� � ���������� ��� ���������� ��� ����� ���� R

������ a < b ���� ������ ����� �� ������ �� ��������� r ��� ��� a < r < b�
����� �� �������� ���� ��������� ������� ��� ��� ��������� ������� �� ����� �� ������������ �� ������ ��
����� �����������

�������� � ����� ����������

���� �� �������� E �� ����� �������

����� ���������� ��� ��������� �� E ������� �� ���� ����� ������� s�

����� �������� ��������� ��� ����������� � ���� ��� s ��� �������� ������ ��� ������

∀ε > 0, ∃x ∈ E/ s − ε ≤ x ≤ s �� ∀t ∈ E, t ≤ s
�� ��� ��� s ��� �� ����� ���������� �� E�

�� ����� �� F ��� �� �������� �� ����� ������� ���������� ��� ��������� �� F ��������� �� ���� �����

�������� ��� ���� ������� ����� ����������� ����� �������� ������ i ��� ������ �

∀ε > 0, ∃x ∈ F / i + ε ≥ x ≥ i �� ∀t ∈ F, t ≥ i

���������� ������� ������ �� ��������� ����� ������ �� ����� ����������� �� ����� �����������

�������� �

���� ��� ��������� ��������� �������� ����������� ������������� ������ ����������� �� ����������� ����
���������� ��� ������� �� ��� ������ ����������� �� ������������

A = {√n, n ∈ N} B = { 1
n
, n ∈ N∗}

C = f−1 ⟨[1; +∞[⟩ ���� f ∶ x↦ −x2 + 2x + 3 D = {(−1)n, n ∈ N}
E = arctan (R) F = {cos( 1

n
) , n ∈ N∗}



��� ����� ������ � ������������

������ �������� ������ �������

�� ����������� ���������� ��� ��������� ��������� ������� ������ �� ���������� �� �������� ������ ��������

����������� � ������ �������

���� x �� ������ ����� ����� �� ������ �� ������ ������ ���� ⌊x⌋ ��� ��� �

⌊x⌋ ≤ x < ⌊x⌋ + 1

�������������� ���� I = {n ∈ Z/ z ≤ x}�
����� R ��� ������������ ��� �������� ��������� ��� ��� ���� �� ��� ������� ���� �� ����� �� �������
������� ���� m�

���� ���� �� � m ≤ x ��� m ∈ I� �� ����� m + 1 ������������ ��� � I ���� m ��� ��������� ������� �� I��
����� m + 1 > x�
����������� �� � ���� ����������� ���� ������ ������ m ��� ��� m ≤ x <m + 1�
��������� �� m ��� ���� ������ � ������� ��� ����������

�� ������ ������� �� x ���������� � ��������������� ��� ������ �� x � ��������
�� ���� ������� �� x ��� �� ������ �������� �� ������ ������� �� x ����������

����� � ���������� �� �������� �� x ���� ��� ������� ����� �� ��������

�������� �

������ �� ������ �� �� �������� ������ ������� ���� x ∈ [−5; 5]�
�������� �

���� ������������� ���������� ��� ������� �������� ��� ������� �������� �

A = 1,25 B = −1,25 C = −845
3

D =√
50

E = 1

0,0082
F =√

237 G = 3√5 H = 1

1 − 0,23
I = 1√

15 − 4 J =
√
12842

7
K = (1,27)10 L = 100 × 0,94

����������� � ���������� �� �� ������ �������

�� �������� ������ ������� ��� ���������� �� ���� � ��� ���� ������� ��������� �

lim
x→+∞ ⌊x⌋ = +∞ lim

x→−∞ ⌊x⌋ = −∞

�� ����� �������� ������� ��� ��� ���������� �� ��� ��� ���������� �� �� ������ ��������

�������� �

������ a �� b ���� ����� �� p �� ������� ����� �� �� ���������� �� ��� ������������ ���� ������ �� ��������



���� ������ � ����������� �� ��������� ���������� ���

�� ⌊a + b⌋ = ⌊a⌋ + ⌊b⌋
�� ⌊a + p⌋ = ⌊a⌋ + p
�� ⌊a × b⌋ = ⌊a⌋ × ⌊b⌋

�� ⌊pa⌋ = p ⌊a⌋
�� ⌊∣a∣⌋ = ∣⌊a⌋∣
�� a ≥ b ⇐⇒ ⌊a⌋ ≥ ⌊b⌋

�������� �

���� x �� ������ ���� �������� ���� ���� ������ ������ n� �� ���� an = ⌊10nx⌋
10n

�

�� ������ ��� ������� �� a0� a1� a2 ���� �� ��� �� x =√
2�

�� �������� ���� ���� n� ��� x ≥ an �� ���
1

10n
≥ an+1 − an ≥ 0�

�� ��� ���������� �� ����� ��� an �

���� ������ � ���������� �� ��������� ����������

������ ���������� ���������� �� ������

�� ���� ������ �� ����� ������� ����� ����� un �� ������� �������� �� �������� �� n� �� ������� ����� ��
��������� ����������
���� �� ���� ��������� ������ ��� ������ ����� ����� un �� �������� ��� ������ ���������� un−1� un−2� ⋯�
�� ������� ����� �� ��������� ��� �����������
��� ������ ������� ��� ���������� ���� �� ������� ���� ��������� � ������� ��� �� ���� �� ������� �������� ����
��� ������ �������������� ����� ��������� �� ����� ������

�������� �

���� ��� ��� ��������� �������� �� ��� ������ ���� ������� ������������� �� ��� ���������� ���� ��������
�� ����� �� ���� ��

�� ���� ���� n� un = sin(nπ) + n�
�� ���� ���� n� vn = n2 − 1

n + 1 �
��

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
F0 = 1
F1 = 1
Fn+2 = Fn+1 + Fn (∀n ∈ N)

�� �� ����� sn ��� �� ����� �� ������ �� ��� �����������

������ �

� ���� ��

���� � ������ �� � � ��

�� � ��� �����

� ���� ���

������

� ���� ����

��� ��

��� ����

�������� �



��� ����� ������ � ������������

������ ���� �� ���������� ���������

�������� ���� �� ���������

����� �� ��������� �� ���� �� ��������� ����� ������ �� �� ���� �������� � ������ ���� ������� ���� ��� �������
��������� �� �� ����������� ��� ������� ������ ������ ����� ������� ���� ��� �� �������� ������ ���� �����
���� ��� �� ��������� �� �������� ���� ��� �� �� �������� ��� ������� �� ���� �� ��������� �� ������ ���������� �

��������� � ����� ����������� ����������� ����������� ������������� ����������� ������������ �
������ ���� ������� ����

������ ��� ����� (un) �� �� ������ ������ p�

�� ��� ��� (un) ��� ���������� � ������ �� ���� p ������� ∀n ≥ p,un ≤ un+1�
�� ��� ��� (un) ��� ����������� ���������� � ������ �� ���� p ������� ∀n ≥ p�
un < un+1�
�� ��� ��� (un) ��� ������������ � ������ �� ���� p ������� ∀n ≥ p,un ≥ un+1�
�� ��� ��� (un) ��� ����������� ������������ � ������ �� ���� p ������� ∀n ≥ p�
un > un+1�

�� ��������� �� u ��� ���������� ����� ��� u ��� ������������� �� ����� �� ������
��� ������ ��� �� ���� �� ������������ �� ��������������

�������� ��

���� ��� ��� ��������� ����������� ���� ������� ��� ���� �� ��������� ��� �������

�� ∀n, un = −(n − 3)2 + 1�
�� ∀n, vn = 3n + 2

n − 5
2

�

�� { w0 = 1

wn+1 = 2wn + 1 ,∀n

�� t ��� ��� ����� ������������ �� ������ ������
������ ���������

�� s ��� ��� ����� ����������� �� ������ ����
����� ���� ������������ ]0; 1[ �� �� �������
����� ��������

�� ������� ����� ��������������� ����������� �� �� ���������� ����� ������

����������� � ��������������� �� �� ���������� ����� �����

��� ����� (un) ��� ���������� � ������ ���� ���� p �� �� ��������� �� ���� ���� ������� m �� n ���������� �

p� �� � m ≥ nÔ⇒ um ≥ un
�� ����������� ���������� ����� ����� ���� �� ��� ����������� ���������� � ��������� �� ��������� ��� ����������
������ ��� ��� ���������� ���������

�������� ��

������� �� ���� ������ �� ����� ����������� ��� ���������� ��� m�

������� ��������� �� ���� �����������

�������� ����� �������� �������� ������

��������� � ��������� �������� ����� ������ ����� ������

���� (un) ��� ����� �� ������� �� ������ M �� N ���� ��������

�� ��� ��� M ��� �� �������� �� (un) �������� ���� ���� n ∈ N, un ≤M �

�� ��� ��� N ��� �� �������� �� (un) �������� ���� ���� n ∈ N, un ≥ N �

���������� ����� ������� � �� ���� �� �������� �� �� ��������� �� ��� ������� ��� �������



���� ������ � ����������� �� ��������� ���������� ���

��������� �� �� ��������� ���� ��� �������� ����� ����� (un) ������ ���� ���� �� ���������� �� �� �����[α;β] �� α �� β ���� ��� ��������� �� ��������� �� (un)�
��������� �� �� �������� �� ��� ���� ���� ��� �� ��� ����� ������� ��� ������ ���� ����� ���� ��� �������

��������� �� ��� ����� ���������� � ������ ���� ������� ���� ��� ��������

����������� � ��������������� �� � (un) ��� ������ �
��� ����� (un) ��� ������ �� �� ��������� �� (∣un∣) ��� ��������

�������� ��

��������� ��� ������ ���������� ��� ������� ��� ������� �������� �

�� �� ����� (un) ����� ��� ���������� ���� ����� ��� ��� ���� �������������

�� �� ����� (vn) ��� ������ �� ��� ������ �� ���� ��� �����������

�� �� ����� (wn) ��� ��� �� �������� ���� ���� ����� ��� �����������

����������� �� ������ �������� ��� ������ ������������ �� ��������� ��� ������ �������� ���� ��� ��������� ����

��������

������ ������ �������������� ������ �����������

��������� � ����� ������������

�� ��� ��� �� ����� (un) ��� ������������ � ������ �� ���� p ������� ���� ���� n ≥ p� un = up�

��������� �� ��� ����� ������������ ������� ��� ������ ����� ����� ���� �� ������� ���� �����

��������� � ����� ����������

�� ��� ��� �� ����� (un) ��� ���������� �� ������� T ������� T ��� �� ���� ����� ������ ����������� �������

��� ���� ���� ���� n� un+T = un�
��������� �� �� (un) ��� ���������� �� ������� T ����� (un) ����� �� ������� T ������� �����������

�������� �� �� ����� ������ ���� ���� n ��� un = (−1)n ��� ���������� �� ������� 2�

�������� �� �� ����� ������ ���� ���� n ��� vn = cos (nπ
3
) ��� ���������� �� ������� 6�

�������� ��

������� ��� ���������� ��� ���� �������� �����������





�������� ��

����������� ��� ��� ������� ����������

� ����������� �� ����� ����� �� ������ ������� ��������� ���� �� ������� ��������� ��
����� ��� ���������� �� ���� ���������� ����������� �� ���� ��� ��������� ��������� �� ��������
������� ��� ������ �������������� �� �� ������� ��� ������� �� ������ ������ ��� �������
�� ���������� ��������������� ��������� �� ������� ����������� ���� ������ �� ������� ��
�� �������� �� ����������� �� ���� ������� ���� ��� ���� ������������� �� ����� ���
������ ���������� �� �� ����� ������� ������� ������� �� ���� �� ���� ��������������
����� ����� �� ������� ���������� �� ���� ��� ��������� ��������� ��� ������ ��������
�� �������� ��� ����� ������� �� ��������� ������� �� ����� ������ ��� �� �������� �����
������� ��� ������ ����������� ��� ����� ������ ����������� ��� ������� ���������
���� ��� �������� ����������� ���� ��� �������� �� ������ ������ �� ���� �� �����������
������ ����� ������� ������� �� �������

����� ����� ��������

���������� �� �� �������� ��� �� ���� ����� ��� ��������� ������� �� ��� �������� ������ ��������� ��������� �����
������� ��� ������������� ��� ������� �� ����� ���������� �� ���� ������� ���� � ���� ���������� ������ ��
���������� ������������ ���� ��� �������� ������ � ���������� ��������� ��������� ��������� ��������

�� ��������� ��� ��� ��������� ���������� �� �������� ��������� �� ����� �� ����������� ���� ����� �������
��� �������� ��������� ������ ��� ���� ���������� ��������� �● �� ������ ��� � ��������������� � � �������� �● ������� �������� ���� �� ���������� �� ��� ����� ����� �� ������ ��������� �� ������� ��� �������

�������� � ������ ��� ���� ������� ������ ���������� ��

��� �������� ���� �� ������� ������������������������ �� ������� ��� ������ �� ������������ ��� �������� ���
������� � �� ������� ��� ������ �� �����������

��� ����� ������� ������� ��� ���������� �� ���������� �� �������� ��� ��������� �������� ���� ����������

�� ��������� ������� ����� ��� ��������� �� ����� ���� ��������� ����������� ������������ ��� �� �������
�������� � � ����� ���������� �� ��� ���� ���� �� �������� ���� ������� �� ��������� ���� ������� � �� ��������
sin(θ) ��� θ ���� ��� � ������� � ������� �� θ�

�� ����� �� �������� �� ������������� ��� ���� �������� ���� ��� ��������� �������������� �� ��� ��������� ��� �������� ����������

�� �� ��������� ����� ��������� �� ��� ���� ����� ���� ��� �������������� ������� ������� ���



��� ����� ������� ���������� � ������������

���� ��������� �� �������� ��������

���� ����� �� ������ K ������� R �� C�

��������� � ������ ���������

���� E �� �������� ���� ����� ��� �� ����������� ������� ����� +� �� ��� ��� E ��� �� K������� ���������

������� �● + ��� ������������ ����������� �● E ��� ���� ���� ������� ������ ���� + ��� ���� ���� 0⃗E �● ���� ������� x⃗ �� E ��������� �� ������ ���� + ��� ���� ���� −x⃗ �● �� ������ ��� ��� �� ����������� ������� ⋅ ∶ (K; E)→ E ��� ������ �

∀(λ; µ) ∈ K2, ∀ (x⃗; y⃗) ∈ E2 ∶(λ × µ) ⋅ x⃗ = λ ⋅ (µ ⋅ x⃗) (λ + µ) ⋅ x⃗ = λ ⋅ x⃗ + µ ⋅ x⃗
λ ⋅ (x⃗ + y⃗) = λ ⋅ x⃗ + λ ⋅ y⃗ 1 ⋅ x⃗ = x⃗

��� �������� �� E ������ �������� �� �������� �� ��� �������� �� K �� ����������

���� ���������� ������������ ��� ���� ���� ������� ���������� �� ����� ����������

����������� � �������� ����������

�� ������� ��� E ��� �� K������� ����������

������ ∀ (x⃗; λ) ∈ E ×K� �� � �

0 ⋅ x⃗ = 0⃗ λ ⋅ 0⃗ = 0⃗ (−1) ⋅ x⃗ = −x⃗
�� ����� λx⃗ = 0 ⇐⇒ λ = 0 �� x⃗ = 0�

�������������� 0x⃗ + 0x⃗ = (0 + 0)x⃗ = 0x⃗ ���� 0x⃗ ��� �� ������ �� E ���� +� ����� � ���� 0x⃗ = 0⃗�
λ0⃗ �� ������ �� ������� ����������
�� � ���������� −1x⃗ + 1x⃗ = (−1 + 1)x⃗ = 0x⃗ = 0⃗ ���� (−1)x⃗ = −x⃗�
����� ��������� λx⃗ = 0� ���� �� ��� �� λ ≠ 0� �� � x⃗ = 1

λ
(⋅λx⃗) = 1

λ
× 0⃗ = 0⃗� �� �� λ = 0� �� ��� � ���� �

������� �

��������� � ������ ��������� �������

���� n �� ������ �� (Ei)1≤i≤n � K�������� �����������

����� �� ���� ������ �� K������� ��������� ��� E1 × E2 × ⋯ × En �� ������� ���� ���� ��������(x⃗1; x⃗2; ⋯; x⃗n) �� (y⃗1; y⃗2; ⋯; y⃗n) �� ∈ E1 ×E2 ×⋯ ×En �

(x⃗1; x⃗2; ⋯; x⃗n) + (y⃗1; y⃗2; ⋯; y⃗n) = (x⃗1 + y⃗1; x⃗2 + y⃗2; ⋯; x⃗n + y⃗n)
��� ���� ���� λ ∈ K �

λ (x⃗1; x⃗2; ⋯; x⃗n) = (λx⃗1; λx⃗2; ⋯; λx⃗n)

�������������� �� ���� ������� ��� + �� ⋅ ����� ������� ��������� E1 ×E2×⋯×En ��� ������ �����������

������ ���������� ��� ����� ���������� ��������� ���������� � ����������

�������� �� R ��� �� R������� ��������� �

�������� �� C ��� �� R������� ��������� �



���� ������������ ���������� ���

�������� �� ��� ������ �� ����� ������� �� R������� ��������� �

�������� �� ���� I �� ���������� ���� ��� ��������� �� I ���� R ������� �� R������� ��������� �

�������� �� Rn� ���������� ��� �������� �������� � n ������������ ����� �� R������� ��������� �

�������� �� Cn ����� �� C������� ��������� �

�������� �

�� ������������ ����� �������� ����� �� ����� ��������� �� ������� ��� �� ���� ���� ��� ������� ������
������ �� ���������� �� ����������� � ���� ���������� ���������� �� �� �������������� ��������

�� ���� ��� ��� ��������� ���� �� ��� ��������� ���������� ���� ��� R ������� �����������

��� Q �� ���� ��� R������� ��������� �

��� R �� ���� ��� Q������� ��������� �

��� ��� ��������� �� [1; 2]→ [1; 2] �
��� ��� ��������� ����������� �

��� ��� ��������� �� ���������� ������������� y′ − 2y = 0 �
��� Vec

⎛⎜⎝
⎛⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎠ ;
⎛⎜⎝
1−1
1

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠ �

��� ��� ��������� �� �������
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2x + y = 5
4x + 2y = 10 �

���� ������������ ����������

��������� � ����������� ���������

���� (E, +) �� K������� ����������

�� ��� ��� H ��� �� ����������� ��������� �� E ������� H ⊂ E �� (H,+) ��� �� ������ ����������

�������� �� E ��� �� ����������� ��������� �� �������� �

�������� �� �� ����� {0⃗} ��� �� ����������� ��������� �� E�

�� ����������� ��� ���� ��� ����� ���������� ���������

����������� � ��������������� ��� ������������ ����������

����� ��������� �� ����������� ���� H �� ������������� �� E�

H ⊂ E ��� �� ����������� ��������� �� E �� �� ��������� �� ���� ���� (λ; µ) ∈ K2 �� ���� ���� (x⃗; y⃗) ∈H2 �

λx⃗ + µy⃗ ∈H

�������� ����� ������������

�������������� �� ���� ������ ��� �������� �� ����� �� �� ������� ��� H ��� �� ���� ������ ��������� �� E

����� λx⃗ ∈H �� µy⃗ ∈H �� ��� ������ λx⃗ + µy⃗ ∈H ���������� ��� H ��� ������ ��� ���������

�� ���� ���������� ��� ���� �������� ��������� ��� H ������ �� ��������� P �

∀ (λ; µ; x⃗; y⃗) ∈ K2 ×H2, λx⃗ + µy⃗ ∈H (P )



��� ����� ������� ���������� � ������������

�� ���� ���� ������� ��� (H, +) ������ ��� ���������� �� �� ��������� �������� ��������� �� ��� H ��� ������
��� �������������� �������� ��� ���������� �� ������������� �� ��������������� �� +� ��������������� �� × �� ⋅�
����� ��� ��� ���� ��������������� �� ⋅ ���� �������� ��� ���� ��� �������� �� H ���� ����� ��� �������� �� E�

�� ��������� �� ���� ������� ��� �������� H ��� ������ ��� ������� � ��������� �������������� �������� ������
�� �������� 0⃗�

0⃗ ���������� � H� �� ���� �� ������� ��������� ���� ������ (x⃗; y⃗) �� H2 �� �� ���������� λ = µ = 0 ���� ��
��������� P �
�� ����� ���� ��� �������� �� H ��������� �� ������� �� ���� �� ������� λ = −1� y⃗ = 0⃗� µ = 12 �� x⃗ ∈ H
����������� �� ������� ����� ��� −1 ⋅ x⃗ + 12 ⋅ 0⃗ = −x⃗ ∈H�
�� ��������� ��� ����� ��������� �� ������� λ = µ = 1 ���� �� ��������� P �
����� �� �������������� ��� �� �������� ��� ������� �� ����� ���� ���� x⃗ ∈ H �� ���� ���� �������� λ� λx⃗ ∈ H
��� ���� �� ������� y⃗ = 0⃗ ���� P ��

����������� � ������������ �� ������������ ����������

������ G �� H ���� ������������ ���������� ���� ������ ��������� E� ����� G∩H ��� �� ����������� ���������

�� E�

�������� �

������� ����� ������������

�� �������� ��� ����� �� ������������ ���������� ����� ��� �� ����������� ����
������� ����� ���������� ��� ���� ���� ���� �����������

�������� �

�� �� ����� ���� E = R2 �� ���� ��� R������� ����������

�� ��������� F = {(x
y
) ∈ R3/x = 0} �� G = {(x

y
) ∈ R3/x = y}�

�� ����� �� �������

�� ������� ��� F �� G ���� ��� ������������ �����������

�� ������� ��� F ∪G ����� ��� �� ����������� ����������

�������� �

���� ��� ��� ��������� �������� �� ��� �������������� ���������� ���� ���� ��� ������������ �����������

�� ��� ��������� �� �������
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2x + y = 0
x + y = 0 � ���� ������ �� R2 �� ���� ��� R������� ��������� �

�� ��� ��������
⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠ �� R3 ���� ��� 2x + 3y + z = 1� ���� ������ �� R3 �� ���� ��� R������� ��������� �

�� ��� ��������
⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠ �� R3 ���� ��� x2 + y2 + z2 − 2z = 0� ���� ������ �� R3 �� ���� ��� R�������

��������� �

�� ��� ��������� f � ������� ������� ������ ��� f(3) = 0 �� ���� ��� ����������� �� ���������� ���
��������� � ������� ������� �



���� ������������ ���������� ���

�� ��� ��������� f ���������� ��� R ������ ��� f ′(1) = 0 �� ���� ��� ����������� �� ���������� ���
��������� � ������� ������� �

�� ��� ������ ������� ������ ��� ���� ���� n� un+1 = 3un �
�� ��� ������ ������� ������ ��� ���� ���� n� un+1 = 3un − 5 �
�� ��� ������ ������� ������ ��� ���� ���� n� u1 + u2 + u3 = 0�

��������� � ����� �� ���� ������������ ����������

���� E ��� K������� ���������� ������ F �� G ���� ������������ ���������� �� E�

������ �� ����

F +G = {f⃗ + g⃗; ∀(f⃗ ; g⃗) ∈ F ×G}
�� ����� F +G ��� �� ����������� ��������� �� E�

�������������� �� ���� ���������� �� ����������� ��� �� ��������������� ��� ������������ �����������
������ ����� x⃗ ∈ F +G �� x⃗′ ∈ F +G ����� ��� ���� ��������� λ �� µ� �� ���� ������� ��� λx⃗ + µx⃗′ ∈ F +G�
�� �� ������ (g⃗; f⃗) ∈ F ×G �� (g⃗′; f⃗ ′) ∈ F ×G ���� ��� x = f⃗ + g⃗ �� x′ = f⃗ ′ + g⃗′�
������ λx⃗+µx⃗′ = λ (f⃗ + g⃗)+µ (f⃗ ′ + g⃗′) = (λf⃗ + µf⃗ ′)+ (λg⃗ + µg⃗′)� ������� ��� F �� G ���� ���� ������������
����������� �� � λf⃗ + µf⃗ ′ ∈ F �� λg⃗ + µg⃗′ ∈ G ���� λx⃗ + µx⃗′ ∈ F +G�

��� ������������ �� �� ������ �� ����� �� ������������ �����������

�������� �

�� ��������� E = R3 �� ���� ��� R������� ���������� ������ F = Vec⎛⎜⎝
⎛⎜⎝
1

1

1

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠ �� G = Vec⎛⎜⎝

⎛⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠�

�� ������� ��� F �� G ���� ��� ������������ ���������� �� E�

�� � ���� ���������� F +G �

�� ��� ����������� ���� ����� �� ����� �� ������������ ���������� �

��������� � ������������ �� ����� �������

����� ����������� ���� �� ��� �� F �� G �������� F ∩G = {0⃗}� �� ����� �

F +G = F ⊕G

�� ��� ����� ��� ����� ����� ��� ��������

��������� ����� ����� �������� ����� ��� �� ������������� ��� �������

����������� � ������������� ������ �� ����� �������

���� E ��� K������� ���������� ������ F �� G ���� ������������ ���������� �� E�

�� ���� H = F +G� ����� ��� ���� ������� �������� ���� ����������� �● F �� G ���� �� ����� ������� �● ���� ���� h⃗ ∈H� ∃! (f⃗ ; g⃗) ∈ F ×G/ h⃗ = f⃗ + g⃗



��� ����� ������� ���������� � ������������

�������������� �� �� ������� ��� �� ������� ����� �������� �� ������� �� ��������� ����� h⃗ ∈ H �� ��
������� ����� ������ ���� ������ �� F ×G ������ (f⃗ ; g⃗) �� (f⃗ ′; g⃗′) ������ ���

h⃗ = f⃗ + g⃗ = f⃗ ′ + g⃗′
���� �� ���� �� � f⃗ − f⃗ ′ = g⃗′ − g⃗� �� f⃗ − f⃗ ′ ∈ F �� g⃗′ − g⃗ ∈ G ���� f⃗ − f⃗ ′ = g⃗′ − g⃗ ∈ F ∩G� ���� �� ���� ���
F ∩G = {0⃗} ���� f⃗ − f⃗ ′ = g⃗′ − g⃗ = 0⃗� ����� � ���� f⃗ = f⃗ ′ �� g⃗ = g⃗′�
��������������� �� ���� ������� �� ������ ������ �� �� ������� �� �������� ���� ����� x⃗ ∈ F ∩ G� x⃗ ����
�������� � x⃗ = x⃗ + 0⃗ �� x⃗ = 0⃗ + x⃗� �� 0⃗ ∈ F ∩G �� x⃗ ∈ F ∩G� ����� ����� ������������� ��� ������� �� ��
������ ��� 0⃗ = x⃗ ���� �� � ���� F ∩G = {0⃗}�
�� ��� ����������� �� ������������ �� ����� ������� �� ������� ������� �� ����� ����� E ���� �������

��������� � ������������ ���������������

������ F �� G ���� ������������ ���� ������ ��������� E�

������� F ⊕G = E� �� ��� ��� F �� G ���� ��������������� ���� E�

F ��� ����� ������� �� �������������� �� G�

������� F �� G ���� ���������������� ���� ������� �� E �� ��������� ��

������� ������ �� ��� ����� ���� ������� �� F �� ���� ������� �� G�

�������� �

�� ��������� ���������� E = R2�

���� A = Vec((2
3
)) �� B = Vec((1

1
))�

�� ������� ��� A �� B ���� ��� ������������ ���������� �� E�

�� ������� ��� A �� B ���� ��������������� ���� E�

�� ���� u⃗ = (1
2
)� ������ ��� �������� (a⃗; b⃗) ∈ A ×B ���� ��� u⃗ = a⃗ + b⃗�

���� �������� �� ��������

��������� � ������� ������ ������������ ����

���� E �� ������ ��������� ��� K� �� ��������� ��� ������� �� �������� F = (f⃗i)1≤i≤n�
�� ��� ��� ����� ������� ��� ����������� ������� ���� ���� ������� x⃗ �� E �� ������ ��� ������� �� ���������(µi)1≤i≤n ����� ���

x⃗ = ∑
1≤i≤n

µif⃗i

�� ��� ��� ����� ������� ��� ����� ������� ���� ����� ������� �� ��������� (λi)1≤i≤n ����� ��� x⃗ = ∑
1≤i≤n

λif⃗i = 0⃗�
�� � ���� ���� 1 ≤ i ≤ n� λi = 0�
��� ������� ��� ����� ��������� ��� ������� �����
����� ��� ������� ����� �� ����������� ��������� ��� �����

��������� �� ���� �������� ���� ���� ��� �������� ������������

��������� �� ��� ������� ��� �������� �� ������� ��� ��� ��������� ��� ������� �����



���� �������� �� �������� ���

�������� �

������ n �� p ���� ������� ���� n ≥ 1 �� p ≥ 2�
������ F = (f⃗i)1≤i≤n ��� ������� ���� �� G = (g⃗i)1≤i≤p ��� ������� ����� ���� K������� ��������� E�

�� ��� ������� ��� ���� ��� �������� �� F ��� ����������� �������� ��� �������

��� ������� ���� ���� ���� x⃗ ∈ E� �� ������� F ∪ {x⃗} ��� �����
�� ��� ������� �������� ������� �� G ����� ����������� �������� ��� �������

��� ������� ��� �� ������� G̃ = (g⃗i)1≤i≤p−1 ��� ������

�� �������� ��� ���������� ��� ���� ����� ���� ������ ���� ��� �������� ��
Rn� �� ���� ��������� ������� ������ ������� ����������� ����� �����������

��������� ��� ������ ��� ���������

����������� � ������� �� �� ������������� ���� ��� ����� �����������

���� (e⃗i)1≤i≤n ��� ���� ���� ������ ��������� E�
����� �

∀x⃗ ∈ E, ∃!(αi)1≤i≤n ∈ Kn/ n∑
i=0

αie⃗i = x⃗
���� �� ���� �� ��� ��� ��� αi ���� ��� ����������� �� x ���� �� ���� e⃗i�

�������������� ������� ��� e⃗i ������� ��� ����� ��� αi �������� ���� ����� ������� ��� �������������

�������� ���������� ���������� ��������� ����� ������ (βi)1≤i≤n ∈ Kn ���� ��� x⃗ = n∑
i=0

βie⃗i = n∑
i=0

αie⃗i� ����

�������� �
n∑
i=0

(βi − αi)e⃗i = 0⃗
�� ����� �� ������� ��� ������ �� �� ������� ���� ���� 1 ≤ i ≤ n� βi −αi = 0�

��������� � ����������� ��������

���� E �� K������� ����������

���� (f⃗i)1≤i≤p ��� ������� �� ��������� �� ������� ����������� �������� ��� ��� f⃗i ����������

Vec ((f⃗i)1≤i≤p) = {x⃗ ∈ E/ ∃(αi)1≤i≤p ∈ Kp/ x⃗ = p∑
i=0

αif⃗i}
�� ����� ��� �������� ��� �� ����������� ��������� �� E�

�������������� �� ������ ���������� ��� ��� �������� ��� ������ ��� ����������� ��������� �� ��� ������
�� ���������

����� � ��������������� ��� �������� �����

���� F = (f⃗i)1≤i≤n ��� ������� ���� ������ ��������� E�

������ F ��� ���� �� �� ��������� �� �� ������ i ∈ [[1; n]] ��� ��� f⃗i ��� ��� ����������� �������� ��� (f⃗j)1≤j≤n
j≠i

�

�������������� ���� ������ �� �������� ����� ����� �



��� ����� ������� ���������� � ������������

�������� �

���� F = Vec (e⃗1; e⃗2) �� G = Vec (e⃗3; e⃗4) ���� e⃗1 = ⎛⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎠� e⃗2 =
⎛⎜⎝
0

1

0

⎞⎟⎠� e⃗3 =
⎛⎜⎝
1

2

3

⎞⎟⎠ �� e⃗4 = ⎛⎜⎝
1

0−1
⎞⎟⎠�

�� � ���� ���������� F +G �

�� ���������� F ∩G� ��� ���� ������������ �������� �� ����� ������� �

���� ������������ ��������� ��� �����������

��������� � ��������� �������� ���������� �������������� ������������� �������������

������ E �� F ���� K�������� ����������� �� ��� ��� u ∶ E → F ��� �� ��������� �������� ��������� ���
��� ����������� ��������� ������� ���� ���� (x⃗; y⃗) ∈ E2 �� ���� ���� λ ∈ K �

u (x⃗ + y⃗) = u (x⃗) + u (y⃗) u (λx⃗) = λu (x⃗)
�� ���� L(E; F ) ���������� ��� ������������ ��������� �� E ���� F �
�� ���� L(E) ���������� ��� ������������ ��������� �� E ���� ��������� �� ��������� ���������� ��� �����
���������� �� E�

��� ����������� �������� ��������� �� E ���� F ��������� �� ������������� ����� ��� ����������� ��������

��������� �� E ���� �������� ��������� �� ��������������
GL(E) ������� ���������� ��� �������������� �� GL(E; F ) ���������� ��� ������������� �� E ���� F �

�� ��������� ��� ��� ����������� ��� ���������� ��� ����� �� ����� ��
��� �������������� ������� �� �������������� �������� �� ��������� �� �� ���

�� ������� �� �������� ��������� ���� �������� ��� �������� ���� ��� ��������� �� ������
���� ��������� ��� ������� ��� ��������� ���������

��������� �� �� u ��� �� ��������� �� E ���� F ����� u (0⃗E) = u (0⃗E + 0⃗E) = u (0⃗E) + u (0⃗E)� �� ��
������ �

u (0⃗E) = 0⃗F
����������� � ��������������� ��������� ���� ���������

������ E �� F ���� K�������� ����������� ��� ����������� u ∶ E → F ��� �� ��������� �� �� ��������� ���

���� ���� (x⃗; y⃗) ∈ E2 �� ���� ���� (λ; µ) ∈ K2 �

u (λx⃗ + µy⃗) = λu (x⃗) + µu (y⃗)

��������� �� ���� ������� ������ ����������� ��� �� ���������� �� ���� �� ������� ��� ������� �����
����������� �������� ��� �� ����������� �������� ��� ������ ����� ��� ����� ������������

��������� �� �� ����� �� ���� ����� �� �������� ���� ��� ����� ���������� �� ���������� ���

u (λx⃗ + y⃗) = λu (x⃗) + u (y⃗)
�������� �

����



���� ������������ ��������� ��� ����������� ���

����
u ∶ R3 → R⎛⎜⎝

x

y

z

⎞⎟⎠ ↦ x + y + z
������� ��� u ��� ��� ����������� ���������

�������� �

�� ��������� C �� R �� ���� ��� R ������ �����������

����
v ∶ C → R

z ↦ R(z) − I(z)
������� ��� v ��� ��� ����������� ���������

�������� ��

���� E �� ������ ����������

�� ������� ��� idE ��� �� ������������� �� E�

�� ������� ��� ������������� ����� ��� � ���� x⃗ ������� 0⃗ ��� �� ������������� �� E�

�� ���� α ∈ K ���� ������� ��� ������������� h ∶ x⃗↦ αx⃗ ��� �� ������������� �� E�

�������� ��

���������� ���� ��� ���������� �� R ���� ��������� �� ���� ��� R ������ ����������

����������� �� ����������� �� ��� ��������� f �� ������ ��������� ���� ���� x ∈ R� f(x) �� �������� ��

f(1) = α�
����������� � ����� �� ����� ���������� �� ������������ ����������

���� E �� F ���� ������� ���������� �� u ∈ L(E; F )�
������ X �� Y ��� ������������ ���������� �� E �� F �

����� u(X) �� u−1 < Y > ���� ��� ������������ ���������� ���������� �� F �� E�

�������������� ����������� ���� u−1 < Y >� ������ a⃗ �� b⃗ ���� �������� �� u−1 < Y >� ������ λ �� µ ����
����������
�� ���� ����� ������ (e⃗; f⃗) ∈ Y 2 ���� ��� u (a⃗) = e⃗ �� u (b⃗) = f⃗ � ���� u(λa⃗+µb⃗) = λu (a⃗)+µu (b⃗) = λe⃗+µf⃗ ∈ Y
��� Y ��� �� ����������� ��������� ���� ������ ��� ����������� ���������
������ λa⃗ + µb⃗ ∈ u−1 < Y >�
��������� � ����� �� ����� �������������� ���������

������ E �� F ���� K�������� ����������� ���� u ∈ L(E; F ) ��� ����������� �������� �� E ���� F �

�� ������� ����� �� u ���������� �

Im(u) = {u (x⃗) ; x⃗ ∈ E}
�� ������� ����� �� u ���������� �

Ker(u) = {x⃗ ∈ E/ u (x⃗) = 0⃗F }
������� �� u ��� �� ����������� ��������� �� F �� �� ����� �� u ��� �� ����������� ��������� �� E�



��� ����� ������� ���������� � ������������

�������������� �� ���� ��� E ��� �� ����������� ��������� �� E �� ��� {0⃗F } ��� �� ����������� ��������� ��
F � �� ���� ���� ��������� �� ����������� ��� ��������

�������� ��

����
u ∶ R3 → R3

⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠ ↦ ⎛⎜⎝
x − y
y − z
0

⎞⎟⎠
�� ������� ��� u ��� ���������

�� ���������� �� ����� �� ������� �� u�

����������� � ��������������� �� ������������� �� �� �� ������������ � ������ �� ����� �� ��
�������

���� u ��� ����������� �������� �� E ���� F � ����� �● u ��� ��������� �� �� ��������� �� Ker(u) = {0⃗} �● u ��� ���������� �� �� ��������� �� Im(u) = F �

�������������� ���� u ��� ����� ����������� �������� �� E ���� F �
���������� ��� ������� �� ����� ���������� ��������������
�� u ��� ��������� ����� u (x⃗) = 0⃗ �� ������� ������ �������� 0⃗� �� ��� ������ ��� Ker(u) = {0⃗}�
��������������� �� Ker(u) = {0⃗} ����� ���� ���� x⃗ �� y⃗ �� E ���� ��� u (x⃗) = u (y⃗)� �� �� ��� ���������
u (x⃗) − u (y⃗) = u (x⃗ − y⃗) = 0⃗� ���� x⃗ − y⃗ ∈ Ker(u)� ������ ���� �� ���� x⃗ − y⃗ = 0� �� ��� ������ �� �������� � u
��� ����������
�������������� ���������� �� ������� �� ������������ �
�� u ��� ���������� ����� ���� ���� y⃗ ∈ F � �� ������ x⃗ �� E ��� ��� u (x⃗) = y⃗ ���� y⃗ ∈ Im(u)� ������ F ⊂ Im(u)�
�� ��� ������ Im(u) = F � ��������������� �� Im(u) = F � �� ��� ����� ��� u ��� �����������

�������� ��

I ������� �� ���������� �� ������ a �� b ��������� ���� �������� �� I�
���� n ��� �� ������ ��������� � �����

���� ��� ��� ��������� �������� �� ��� ������������ ��������� ���� ���� ��� ������������ ��������� �� E

���� F �� ���� ��� R�������� �����������
�� ����� ���� �� ���� �������� ����� ������� �� �� ��������� ��� � ������� ��� E �� F ���� ��� R��������

�����������

�� E = {��������� �� I → R}� F = R� V ∶ f ↦ f(a)�
�� E = R� F = R� C ��� �� �������� ��������

�� E = {��������� ��������� �� I → R}� F = E� T ∶ f ↦ �� ��������� �� � ��� �������� �� ��

�� E = {��������� ���������� �� I → R}� F = {��������� �� I → R}� T ∶ f ↦ f ′�
�� E = {������ �������}� F = R� P ∶ (un)↦ u20�

�� E = {������ �������}� F = R� Q ∶ (un)↦ 2u0 + u1�

�� E = Rn� F = R2� v ∶
⎛⎜⎜⎜⎝
x1
x2⋯
xn

⎞⎟⎟⎟⎠
→ (x1

x2
)�



���� ������������ ��������� ��� ����������� ���

����������� � ��������� �� ������ ��������

����� ����������� ���� (f⃗i)1≤i≤p ��� ������� �� � �������� �� E�

����� �

u(Vec ((f⃗i)1≤i≤p)) = Vec ((u (f⃗i))1≤i≤p)

����������� � ���������� ��� ����������

������ E� F �� G ����� K�������� �����������

�� ����� L(E; F ) ����� ��� L(E) �� ���������� �� �� ������� ��� �� �������� � �������� ��

���� �� ���� L(E) �� L(E; F ) ���� ��� ������� �����������

�� ����� ���� (s; t) ∈ L(E; F )2 �� (u; v) ∈ L(F ; G)2� �� ���� ���� (α; β) ∈ K2� �� � �

u ○ s ∈ L(E; G) u ○ (αs + βt) = αu ○ s + β u ○ t (αu + βv) ○ s = αu ○ s + β v ○ s

�������� ��

�� ������� ��� ���������� �� �� ����������� ��� ��������

�� ������� ��� αu + βv ∶ x⃗↦ αu (x⃗) + βv (x⃗) ��� ��� ����������� �������� �� F ���� G�

�� ������� ��� u ○ s ��� ��� ����������� �������� �� E ���� G�

����������� � ��������� ��� �������������

������ E� F �� G ����� K�������� ���������� ������ (u; v) ∈ GL(E; F ) ×GL(F ; G)� ����� �

v ○ u ∈ GL(E; G) u−1 ∈ GL(F ; E)





�������� ��

������� �� ������

� ���������� ���������� ���� ������ �������
���� ��� ��������� ��� ���� ��� ������

��� ������ ������������ ���������� ����

���������� �� �� �������� ��� ���������� �� ������ �� ������ �� ������� �� ��������� �� ������� � ������ ��
�������������� ����� ��� ��� ����� ����� �� ���� ��� ������������ ������� ���� ���������� ��� ��������������

���� ���� ���������� �� ��������� �� ������ �� ������� ��� ����������� ����������������� ����� ��� �������
�� ����������� �� ����� ���� �������� �� ���������� ������ ��������� �� �������� ��� ��� �������� ������
������� ������������� ��� ���������� ��� ��������� �������������� ���������� � ��� ���� ���� ���� ��������� ���
������� ����� ������ �� ���� �� ���� �� ���� ��� ������������ �������� ���� ��� �������� ������� ��� �������
����������� �� ����������� �� �������� �������� ���� �� ��������� ���������

���� ������� �� ������

������ ����������

�� ���� ������ ����� u � ���� ������ l ����������� �� ��������� ����������� �� l ������� n ��������� ����� �
������ �� ��� ���� ������ ��� � �� ���������� ����������� �� l ������� n �������� � � ������ �� ��������������
��������������
��� ���� ��������� ������ ��������� ������ �� � ������ ���� ������� ����� ���� ��� ������ �� �� ����� ����
������� �� l ���� ����� ���������� �� ����� ������������ ���� � ����� ���� ������� �� ��������� ����������� ��
l�
����������� ����� �� ��������� ������������ �� ��������� ���� �������� �� ������ �� �������

��������� � ������ ���� ����� ����� ���������

���� u ��� ����� ��������� �� ���� α �� �������

�� ��� ��� u � ���� ������ α ���� n ������� ���� ������� �������� ���� ���� ε > 0� �� ������ �� ������ ������
p ��� ��� ∀n ≥ p, ∣un −α∣ < ε
���� �� ���� �� ������ lim

n→+∞un = α �� �� ������ ��������� ���� ��� �� ����� �������� ���� α�

�� � �������� ����� ����������

�� ����� ��� ������� ���� �� ��� ��� ������������ ��� �������� �� ����� ����� �������������



��� ����� ������� �� ������
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� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

l

��� �� � lim
n→+∞un = l�

������������ ������ �� l ��� �����������
� ������ ���� ������� ����� ���� ��� ������ �� �� ����� ���� ���� ������������
������ �� l�

�� ��������� �� ������ ��� ����������� �������� �� ������������� ��������� ��
�� ��������� �� ������ ������� ���� � �� ������ ���� ������� ���������� ������

���������������� ���� ������ ����� ���� ���� l ������� ��� ����� ����� ��������� l�
��� ���� ��� ���� � ���� �� ����� �� ��������� ������� ���� ��� �������������� ����� �����
��������������� �������� ���� ���� ���� ����� ������� ����� �� ��������� �������� ����
���� ���� ������ ����� � ���� � ������ ���� �� ������ � ��� ������ �� ��������� ��������
� ������ ���� ������� �����

�� ���� ������ ����� ������� ���� +∞ ����������� �� ��������� ����������� �� +∞ ������� n ��������� ��
������� ����� � ������ ������� ������ ����� ������ �� � �� ���������� ����������� �� +∞ � �
��� �������� �������� � ���� ��� ���� �� ���� ����� �� ������ M ���� ������ �� ������ �� ���� � ������
������ ���� ��� ������ �� �� ����� ���� ���������� � M �

��������� � ������ ������ ����� ����� ���������

���� u ��� ����� ��������� �� ���� α �� �������

�� ��� ��� u � ���� ������ +∞ ���� n ������� ���� ������� �������� ���� ���� ������ M � �� ������ �� ������

������ p ��� ��� ∀n ≥ p, un ∈ ]M ;+∞[
���� �� ���� �� ������ lim

n→+∞un = +∞ �� �� ������ ��������� ���� ��� �� ����� ���� ���� +∞�

�� ������� ���������� �� ��� ��� u � ���� ������ −∞ ���� n ������� ���� ������� �������� ���� ���� ������
N � �� ������ �� ������ ������ p ��� ���

∀n ≥ p, un ∈ ] −∞;N[

�� �������� ����� ��������� ���� �� ����� ���������



���� ������� �� ������ ���
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A

� ��� �����������
��� �� � lim

n→+∞un = +∞�

� ������ ���� ������� ����� ���� ��� ������ �� �� ����� ���� ���������� � A�

����������� � ������ ����� ����� ������������

���� (un) ��� ����� ������������ �� ������ a�

�� a ��� ����������� �������� ����� �� ����� (un) ���� ���� +∞�

�� a ��� ����������� �������� ����� �� ����� (un) ���� ���� −∞�

�������������� ����� ������������� ��� ���������� �� �� ����� ���� �� ������ ���� a < 0�
�� ���� ��� ���� ���� n� un = u0 + na�
���� �� ������ N ����������� �� ������� � ������� ���� ������ ���� ������� ����� ���� ��� ������ �� ��
����� ���� ���� ������������ ] −∞;N[� �� ������� ���� p ��� ��� up < N � ����� � ����

u0 + pa < N ⇐⇒ pa < N − u0
⇐⇒ p > N − u0

a
��� �� � ������ ��� a ��� ����������� ��������

����
N − u0

a
��� �� ������ ����� �� R ��� ����������� ���� �� ��� ������ p ������� �� ������������ ���� ���

����� ���������� � p �������� n ≥ p > N − u0
a

� ������ ��� ������������ ���� ���� n ≥ p� un < N �

�� � ���� ������ ��� �� ����� ���� ���� −∞�

��������� �� �� ������������ �� ����� ��� ������� n ���� ���� +∞�

����� ���� ������ ��������� �� ���� �� ������������



��� ����� ������� �� ������

�������� �

���� �� ����� (vn) ������ ���� ���� n ��� vn = n2� ������� ��� (vn) ���� ���� +∞�

�������� �

���� �� ����� (wn) ������ ���

wn =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 �� n ��� �� ����� ���� ������ �������

n ������

�� ���������� ��� �� �������� ������ �� (wn)�
�� ������� ����� ��� ���������� �� ������� �� ���� � ������ ������ ���� ��� ������ �� �� ����� ����

���� ������������ ]2;+∞[�
�� �� ����� (wn) ��������� ���� +∞ �

�������� �

���� �� ����� (zn) ������ ���� ���� n ��� zn = 1

n + 1 �
�� ��� ���������� �� ���� p ��� ��� ���� ���� n ≥ p� 0 < zn < 0,1�

��� ���������� �� ���� p ��� ��� ���� ���� n ≥ p� 0 < zn < 0,001�
�� ���� ε > 0 ������ ����������� ���������� ��� ������� ���������� ��������� �� ���� p ��� ���

���� ���� n ≥ p� 0 < zn < ε� �� ������ �������� �� �������� ������ ��������

�� �������� ����� � �� ������ �� �� ����� (zn)�
�� ������� ���������

�������� �

�� ��������� ������������ ������� �

������ M

u ���� 100

k ���� 0

���� ��� u <M�

u ���� 1,05 × u
k ���� k + 1

��� ���� ���

�������� k

�� ��� �� ������ ������������ �� ������������� ����� 50 �

�� ��� ���� ��� ������� ����������� �� u � �������� ������ ��� ��� ������������ �������� �

�� �� ��������� �� ������������� ���������� �� �������� ����� ��� ������������ �� ������������� �����
1000�

����������� � ������� �� �� ������

���� (un) ��� ������ �� (un) ������� ��� ������ �� +∞ ����� ����� ������ ��� �������

�������������� �� �� �� ������� ���� �� ��� ����� ������ ����� ��������� ����� ��� (un) ������� ����
������� ����� ℓ ≠m�

���� ε = ∣l −m∣
2
> 0� �� ������ �� ���� p ��� ��� ���� ���� n ≥ p� un ��� ���� ������������ ]ℓ−ε; ℓ+ε(� �� ����

�� ������ ����� �� ���� p′ ��� ��� ���� ���� n ≥ p′� un �� ��� ���� ������������ ]m − ε; m + ε(�
���� ������ ���� ���� n ≥ max(p; p′)� un ��� ���� �������������� �� ��� ���� ������������ �� ��� ��� �������
�������� ��� ������������� ��� ���� ����������� ���� ����������



���� ������� �� ������ ���

������ ���������� ��� ��� �������

��� ����������� �������� ���������� �� ���������� ��� ������� �� ������ ��������� � ������ �� ������ ����
��������� ���� �� ���� ���������� �������� �� �������

����������� � ����� ����������� � ��������������� � ������ �� �� ������ �������

���� u ��� ������ ������ u �������� ���� l �� �� ��������� �� ∣un − l∣ ���� ���� 0�

�������������� ���� ������ � ������� � ������ �� �� ��������� �� �� �������

����������� � ����� ����� ����������� ��� ������

���� l �� ������ �� u ��� ������ �� lim
n→+∞un = l ����� u ��� �������

�������������� �� ����� ε = 1� �� ������ p ��� ��� ∀n ≥ p� l − 1 ≤ un ≤ l + 1�
����� ���� ���� n ≥ p� ��� un ���� �������
������� ����� ��� u0, u1, ⋯, up−1 ���� ������ ������
��� ����� ������� ���� ����������� ������ ��� �������
����� u ��� �������

����������� � ��������� ����������� �� �� �����������

����� ���������� lim
n→+∞un = l ⇐⇒ lim

n→+∞(un − l) = 0

�������������� ���� ������� ��� ���� ���� ε > 0 �� ���� ���� n�
un ∈ ]l − ε; l + ε[⇐⇒ un − l ∈ ] − ε; ε[
�� ����� ��� ���� ���� ����� ���� ������� ��� ��������� ��� ��� ������ �� �������� �� ������ �������������

����� � ���������� ��� ������ �� ������ �����

���� u �� v ���� ������ �� ������ ����� �� w ��� ����� �������

����� u + v �� uw ���� �� ������ ������

�������������� ���� ���� ε > 0� �� ������ �� ���� p �� �� ������ �� ���� q ���� ���� ���� ���� n ≥ p� ∣un∣ < ε
2
�

��� ���� ���� n ≥ q� ∣vn∣ < ε
2
�

�� ������������ ���� ���� n ≥max(p; q), ∣un + vn∣ ≤ ∣un∣ + ∣vn∣ < ε�
����������� ���������� �� ����� uw� ���� M > 0 �� �������� �� ∣w∣�
���� ���� ε > 0� �� ������ �� ���� p ��� ��� ���� ���� n ≥ p, ∣un∣ < ε

M
�� ���� ∣un ×wn∣ < ε�

�� ����� ��� ���� ���� ����� ���� ������� ��� ��������� ��� ��� ������ �� �������� �� ������ ��� ������� ����
��������

����� � ���������� ��� ������ ������� ���� �������

���� (un) �� (vn) ���� ������� �� ������� ��� lim
n→+∞vn = +∞�

�� (un) ��� ������� ����� (un + vn) ���� ���� +∞�

�� (un) ��� ������� ��� �� ���� ����������� ������� � ������ ���� ������� ���� ����� unvn ���� ���� +∞�

�� (un) ��� ������� ��� �� ���� ����������� ������� � ������ ���� ������� ���� ����� unvn ���� ���� −∞�



��� ����� ������� �� ������

�������������� �� ������� ��� (vn) ���� ���� +∞ �� ��� (un) ��� �������� ���� m �� �������� �� (un)�
���� A �� ����� �� ������ �� ���� p ��� ��� ���� ���� n ≥ p� vn ≥ A −m� ������� ��� un ≥ m� �� �������
un + vn ≥ A� �� ��� ������ ��� un + vn ���� ���� +∞�

�� ������� ���������� ��� (un) ��� ������� ��� �� ���� ����������� ������� ���� k � ������ ���� �������

���� q� ���� ���� ���� ������� A� �� ������ �� ���� p ��� ��� ���� ���� n ≥ p� vn ≥ A

k
� �� ������������ ���� ����

n ≥ max(p; q)� �� � ����� un ≥ k� �� ������� ����� ������� ��� ��� ���� ���������� ������� ��� ��� ������

��������� �� �� ������ ���� ���� ���� n ≥ max(p; q)� unvn ≥ A

k
× k = A� �� ��� ������ ��� (unvn) ���� ����+∞

��������� ���� ��� (un) ��� ������� ��� �� ���� ����������� ������� ���� l � ������ ���� ������� ���� q�

���� ���� ���� ������� B� �� ������ �� ���� p ��� ��� ���� ���� n ≥ p� vn ≥ B

l
≥ 0� �� ������������ ���� ����

n ≥ max(p; q)� �� � ����� un ≤ k� �� ������� ����� ������� ��� �� ������� ��������� ����� ��� ��� �������

�������� �� �� �������� ��� ��� ������� ��������� �� �� ������ ���� ���� ���� n ≥max(p; q)� unvn ≤ B

l
× l = B�

�� ��� ������ ��� (unvn) ���� ���� −∞�

����������� � ������ ����� ����� �� ���� �������

������ u �� v ���� ������� ������ l �� m ���� ������� ������

�� ������� ������� ����� �� ������ �� �� ����� u + v ����������� ��� ������� �� u �� v�

u ���� ����

v ���� ����
m −∞ +∞

l l +m −∞ +∞−∞ −∞ −∞ ������������+∞ +∞ ������������ +∞
�� ������� �� ��� �� �� ������� �������� � � �� u ���� ���� l �� v ���� ���� +∞ ����� u+ v ���� ���� +∞� �

�������������� �� ������ ���� ��� ��������� �� ������� �
� �� lim

n→+∞vn = l �� �� lim
n→+∞un = +∞ ����� lim

n→+∞un + vn = +∞� �

�� ���� ��� vn ��� ������ ���� ������������ ������� �� ����� ���������� ���� vn ��� �������� �� ���������
�� ������ ������ �� �� ������ ��� (un + vn) ���� ���� +∞�

����������� � ������ ���� ������� �� ���� �������

������ u �� v ���� ������� ������ l �� m ���� ������� ����� ��� �����
�� ������� ������� ����� �� ������ �� �� ����� u × v ����������� ��� ������� �� u �� v�

u ���� ����

v ���� ����
0 m −∞ +∞

0 0 0 ������������ ������������

l 0 lm {−∞ �� l > 0

+∞ �� l < 0
{+∞ �� l > 0

−∞ �� l < 0

−∞ ������������ {−∞ �� m > 0

+∞ �� m < 0
+∞ −∞

+∞ ������������ {+∞ �� m > 0

−∞ �� m < 0
−∞ +∞

�������������� �� ������ ���� ��� ��������� �� ������� �
� �� lim

n→+∞vn = l �� �� lim
n→+∞un =m ����� lim

n→+∞un × vn = lm� �

���� ����� �� ���� ���� ���� ���� n� unvn − lm = unvn − lvn + lvn − lm = vn(un − l) + l(vn −m)�



���� ������� �� ������ ���

��� un − l ���� ���� 0� vn −m ��������� �� �� ���� ��� vn ��� �������
������ ������� �� ��� ���� � ������ ������������� unvn − lm ���� ���� 0�

��������� � ������ �� �

�� ��� ������ ����� (un) ���� ���� 0+ ��� ���� ���� ε > 0� �� ������ �� ���� p ��� ���

∀n ≥ p, 0 < un < ε
�� ��� ������ ����� (un) ���� ���� 0− ��� ���� ���� ε > 0� �� ������ �� ���� p ��� ���

∀n ≥ p, −ε < un < 0

����������� � ������ �� ��������� ����� �����

���� (un) ��� ����� ���� ��� �������� ���� ���� ��� ����� ���� ℓ �� ������ ���� ��� ����

�� ������� ������� ����� �� ������ �� �� �����
1

u
����������� �� ������ �� u�

(un) ���� ���� ������������ �� ( 1

un
)

0+ +∞
0− −∞
0 ������������

l
1

ℓ

−∞ 0−+∞ 0+

�������� �

���������� ��� ������� ��� ������ �

��
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

u0 = 1

un+1 = un − 1

2

�� vn = n2

�� wn = 4 − 1

n

�� sn = n2 − n�

����������� �� ������ ������� ��� sn =
n2 (1 − 1

n
)

�� tn = 4 − n

n − 2 �
�� zn = n2 − n√

n
�

�� ��� ������� ����� �� ���������� �� ����� ��� ����� �� ������ ��� ��� �����
�������� ���� ��������� �� �������

��� �������� �� ����������� 3n3 − n2 − 1 ��� n3� �� ������� n3 (3 − 1

n
− 1

n3
) ���� ��

���� ���������� �� ������ ��� ��� �� �� ����� (+∞) × 3 = +∞�



��� ����� ������� �� ������

�������� �

�� �������� ��� ��� �� ����� �� ���� ������ ������� �������������� ���� +∞ �� −∞ ������� ��� ������
�������������
������ ��� ������ un = n2−n �� vn = n2−n3� ������� ��� ��� ���� ������ ��������� ��� ������� �����������

�������� �

�� �������� ��� ��� �� ������� �� ���� ������ ������� �������������� ���� +∞ �� 0 ������� ��� ������
�������������

������ ��� ������ un = n2 × 1

n
�� vn = n × (−1)n

n
� ������� ��� u ������� ��� ������ ����� ��� v ����

������� ����

�������� �

��������� ��� ����� ��� ���� ���� +∞ ���� ��� ����� ������ �����������

�������� �

��������� ��� ����� ��� ����� ��� ������� ���� ��� �� ���� ��� ���� +∞�

������ ����� ��������

��������� � ����� ��������� �����������

���� ��� ����� (un)�
��� ����� �������� �� ���������� �� (un) ��� �� ������������� ����� �� ������ �� (un)�
�� ������������� ��� ����������� ��������� ��� ��� ����������� ϕ ����������� ���������� �� N ���� N ���

���� ������� ������������
�� ����� �������� �� (un) ������� ���� �� ��� ����� (uϕ(n))n∈N�

�������� �

�� ���� ��� ��� ��������� ϕ �������� ��� ����������� �

�� ϕ(n) = 2n
�� ϕ(n) = ln(n)

�� ϕ(n) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
n �� n ��� �����

n − 1 �����

�� ϕ(n) = n2

�� ��� ������� ��� �� ϕ ��� ��� ����������� ������ ���� ���� n� �� � ϕ(n) ≥ n�
��� l ������� �� �������

������� �� �� �������� ���������� ��� �� u ���� ���� l ����� ����� ����� �������� �� u ����
���� l�

����������� � ������ �� ����� ��������

α ������� �� ������ �� ���� +∞ �� ���� −∞�(un) ���� ���� α �� �� ��������� �� ����� ����� �������� �� (un) ���� ����� ���� α�



���� ��� ��������� �� ����������� ���

�������� ��

���� ��� ����� (un)�
������� ��� (un) �������� �� �� ��������� �� (u2n) �� (u2n+1) ���������� ���� �� ���� �������

�������� ��

���� ��� ����� (un) ��� �������� ���� ��� ������ l�
������� ����� ���� ���������� ��� ����������� ϕ ����� ���� ���� ���� n� ∣uϕ(n) − l∣ < 2−n�

���� ��� ��������� �� �����������

������ �������� ��� ���������

��� ���� ��������� ��� ������� ������� ���� ��������� ��� ��� ������ ���� ������� ��������� �
� ����� ��� ��������� � � �� �� ����� ������ ����� ���� ��������� �� ��� ��� ���� ��������� �������

���� ��� ������ ����� ������� ����� �� ������� �
� ����� �� �� ������ � � �� �� ����� ���� ������ ��� ������ ��� �� ��������� ��� ������ �� ���������

����� ������� �� ��������� ��� ������ �� ���������� �

�������� � ���������

������ u� v �� w ����� ������� ���� l �� �������

���� ������ p ��� ��� ���� ���� n ≥ p, un ≤ vn ≤ wn �� �� lim
n→+∞un = lim

n→+∞wn = l ����� lim
n→+∞vn = l�

�������� � ���������� ��� ��� ����� ������� ���� +∞
������ u �� v ���� �������

���� ������ p ��� ��� ���� ���� n ≥ p, un ≤ vn �� �� lim
n→+∞un = +∞ ����� lim

n→+∞vn = +∞�

�� �������� �� ������� ���������

�������������� ������ ���� ������ u �� v �������� ��� ���������� �� ���������
���� A �� ������ ����������� �� ������� � ������� ����� ������ �� ���� � ������ ������ ���� ��� ������ ��
v ���� ����������� ���������� � A� ���� ���� ��� �������
�� ����� �� ������ �� ���� q ��� ��� n ≥ q⇒ un > A ��� lim

n→+∞un = +∞�

�� ������� m �� ������� �� p �� q� �� ���� ���� ���� ���� n ≥m�
vn ≥ un > A� ������ un > A� �� ��� ������ �� ���������

�������� ��

���� �� ����� ������ ���� ���� n ��� un = n + 3 × (−1)n�
�� ������� ���� ���� ���� n� un ≥ n − 3�
�� �� ������� �� ������ �� u�

�� u ���� ������ �� ������ ������� � ����� ��� ������������ ���������� �������� �

��� ��� ����� ��� ���� ���� +∞ �� ������� ��� ��������� �� ���������

��� ��� ����� ��� ���� ���� +∞ ��� �������������� �����������

��� ��� ����� ���������� ���� �������������� ���� +∞�



��� ����� ������� �� ������

����� �� �������� ��������� ���������� �� ���������� ��� ������� �� ������ �������������

����������� � ������ �� �� ����� qn

���� q �� ������� �� � ��� ��������� �������� ���������� �� ����� �� ������ qn �● �� q ≤ −1 ����� �� ����� qn ��� ��� �� �������● �� q ∈] − 1; 1[ ����� lim
n→+∞ qn = 0�

● �� q = 1 ����� lim
n→+∞ qn = 1�

● �� q ∈]1;+∞[ ����� lim
n→+∞ qn = +∞�

�������������� �� ������ ���������� �� ������� ���������
�� ������� ��� ��������� ������� ������������� �� � ������ ��� ���������� ���� ���� ���� ������ a > 0 ��
���� ���� ������ ������ n� �� �����(1 + a)n ≥ 1 + na� �� ������������ �� q > 1� �� � (q − 1) > 0 �� �����
qn = (1 + (q − 1))n ≥ (1 + n(q − 1))�
��� �� ���� ��� lim

n→+∞(1+n(q−1)) = +∞� �� ��������� �� �������� �� ����������� �� �� ������ ��� lim
n→+∞ qn =

+∞�

�� ������� ��������� ���� �������� ���������� �� ������� � �� ������ ���� ��� �����������

����� � ������� � �� ������ ���� ��� ���������

������ u �� v ���� ������ ������������� �� ������� ��� �● ���� ���� n� un < vn �● un �� vn ���� �������������

����� �

lim
n→+∞un ≤ lim

n→+∞vn

�������������� �� ������� ��� ���� ���� n� un < vn �� ��� ��� ���� ������ ���� �������������
�� �� ����� ℓ = lim

n→+∞un �� ℓ′ = lim
n→+∞vn� �� ���� ������� l ≤ l′�

���������� ��� ���������� �� ������� ℓ > ℓ′ �� �� ���� ε = ℓ − ℓ′
3
> 0�

��� ������������ ��� ����������� ]ℓ − ε; ℓ + ε[ �� ]ℓ′ − ε; ℓ′ + ε[ ���� ����������
��� � ������ ���� ������� ���� p� ���� ��� ������ �� (un) ���� ���� ]ℓ − ε; ℓ + ε[�
��� � ������ ���� ������� ���� p′� ���� ��� ������ �� (vn) ���� ���� ]ℓ′ − ε; ℓ′ + ε[�
�� ������ N =max(p; p′)� �� ������ ��� ���� ���� n ≥ N � un ∈]ℓ − ε; ℓ + ε[ �� vn ∈]ℓ′ − ε; ℓ′ + ε[� �� ��� ���
���������� ��� ���� ������������ un > vn�
��������� �� ����� ����������� ����� ������ �� ���� ������� (un) ��������� � (vn) ���������� � ������

���� ������� �����

��� ������� � �� ������� �� ������� ���������� ��� ���������� ������� ����� ��
������ ������� ��� ���� ������ ��� ����������� ������� ����� ��� ��������� � ����

���� n� − 1

n + 1 <
1

n + 1 �� �������� lim
n→+∞− 1

n + 1 = lim
n→+∞

1

n + 1 = 0
������ ��������� �� ����������� ��������

����� � ����� ���������� ��������� ��� ������

���� ��� ����� (un)� �� (un) ��� ���������� �� �� (un) ������� ��� ������ ���� ����� (un) ��� ������� ��� ��

�������



���� ��� ��������� �� ����������� ���

�������������� ���� ��� ����� (un) ���������� �� ��������� ��� ������� �� �������� ��� ���������� ����� � ����
����� ������ ����� ��� ���������� ��� (un) �� ���� ��� ������� ��� �� �������
�� ���� ℓ �� ������ �� �� ����� �� �� ������� ��� ℓ ����� ��� �� �������� �� �� ����� (un)� �� ������ ���� ��
������� ������ p ��� ��� up > ℓ� ������ ����� ε = up − ℓ > 0� �� ����� ��� ℓ + ε = up�
��� ���� ���� n ≥ p� un ≥ up ��� (un) ��� ����������� �� ������ ���� ���� n ≥ p� un ∉]ℓ − ε; ℓ + ε[� �� ���
��������� ��� ������������� ���� �� ���� ��� (un) ���� ���� ℓ�

�� �������� �� ����������� �������� ��� ���������� � �� ��������� �� ����� �����������
�� ��� ��� �� �������� ���� ����������� ��� ������� �������� � � �� �� ������ ��������� ����������� ���� ��
���� ���� ��� ���� �� ������� ��� �� �������� �� ������ ����� ��� ���� ����� ������ ������� ���� �� ������ �

�������� � ����������� ��������

���� ��� ����� ��������� (un)�
�� (un) ��� ���������� � ������ ���� ������� ���� p ����� (un) ������� ��� �������

���� ����������� �● ���� �� ��� �� (un) ��� �������� (un) ���� ���� �� ����� ���������� ��� ������ �� ����� ����������

� p �

lim
n→+∞un = sup

k≥p

uk

● ���� �� ��� ���������� (un) ���� ���� +∞�

��������� �� �� �������� ������� �� ���������� ��� ��� ��� ����� ����� ������������ �� ������� �������
��� ������ �����

�������������� ����������� �� ������� ���� �� ��������� ����� ��� ����� (un) ���������� � ������ ���� ����
p �� ��������
ℓ = sup{uk, k ≥ p}� l ������ ��� �� ����� (un) ��� ��������
�� �� ���������� ������� ��� �� ����� (un) ���� ���� ℓ�
����� ��� ��������� �� �� ����� ����������� ���� ���� ε > 0� �� ������ �� ���� q ≥ p ��� ��� ℓ − ε < uq ≤ ℓ�
�� ����� �� ����� (un) ��� ���������� � ������ �� ���� p� ���� ���� n ≥ q� l − ε < uq ≤ un ≤ l� ���� �������
��� �� ����� (un) ���� ���� l�

����������� ���������� �� ������ ���� �� ������� ��� �� ����� (un) ��� ���������� � ������ ���� ���� p ��
��� ��� �������� ���� ������� ������� ������� ��� �� ��������� �� ������������ ���� ���� ������ ���� A� ��
���� ������� �� ���� q ≥ p ��� ��� uq ��� ����������� ��������� � A� ����� ∀A ∈ R, ∃q ≥ p/uq > A�
���� ����� (un) ��� ���������� � ������ �� ���� p ≤ q� �� ���� ��� ���� ��� ������ �� ���� ��������� � q

������ ���������� � uq� �� �� ������ �∀n ≥ q, un ≥ uq > A�
����������� ���� ���� ������ A� �� ������ �� ������� ���� � ������ ������ ���� ��� ������ �� �� ����� ����
���� ]A;+∞[ � �� ��� ������ ��� �� ����� ���� ���� +∞�

����� ���� ������������ �������� �� �� ���������

�������� ��

���� �� ����� (un) ������ ���

{ u0 = 1
2

un+1 = √
un

�� ������� ��� ���������� ���� ���� ���� n �

0 ≤ un ≤ un+1 ≤ 1
�� �� ������� ��� �� ����� ���������

�� ����������� �� ������ �� �� �������



��� ����� ������� �� ������

�������� ��

���� �� ����� (un) ������ ���

{ u0 = 3
2

un+1 = u2n − 2un + 2
�� ������� ���� ���� ���� n� un ∈ [1; 2]�
�� ������� ���� ���� ���� n� un+1 − un = (un − 2)(un − 1)
�� �� ������� �� ���� �� ��������� �� u�

�� �� ����� (un) �������� ����������� �

������ �������� ��� ������ ����������

�������� � ������ ����������

������ ���� ������ (un) �� (vn) ������ ���● �� ������ �� ���� p ��� ��� ���� ���� n ≥ p� un ≤ vn �● (un) ��� ���������� � ������ �� ���� p �● (vn) ��� ������������ � ������ �� ���� p �● lim
n→+∞(vn − un) = 0�

�� ��� ����� ��� ��� ������ (un) �� (vn) ���� ���������� ��� ���� ��� ����������� ����� ���������� ���� ��

���� �������

��������� �� �� ����� �� ���� ������� ��� ��������� ��� �� ��� ������ (vn) �� (un) �������� ��� �����
��������� ���������� ������ ��� ����������� ������� ������������ �� ���� ��������� ���� ���� 0� ����� ��
�������� ��������� ��� �������������� ����� ��� ����� ���������� ��� �� ������� �� �� ����� ��������������
��������� ���� �� �������� ��������� ��� ���������

���������� ������� ��������� ��� ������ �� �� ���������

�������� ��

�� ��������� ���� ������ ���������� (un) �� (vn)�
�� �������� ������� ������ ��� (un) �������� ���� �� ������ ℓ �

�� �������� ������� ��������� ������ ��� (vn) �������� ���� �� ������ ℓ′ �
�� ������� ��� ℓ = ℓ′�

�������� ��

�� ��������� ���� ������� 0 < a < b �� ��� ������ (un) �� (vn) ������� ���
u0 = a, v0 = b, un+1 = 1

2
(un + vn) , vn+1 =√

un+1vn

�� ������� ��� ����������

��� ��� (un) ��� �����������
��� ��� (vn) ��� �������������
��� ���� ���� ���� n� un < vn�

�� �� ������� ��� ��� ������ (un) �� (vn) ���������� ���� ��� ������� ℓ �� ℓ′�
�� ������� ��� ℓ = ℓ′�



������ �

����������

��� �������������

����� ����������

a� b� p �� q ��������� ������ ��������

������� ���������� ��� ��� ������� �������� �� ����

�� ���� ��������� ��� ���� ��� �������� �� ���� ������� �� ��� ��������� ���� ���������� �� ������� �� ������
�� ������ ����������������

tan(a) = sin(a)
cos(a) cos(a)2 + sin(a)2 = 1 1 + tan2(a) = 1

cos2(a)
cos(−a) = cos(a) sin(−a) = − sin(a) tan(−a) = − tan(a)

cos(π + a) = − cos(a) sin(π + a) = − sin(a) tan(π + a) = tan(a)
cos(π − a) = − cos(a) sin(π − a) = sin(a) tan(π − a) = − tan(a)
cos (π

2
− a) = sin(a) sin (π

2
− a) = cos(a) tan (π

2
− a) = 1

tan(a)
cos (π

2
+ a) = − sin(a) sin (π

2
+ a) = cos(a) tan (π

2
+ a) = −1

tan(a)

������� �����

��� �������� ���� ��������� ������������� � ��� �������� ���� a − b �� ���������� �� ���������� b ��� −b
���� ��� ��������� ���������

cos(a + b) = cos(a) cos(b) − sin(a) sin(b) sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
cos(a − b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) sin(a − b) = sin(a) cos(b) − cos(a) sin(b)
tan(a + b) = tan(a) + tan(b)

1 − tan(a) tan(b) tan(a − b) = tan(a) − tan(b)
1 + tan(a) tan(b)

������� �������������� �� ������ �� �������� ���������������

�� ���� p = a + b
2

�� q = a − b
2

�� ����� ��� a = p + q �� b = p − q�



� ���� ����������

cos(a) + cos(b) = 2cos (p) cos (q) sin(a) + sin(b) = 2 sin (p) cos (q)
cos(a) − cos(b) = −2 sin (p) sin (q) sin(a) − sin(b) = 2cos (p) sin (q)

������� �������������� �� �������� �� ������ ���������������

cos(a) cos(b) = 1

2
(cos(a + b) + cos(a − b))

sin(a) sin(b) = 1

2
(cos(a − b) − cos(a + b))

sin(a) cos(b) = 1

2
(sin(a + b) + sin(a − b))

������� �����������

��� �������� ���� ���� ������ �

cos(2a) = 2cos2(a) − 1 = 1 − 2 sin2(a)
sin(2a) = 2 sin(a) cos(a) tan(2a) = 2 tan(a)

1 − tan2(a)
�� �� �������� �������� �� ������ ���� ���������� �

cos2(a) = cos(2a) + 1
2

sin2(a) = 1 − cos(2a)
2

������� �� ������

n ������� �� ������ �����������

(cos(a) + i sin(a))n = cos(na) + i sin(na)
������� �������� �� ������� ������

�� ���� t = tan (a
2
)� �� � ����� �

cos(a) = 1 − t2
1 + t2 sin(a) = 2t

1 + t2 tan(a) = 2t

1 − t2
���� ������� �� ������������ �� ��� ��������� �� ���� �� �������� ��� cos �� sin ���� �������� ������� ���� ��
������������ �� �������� ��� ��� 1 + t2� ������ ��� tan ����� ��� ������ ���� a = π

2
+ kπ� ����� � ���� ����

t = 1�
����� �� ����������� �� �� �������� ����� � �� ������ �cos ��� ����� ������ ��� sin �� tan ���� ����������



��� ������������� �

����� ��������� ����������������

������� ������� ������������

�� � ��� ����� �� ������� ��� ������ ������������ �������� �

x 0
π

2
π

3π

2

π

6

π

4

π

3

sin(x) 0 1 0 −1 1

2

√
2

2

√
3

2

cos(x) 1 0 −1 0

√
3

2

√
2

2

1

2

������� ����������

��� ��������� sin �� cos ���� �������� ��������� �� ���������� ��� R�
sin ��� �������� cos ��� ������
��� ���� ��������� ���� ����������� �� ������� 2π�
��� �������� �� ���������� �� sin �� cos ���� ������� ���������

x

cos′(x) = − sin(x)

cos(x)

0 π 2π

0 − 0 + 0

11

−1−1

11

π
2

�

3π
2

�

x

sin′(x) = cos(x)

sin(x)

0
π
2

3π
2 2π

+ 0 − 0 +

00

11

−1−1

00

π

�

�� �������� tan ��� ������ ��� R − {π
2
+ kπ, k ∈ Z}� ���� ��� ������� �� ���������� �� ������� π�

��� ������� �� ��������� ��� �

x

tan′(x) = 1

cos2(x)
tan(x)

−π
2

π

2

+

−∞

+∞

0

�



� ���� ����������

��� ������ �� ������������ ��� ���������

����� �������� �� ������ ����� � ���������� �����

������� ����� ���������

������ a� b �� c ����� ������� ����� ���� a ≠ 0�
���� �� �������� ���������� f ∶ x↦ ax2 + bx + c�
�� ����

α = −b
2a

β = −b2+4ac
4a

������ ���� ���� x �
f(x) = a(x − α)2 + β

�� ��� ��� ���������� a(x − α)2 + β ��� �� ����� ��������� �� f(x)�
�� ����������� �● �� ������ �������������� �� f � ���� ������ �� ����� (α,β) �● �� ������ �������������� �� f �������� �� ��� �� �������� �������� ���������� x = α �

● �� �������� � ����� �� �������� �� x = α ��� ���� β �� ��� �������� ��� ��
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
������� �� � ��� �������,

������� �� � ��� �������;● �� ������� �� ���������� �� f �������

x

�� a > 0

�� a < 0

−∞ α +∞
+∞+∞

ββ

+∞+∞

−∞−∞

ββ

−∞−∞
������� ������������� ���� �������� �� ������ �����

������ a� b �� c ����� ������� ���� ���� a ≠ 0�
���� ��� �������� f ��� � ���� x ������� f(x) = ax2 + bx + c�
�� ������� Δ = b2 − 4ac ���� �� ��������� ����� ��� �

���� �� �� �� Δ < 0� f(x) ��� �������� �� ����� �� a� ���� �� ���� �� �� ���� ��� ���������� f �

���� �� �� �� Δ > 0� f(x) ��� �� ����� ������ � a ���� x ������� ����� r1 �� r2 �� ��� �� ����� �� a ��������� ���
������� �� r1 �� r2 ����� � ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

r1 = −b +
√
Δ

2a

r2 = −b −
√
Δ

2a
���� �� ���� �� ��� ��� r1 �� r2 ���� ��� ������� �� f �� �� �� ���� ���� x �� ����� ����������

f(x) = a(x − r1)(x − r2)
���� �� �� �� Δ = 0� f(x) ��� �� ����� �� a ���� ���� x ≠ r �� �������� ���� x = r ���� �

r = −b
2a

���� �� ���� �� ��� ��� r ��� �� ������ ������ �� f �� �� �� ���� ���� x �� ����� ����������

f(x) = a(x − r)2



��� ������ �� ������������ ��� ��������� �

����� ����� ��� ������ �� ������ �� ������������

���� q ≠ 1 �� ������ �� n �� ������ ������� �

n∑
k=0

qk = 1 + q +⋯ + qn = 1 − qn+1
1 − q

�� �� ������ �� ������������� �������� �

an − bn = (a − b)(an−1 + an−2b + an−3b2 +⋯ + abn−2 + bn−1) = (a − b)(n−1∑
k=0

akbn−1−k)
���� ���� ������ ������ ������� n� �� ���� Tn = 1+2+⋯+n� �� ��� ��� ��� Tn ���� ��� ������� ��������������
�� � ����� �� ������� �

Tn = n(n + 1)
2

����� ������� �� ������ �� ������ �� ������������

������ a �� b ���� ������� ������������ ���� n �� ������ �������� �����

(a + b)n = ∑
0≤k≤n

(n
k
)akbn−k

���� a = 1 �� b = 1� �� ������� �

∑
0≤k≤n

(n
k
) = 2n

���� a = −1 �� b = 1� �� ������� �

∑
0≤k≤n

(−1)k(n
k
) = 0

���� a ���������� �� b = 1� �� ������� �

∑
0≤k≤n

ak(n
k
) = (1 + a)n

���� n = 3� �� ������� ��� ���� ��������� ������������ �� ��������� ����� �

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 (a − b)3 = a3 − 3a2b + 3ab2 − b3
����� ���������� �� ���������� ������� �� ������

���� �� �������� P (X) = n∑
k=0

akX
k� �� ������ �� �������� ������ �� P ��� �� ������� �

P ′(X) = n∑
k=1

kakX
k−1 = n−1∑

k=0

(k + 1)ak+1Xk

�� � ������ δ(P ′) = δ(P ) − 1�
�� ���� ������� �� �������� ������ �� ��������� ����� ��� �������� ����������� ������� ��� P (0) = P ��
P (k+1) = (P k)′� ��������� �� ��� ������������ ������ ���� �� ������� �� ������� ��� �������� �������� ���� ��
�������� P �� ����� n �� ������� ���� a ∈ K �

P (X) = n∑
k=0

P (k)(a)
k!

(X − a)k
���� ��� ����������� �� ����� ������� ��� ��� α ��� �� ������������ mα �� �� ��������� ��� ���� ���� k ≤mα−1�
P (k)(α) = 0 �� P (mα)(α) ≠ 0�
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��� ���������� ��� �������������

�� ABCD ��� �� ������������� �� ������ ��� ��� �������� �
� ������� (AB) ∥ (CD) �� (BC) ∥ (AD)� �� ��� ��� �� ������������ ��� �� ���������������
� ������� AB = CD �� BC = AD� �� ������������ ��� ��������� �� ���������������
� ������� ���� ��� ������ �� ������������ ���� ������� �� ��� ��� �� ������������ ��� �� ���������
� ������� ���� ��� ����� �� ������������ ��� �� ���� ��������� �� ��� ��� �� ������������ ��� �� �������
� ������� ���� ��� ������ �� ������������ ���� ������ �� ��� ���� ��� ����� ��� �� ���� ��������� �� ��� ���

�� ������������ ��� �� �����

�������� � ��������������� ���� ������������ ��� ��� ����������

A� B� C �� D ���� � ������ �� �����

ABCD ��� �� ��������������� �� �� ��������� �� [AC] �� [BD] ��� ���� �������

ABCD ��� �� ��������� �� �� ��������� �� [AC] �� [BD] ��� ���� ������ �� AC � BD�

ABCD ��� �� ������� �� �� ��������� �� [AC] �� [BD] ��� ���� ������ �� (AC) �� (BD) ���� ���������
���������

ABCD ��� �� ����� �� �� ��������� �� [AC] �� [BD] ��� ���� ������ �� AC � BD �� (AC) �� (BD)
���� �����������������
��� ������ ������������ ���� �������� ��� �� ������� ���������� �
������ �� ABCD ��������� ��������������� ��� ����������

��������������� [AC] �� [BD] ��� ���� ������

��������� [AC] �� [BD] ��� ���� ������ �� AC � BD

������� [AC] �� [BD] ��� ���� ������ �� (AC) �� (BD) ���� ����������������

����� [AC] �� [BD] ��� ���� ������ �� AC � BD �� (AC) �� (BD) ���� ���������

��������

��� ���������� ��� ���������

�� � � ���������� �� ���������� ��� ��� ���������� �� �������� ���� ��� ����� ��� ���������� ����������������
�������
���� ������� ���� �� �������� �
� ��� �������� �� ������� �� �� ����� ������ ����� ������� �� ������ �� �������
� ��� ����������� �� ������� �� �� ����� ������ ��� ���������� �� ������ �� ������ �����������
� ��� �������� �� ������� �� �� ����� ������ ����� ������� ��������������
��� ��������� �� ABC ��� �� ��������� �� ������ ��� ��� ������������ �������� �
� ������� ������� B̂AC ��� ������ �� ��� ��� �� �������� ��� ��������� �� A

� ������� ������� AB = AC� �� ��� ��� �� �������� ��� ������� �� A

� ������� ������� AB = AC = BC� �� ��� ��� �� �������� ��� ������������

�������� � ��������������� ���� �������� � ������ �� ��� ������� ����������������

A� B �� C ���� ����� ������ ���� � ���� ��������� �� �����

�� �������� ABC ��� ������� �� A �� �� ��������� �� �� ����� A ���������� � �� ���������� �� [BC]�
�� �������� ABC ��� ��������� �� A �� �� ��������� �� �� ������ �� ������ ����������� ��� �� ������ �� [BC]�
�� �������� ABC ��� ����������� �� �� ��������� �� �� ������ �� ������� ��� �������� ���� �� ������ �� ������

������������



��� ���������� �

��� ����������

����� ��������� ��������� ����������

������� ���������� ��� ��������� ��������

n ������� �� ������ ������ �������� p ��� �� ������ ���� ��� �� α ��� �� �����

��� ��������� ������������ f(t) f ′(t)
��������� R R p 0

��������� R R tn ntn−1

������ [0; +∞[ ]0; +∞[ √
t

1

2
√
t

������� ��������� ] −∞; 0[∪]0; +∞[ ] −∞; 0[∪]0; +∞[ 1

tn
−n
tn+1

������������� R R et et

��������� ������ R+
∗

R+
∗

tα αtα−1

���������� ]0; +∞[ ]0; +∞[ ln(t) 1

t

������� R R cos(t) − sin(t)
����� R R sin(t) cos(t)
�������� R − {π

2
+ kπ, k ∈ Z} R − {π

2
+ kπ, k ∈ Z} tan(t) 1

cos2(t)
�������� [−1; 1] ] − 1; 1[ arcsin(t) 1√

1 − t2
���������� [−1; 1] ] − 1; 1[ arccos(t) −1√

1 − t2
����������� R R arctan(t) 1

1 + t2

������� ����������� ������� �� ��������

�� ������� ��������� �� �������� ���������� �� �������� �� ������� �� �� ������ �� �������� �� ��������
�� ���� ����������
������ ���� ��� �������� ���������� u� v �� w ��������� ����� ��������� ������� ��� �� ���������� ������ I ��
���������� �� �� ������ t �� I� ������� ����� α ������� �� ������ ��� �� �� ��������� ��� w(t) ≠ 0�

�� � ����� � (u + v)′(t) = u′(t) + v′(t)(αu)′(t) = αu′(t)(uv)′(t) = u′(t)v(t) + u(t)v′(t)
( 1

w
)′ (t) = −w′(t)

w(t)2
( u
w

)′ (t) = u′(t)w(t) − u(t)w′(t)
w(t)2

�� ������ �� n ��� �� ������ ������� �� ��� ��� �������� ������� �� u �� v �������� ��� I� �� � �

(uv)(n) = n∑
k=0

(k
n
)u(k)v(n−k)
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����� ���������� �������� �� ������������

������� ���������� ��������

������ f �� g ���� ����������
�� ������� ��� f ��� ������ ��� �� ���������� ������ I� ��� g ��� ������ ��� �� ���������� ������ J �� ���
���� ���� x �� I� f(x) ���������� � J � ����� ���� a �� ������ �� I�
�� f ′(a) ������ �� �� g′ (f(a)) ������ ����� �� �������� g ○ f ��� ��������� �� a ��

(g ○ f)′(a) = f ′(a)g′ (f(a))
������� ������������

�� ������� ������� ����� ��� ������������ �������� �� �� ������� �� ���������� ���������
u ������� ��� �������� ��������� �� t� n ������� �� ������ ������� �� α �� �����

u ��� � ������� ���� f(t) f ′(t)
]0; +∞[ √

u(t) u′(t)
2
√
u(t)

R u(t)n nu′(t)u(t)n−1
R+∗ u(t)α αu′(t)u(t)α−1

] −∞; 0[∪]0; +∞[ 1

u(t)n −nu′(t)
u(t)n+1

R eu(t) u′(t)eu(t)
R cos (u(t)) −u′(t) sin (u(t))
R sin (u(t)) u′(t) cos (u(t))

]0; +∞[ ln (u(t)) u′(t)
u(t)

] − 1; 1[ arcsin (u(t)) u′(t)√
1 − (u(t))2

] − 1; 1[ arccos (u(t)) −u′(t)√
1 − (u(t))2

R arctan (u(t)) u′(t)
1 + (u(t))2

����� �������� ���������� �� ����������

������� ��������� �� �������

���� ��� �������� f ������ �� ��������� ��� �� ���������� ������ I�
�� ������� ��� f ′ ����� �� ����� �������� ��� I�
����� �● ������� �� ������������ I ��� f ��� �� ���������� ������ J �● �� ������ ��� �������� ����� f−1 �� J ���� I ����� ���� ���� ���� x �� J � f ○ f−1(x) = x ��� ���� ���� x ��

I� f−1 ○ f(x) = x● �� ����� �� �������� f−1 ��� ��������� ��� ���� ���� x �� J �

(f−1)′ (x) = 1

f ′ (f−1(x))



��� ���������� �

������� ������������

� ������ �� �� ������� ����������� �� ������ ��� �������� ��������� ���������� ��� ��������� ����������������
������������

������������ f(t) f ′(t)
] − 1; 1[ arcsin(t) 1√

1 − t2
] − 1; 1[ arccos(t) −1√

1 − t2
R arctan(t) 1

1 + t2

����� ����������

�� ������ ��� ���������� � ������ ��� ����������� �������� � �������� ���������� �����
α ≠ −1 ������� �� ���� �� n ≠ −1 �� �������

��������� f(t) F (t)
R k kt

R ��� R∗ �� n < 0� tn 1

n+1
× tn+1

R+
∗

tα 1

α+1
× tα+1

R et et

R∗
1

t
ln ∣t∣

R cos(t) sin(t)
R sin(t) − cos(t)

R/{π

2
+ kπ, k ∈ Z} tan(t) − ln ∣cos(t)∣

R
1

1 + t2 arctan(t)
] − 1; 1[ 1√

1 − t2 arcsin(t)



�� ���� ����������

�� ���� ��������� ������� ��� ���������� � ������ �� �� ������� �� ���������� ���������

���� u ��� �������� ���������� n ∈ Z �� ������ ������� �������� �� −1 �� α �� ���� �������� �� −1�
u ��� � ������� ���� f(t) F (t)
R �� R∗ ����� n < 0� u′(t)u(t)n (u(t))n+1

n + 1
R∗ u′(t)

u(t) ln ∣u(t)∣
R+∗ u′(t) (u(t))α u(t)

α + 1
R u′(t)eu(t) eu(t)
R u′(t) cos(u(t)) sin(u(t))
R u′(t) sin(u(t)) − cos(u(t))

R/{π
2
+ kπ ���� k ∈ Z} u′(t) tan(u(t)) − ln ∣cos(u(t))∣
] − 1; 1[ u′(t)√

1 − (u(t))2 arcsin(u(t))
R

u′(t)
1 + (u(t))2 arctan(u(t))



��� ��������� ��

��� ���������

����� ������ �� ��������

������ a �� b ���� ������� ����� ��� ���� ���� �� z = a + ib �� ������ ��������� �� ������ �

∣z∣ =√
a2 + b2

�� ����� �� ������ �� ������ ����� θ ��� ��� �

z = ∣z∣ (cos(θ) + i sin(θ))
θ ��� ���������� �� z� ���� arg(z)�
z1 �� z2 ���� ���� ������� ��������� ��� ����� n ��� �� ������ �������� ���������� �� �� ������ ���������
��� ���������� �

∣z1 + z2∣ ≤ ∣z1∣ + ∣z2∣
∣z1z2∣ = ∣z1∣ ∣z2∣ ∣ 1

z1
∣ = 1∣z1∣ ∣zn1 ∣ = ∣z1∣n

arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2) arg(zn1 ) = narg(z1) arg ( 1

z1
) = −arg(z1)

����� ��������

�� �������� ���� ������ �������� z = a + ib ���� a �� b ����� ��� �� ������ z = a − ib�
������ �� z1, z2, z3 ���� ����� ������� ��������� ���� z3 ≠ 0� �� � �

z1 = z1 z1 × z1 = ∣z1∣2
z1 + z2 = z1 + z2 z1 × z2 = z1 × z2 ( 1

z3
) = 1

z3

z1 = z1 ⇐⇒ z1 ��� ���� ∣z1∣ = ∣z1∣
arg (z3) = −arg(z3)

����� ���� ���� �� �������������

���� θ �� ����� �� n �� ������� �� �

eiθ = cos(θ) + i sin(θ) (cos(θ) + i sin(θ))n = cos(nθ) + i sin(nθ)
cos(θ) = eiθ + e−iθ

2
sin(θ) = eiθ − e−iθ

2i

��� ���������

����� ��������� �� ����

������� ������� ��������

�� ����� �� ���� ���� ������ �����������

������ u⃗ (x
y
) �� v⃗ (x′

y′) ���� ���������

�� ������� �������� �� u⃗ �� v⃗ ���� ���� ����� �� ����� �������� ������������ �

u⃗ ⋅ v⃗ = 1

2
[∥u⃗ + v⃗∥2 − ∥u⃗∥2 − ∥v⃗∥2]

= ∥u⃗∥ ∥v⃗∥ cos (u⃗, v⃗)
= xx′ + yy′

���� ��� ���� ����������� (ı⃗; ⃗) � ��� ����������� ���� ������� u⃗ ����

u⃗ (u⃗ ⋅ ı⃗
u⃗ ⋅ ⃗)



�� ���� ����������

������� �����������

�� ����� �� ���� ���� ������ ���������� �������

������ u⃗ (x
y
) �� v⃗ (x′

y′) ���� ���������

�� ����������� �� u⃗ �� v⃗ ���� ���� ����� �� ����� �������� ������������ �

det (u⃗, v⃗) = ∥u⃗∥ ∥v⃗∥ sin (u⃗, v⃗)
= xy′ − yx′
= v⃗ ⋅ u⃗′ ���� u⃗′ ��� ��� ∥u⃗′∥ = ∥u⃗∥ �� (u⃗, u⃗′) = π

2

�� ����������� ���������� ����� � ������ ������ ���� ��������������� � �������� � ��� ��� �������� u⃗ �� v⃗�

������� �������� ����������� �� ������

�� ����� �� ���� ���� ������ ����������� a� b �� c ���� ����� ������� ���� a �� b ��� ���� �����
���������� ��� ������ ���� ��� ����������� ��������

ax + by = c
������� ��� ������ �� ������� ��������� (−b

a
) �� �� ������� ������ (a

b
)�

������� �������� ���� ����� � ��� ������

�� �� ����� �������� ���� �� ������ �����������

���� D ��� ������ ������ ��� �● ��� �������� ����������� ax + by = c �● �� ���� ��� �� ����� A �� �� ������� ������ n⃗ �� �� ������� ��������� u⃗�

���� �� ����� M (xm
ym

)� ����� �� �������� �� D � M ���� �

d(M ; D) = ∣ÐÐ→AM ⋅ n⃗∣
∥n⃗∥ d(M ; D) = ∣det (ÐÐ→AM ; u⃗)∣

∥u⃗∥ d(M ; D) = ∣axm + bym − c∣√
a2 + b2

����� ��������� �� ��������

������� ������� ��������

�� ��� ����� �� ������� ��������� ����� ���� ���������� ���� �� ����� �� �� ��������
��� ���������� �� ������������ ���� ��� ���� ����������� ��� �

u⃗ ⋅ v⃗ = xx′ + yy′ + zz′

���� u⃗
⎛⎜⎝
x

y

z

⎞⎟⎠ �� v⃗
⎛⎜⎝
x′
y′
z′

⎞⎟⎠�
���� ��� ���� ����������� (ı⃗; ⃗; k⃗) � ��� ����������� ���� ������� u⃗ ����

u⃗
⎛⎜⎝
u⃗ ⋅ ı⃗
u⃗ ⋅ ⃗
u⃗ ⋅ k⃗

⎞⎟⎠



��� ��������� ��

������� �������� ����������� �� ����

�� ����� �������� ���� ������ ����������� a� b� c �� d ���� ������ ������� ���� a� b �� c ��� ���� �����
���������� ��� ������ ���� ��� ����������� ��������

ax + by + cz = d

������� �� ���� �� ������� ������
⎛⎜⎝
a

b

c

⎞⎟⎠�
������� ������� ���������

�� ����� �� ���� ���� ������ ���������� �������
�� ��� ����� �� ���� �������� ������������ �

u⃗ ∧ v⃗ = ∥u⃗∥ ∥v⃗∥ ∣sin (u⃗, v⃗)∣ t⃗ ���� t⃗ �� ������� �������� ������ �� ���� ������ ��� ������� � u⃗ �� v⃗

u⃗ ∧ v⃗ ⎛⎜⎝
yz′ − zy′
zx′ − xz′
xy′ − yx′

⎞⎟⎠
������� �����������

�� ����� �� ���� ���� ������ ���������� ������� �� ������� ��� w⃗
⎛⎜⎝
x′′
y′′
z′′

⎞⎟⎠�
�� ��� ����� �� ���� �������� ������������ �

det (u⃗, v⃗, w⃗) = u⃗ ⋅ (v⃗ ∧ w⃗)
= xy′z′′ + yz′x′′ + zx′y′′ − zy′x′′ − yx′z′′ − xz′y′′

������� �������� ���� ����� � ��� ������

���� ��� ������ Δ ������ ��� �� ����� A �� �� ������� ��������� u⃗�
���� M �� ������ �� �������� �� M � �� ������ ���� �

d (M ; Δ) = ∥u⃗ ∧ÐÐ→AM∥
∥u∥

������� �������� ���� ����� � �� ����

�� �� ����� ���� �� ������ �����������

���� �� ���� P ����� ���● ��� �������� ����������� ax + by + cz = d �● �� ���� �� ����� A �� �� ������� ������ n⃗�

���� M
⎛⎜⎝
xm
ym
zm

⎞⎟⎠ �� ������ �� �������� �� M �� ���� ���� �

d (M ; P) = ∣axm + bym + czm − d∣√
a2 + b2 + c2 d (M ; P) = ∣ÐÐ→AM ⋅ n⃗∣

∥n⃗∥



�� ���� ����������

��� ������

����� ������ ������������� �� ������������

������� ��������

������ a� r �� q ����� ������� ����� �����

���� (un) �� ����� ������������ ������ ��� �� �������� �� ����������� ������� ���� ���� n �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
u0 = a
un+1 = un + r

������ ���� ���� ������� n �� p

un = a + nr un = up + (n − p)r
���� (vn) �� ����� ������������ ������ ��� �� �������� �� ����������� ������� ���� ���� n �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
v0 = a
vn+1 = qvn

������ ���� ���� ������� n �� p ���� p ≤ n �

vn = aqn vn = vpqn−p
������� �������

�� ������� ��� ����� ���������� ����� ���������� ����������

����� �� ����� (un) ���� ���� �● +∞ �� r > 0 �● −∞ �� r < 0 �● a �� r = 0 ���� ����� ����� �����������

����� �� ����� (qn) ���� ���� �● 0 �� −1 < q < 1 �● +∞ �� q > 1 �● 1 �� �� ������ q = 1 ���� ����� ����� �����������
���� ��� ������ ���� �� �� ���� ��� ���������

�� ������� �� ������ ����� ����� ����������� ���������� ��� �������� �� ���������� �� ������ �� (qn)�
����� ������� �� ����������� ��� �������

������� �����

������ u �� v ���� ������� ������ l �� m ���� ������� ������
�� ������� ������� ����� �� ������ �� �� ����� u + v ����������� ��� ������� �� u �� v�

u ���� ���� v ���� ���� u + v ���� ����

l m l +m
l +∞ +∞
l −∞ −∞+∞ +∞ +∞+∞ −∞ �� �� ���� ����−∞ −∞ −∞



��� ���������� ��������������� �� ���������� ��

������� �������

������ u �� v ���� ������� ������ l �� m ���� ������� ����� ���� l ≠ 0�
�� ������� ������� ����� �� ������ �� �� ����� u × v ����������� ��� ������� �� u �� v�

u ���� ���� v ���� ���� u × v ���� ����

l m lm

l +∞ ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
+∞ �� l > 0
−∞ �� l < 0

l −∞ ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−∞ �� l > 0
+∞ �� l < 0

+∞ −∞ −∞+∞ +∞ +∞+∞ 0 �� �� ���� ���

������� �������

���� u ��� ����� ���� ��� �������� ���� ���� ��� ����� ���� l �� ������ ���� ��� ����
�� ������� ������� ����� �� ������ �� �� �����

1

u
����������� �� ������ �� u�

u ���� ����
1

u
���� ����

0+ +∞
0− −∞
0 �� �� ���� ���

l
1

l

−∞ 0+∞ 0

��� ���������� ��������������� �� ����������

����� �������������

x �� y ��������� ���� ������� ������������ a ������� �� ������ ����������� ��������

ex+y = ex × ey ex−y = ex

ey

exy = (ex)y ax = ex ln(a)

��� ��������� ������������� ��� �� ����� �������� f ������ �� ��������� ��� R ����� ���

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
f(0) = 1
f ′(x) = f(x) ∀x



�� ���� ����������

����� ���������� ��������

a� x �� y ��������� ��� ������� ����������� ���������

ln(xy) = ln(x) + ln(y) ln(x
y
) = ln(x) − ln(y)

ln (xa) = a ln(x)
��� ��������� ln ��� �� ����� �������� f ������ �� ��������� ��� R+∗ ����� ���

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
f(1) = 0
f ′(x) = 1

x
∀x > 0

���� ������� ������������

������ ����������� ���������

α ������� �� ������ ����������� ��������

lim
x→+∞

ex

xα
= +∞ lim

x→+∞
ln(x)
xα

= 0
lim

x→−∞xαex = 0 lim
x→0+

xα ln(x) = 0
������ ���� ����������������

lim
x→0

ex − 1
x
= 1 lim

x→0

ln(1 + x)
x

= 1
lim
x→0

cos(x) − 1
x

= 0 lim
x→0

sin(x)
x
= 1

lim
x→0

tan(x)
x

= 1

���� �������������� �������

������ ������� �� ������

���� ��� �������� ������ ��� �� ������ I ��������� �� ������ a �� � ���� ��������� �� a�
������ �� ������ ��� �������� ε ������ ��� �� ���� ������� �������� �� a� �������� ε(a) = 0 �� ����� ���� ����
���� x �� I �

f(x) = n∑
k=0

f (k)(a)
k!

(x − a)k + ε(x)(x − a)n



���� �������������� ������� ��

������ �������������� ������� �� � � ���������

���� ����� �� ������ �� ������� �� �������� �� ������ � o ((x − a)n) = ε(x)(x − a)n�
ex = 1 + x + x2

2
+ x3

3!
+ x4

4!
+⋯ + xn

n!
+ o (xn)

cos(x) = 1 − x2

2
+ x4

4!
+⋯ + (−1)nx2n(2n)! + o (x2n+1)

sin(x) = x − x3

3!
+ x5

5!
+⋯ + (−1)nx2n+1(2n + 1)! + o (x2n+2)

1

1 − x = 1 + x + x2 + x3 + x4 +⋯ + xn + o (xn)
1

1 + x = 1 − x + x2 − x3 + x4 +⋯ + (−1)nxn + o (xn)
ln(1 + x) = x − x2

2
+ x3

3
− x4

4
+⋯ + (−1)n+1xn

n
+ o (xn)

√
1 + x = 1 + x

2
− x2

8
+ x3

16
+⋯ + (1

2
) × (−1

2
) × (−3

2
) ×⋯ × (1

2
− n + 1)

n!
xn + o (xn)

= 1 + x

2
− x2

8
+ x3

16
+⋯ + (−1)n−1 1 × 3 × 5 ×⋯ × (2n − 3)

2 × 4 × 6 ×⋯ × 2n xn + o (xn)

�� ������� ��� �������������� ������� �� arctan� �� arcsin �� ��������� ��� �������������� ������� ����������
�� x↦ 1

1+x2 �� x↦ 1√
1−x2

�

�� ������� �� ������������� ������ �� arccos �� ��������� ���������� ��������� ������� ���� ���� x ∈ [−1; 1]�
arccos(x) = π

2
− arcsin(x)�





������ �

������ ��������

����� ������ �������� �������� �������� ����������� ������� ������������ ����������� �������� �� ��������
��� ����������� �� ������������� �������� ��� ���� ��� �������� �� ������� �� ��� �������� � ���� �� ���� �
��� ��� ����������� ��� ���� ���� � �� ����� ������������� ��� ���������
��������� �� ������� ����������� �������� ������� �� ��������� ��� ��������� ����� ��� ������ �� �� ��� �������
������� �� �� ������� � ��� ��������� ����� �� ������� � ��� ����� ���������� �� ��������� ����� ��������
�� ������� ������ �� �� ������ ������������ ������ �������� �� ���������� �� �������� �� �������� ���
��������� �� ���� ������������ ����������� �� ������ ���� �������� �� ������� �� ������ ����� ��� ���� ����
�������� �� �������� ��������� �� ������ ��� ���� � ���� ��������� ��� �� ������
���������� �� ��� ����� ��� �� ��������� ��� � ���������� ������������� �� ���� ������� ��������� ���� ������
�� ������ ��������
�� �������� �������� ��� ��� ������� ���� ������� ����� ��������� ��� ��������� ��� �� �������� ���
�� ������ ������������

��� �������� ��� ���������� �� ���� f(x) ≥ g(x) ��� �������������

� ����� ������� �� �������� ��� ��� ���������� ��� ���� ���� ������ ���� �� �����

a0 + a1x + a2x2 + a3x3 +⋯ + anxn
���� a0� a1� ⋯� an ��� ������� ���� �� x �����������

�� ������� �������

������

�������� (x + 3)2 ≥ 2

�������

�� ������� ��� ������������� ���� ���� x �

(x + 3)2 ≥ 2 ⇐⇒ (x + 3)2 − 2 ≥ 0

⇐⇒ (x + 3 −√
2)(x + 3 +√

2) ≥ 0

�� ������� ������� �� ����� �� (x + 3 −√
2) (x + 3 +√

2)�



�� ���� ������ ��������

�� ������� �� ������ ��� ���� ������ �

x

(x + 3 −√
2)

(x + 3 +√
2)

(x + 3 −√
2) (x + 3 +√

2)

−∞ −3 −√
2 −3 +√

2 +∞
− 0 + +
− − 0 +
+ 0 − 0 +

��� ��������� ���� ���� ]−∞; −3 −√
2] ∪ [−3 +√

2; +∞[�
�� ������ �� ����������� ������ ��� ��������� �� ���������� ��� ��������� ��� �� ����� ���� ������� ���� ��
������� ��� ��������

�� ������ �������

������

��������
2(x − 1)2 ≤ x + 1

�������

�� ������� ��� ������������� ���� ���� x �

2(x − 1)2 ≤ x + 1 ⇐⇒ 2(x − 1)2 − x − 1 ≤ 0

�� ������ �� ������ ��� ��� �� ������ ��������� �� ���� ���� �� ���������� ���� �������� ��� �������������
���� ���� x �

2(x − 1)2 − x − 1 = 2x2 − 5x + 1
�� ������������ ���� Δ = (−5)2 − 4 × 2 × 1 = 17�
������������ ���� �� ���������� �� ��� ������� ����

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
r1 = 5−√17

4

r2 = 5+√17
4

�

� ������ �� �� ��� ���� ���� �� ����� ���� �������� �� �� ������ ��� ��������� �
[5−√17

4
; 5+√17

4
]�

�� �������� �������

�� ������� �������� ������������ ����� �������� ��� ������� ���� �� ����� ���� �������� �� ���������� ���� ��
��� �� f �� g ���� ���� ��������� ������������� ���� �������� f(x) ≥ g(x)� �� ������ �� ������� �����������
f(x) − g(x) ≥ 0 �● �� ��������� � �� ������������ ������ f(x) − g(x) �● ���� �� ����������� �� ���������� �� �� ������������ �� ������������ ����� ������� �● �� ���� �� ��������� �� ������� �� �������

�� ��������� �������

������

�������� �
1

2(x + 1)2 ≤
1

(x + 1)



��� �������� ��� ���������� ���� ��� ��������� ������ �� ������ ������� ��

�������

�� ��������� ��� ������������� ���� ���� x ≠ −1 �

1

2(x + 1)2 ≤
1

(x + 1) ⇐⇒ 1

2(x + 1)2 −
1

(x + 1) ≤ 0

⇐⇒ 1 − 2(x + 1)
2(x + 1)2 ≤ 0

⇐⇒ −2x − 1
2(x + 1)2 ≤ 0

�� ������ �� ������� �� ������ �� ������ �� �������

x

(−2x − 1)
2(x + 1)2
−2x − 1
2(x + 1)2

−∞ −1 −1
2

+∞
+ + 0 −
+ 0 + +
+ + 0 −

��� ��������� ���� ���� [−1
2
; +∞[�

��� �������� ��� ���������� ���� ��� ��������� ������ �� ������ �������

������� ��� ��� ���������

�� ������ �������

���� � ����� ���������� ������������� ���� ���� ������ x �

∣x∣ = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x �� x ≥ 0

−x �����

∣x∣ =√x2
∣x∣ = �� �������� �� x � ��������� ��� �� ������ ��� �����

0
�

x

∣x∣
�� ������ ��� �
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�� ���� ������ ��������

��� �������� ����� �� ������

�� ������� �� ���������� �� �� �������� ����� ��� �

x

x2

−∞ 0 +∞
+∞+∞

00

+∞+∞

�� � ����� ��� ������������ �

∀(u; v) ∈ (R+)2 , u ≥ v ⇐⇒ u2 ≥ v2

∀(u; v) ∈ (R−)2 , u ≥ v ⇐⇒ u2 ≤ v2

�� �������� ����� ������� ��� ��������� �� R+ ��� R+� �� �������� ���������� ��������� �� �������
�� � ���� �������������� ���� ���� (x; y) ∈ (R+)2 �

√
y = x ⇐⇒ y = x2

�� �������� ��� �� ������ ���� ������ ������� �������� ����

���������� ������������ ���� ��� ������

������

�������� √
x2 − x − 1 ≤ x + 2

�������

������� �� �������� �� ����� �������� √
x2 − x − 1 ≤ x + 2

�� ���� ��� x ���� ��� ��� x2 − x − 1 ≥ 0� �� ������ �� ������������ ����� Δ = 5�
�� � � ���� �������

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
r1 = 1−√5

2

r2 = 1+√5
2

�

�� ������� �� �������� ��� ���� ]−∞; 1−√5
2
] ∪ [1+√5

2
; +∞[�

�� ���� ���������� ���� ��� ��� �� ����� �� ������ ������ �� ���� ���� ��� ���� �� ������� ��� x ��� ���� ��
������� �� �������� �● �� x+ 2 < 0 �� �� x ��� ���� �� ������� �� ��������� �����������

√
x2 − x − 1 ≤ x+ 2 ��� ������ � �� ��� � ����

��� �� ����������
�� ������� �� x ∈ ]−∞; 1−√5

2
] ∪ [1+√5

2
; +∞[ �� �� x < −2� �� ��� � ��� �� ����������

● �� x + 2 ≥ 0� ����� � ���� �� x ≥ −2� �� � �� ����� �������������� �
√
x2 − x − 1 ≤ x + 2 ⇐⇒ x2 − x − 1 ≤ (x + 2)2⇐⇒ −5 ≤ 5x⇐⇒ −1 ≤ x

�� ������� �� x ∈ ]−∞; 1−√5
2
] ∪ [1+√5

2
; +∞[ �� �� x ≥ −2� ��� ��������� ���� x ≥ −1�

����������� ��� ��������� ���� [−1; 1−√5
2
] ∪ [1+√5

2
; +∞[�

�� ����� ������ ������ �� ��������� �



��� �������� ��� ���������� ���� ��� ��������� ������ �� ������ ������� ��

0 1 2 3 4−1−2−3−4
� �

r1 r2

��������

��� �� � ��� �� �

��������� �� ��� �� �

���������� ������������� ���� ��� ������ �������

�������

�� ���� �������� ��� ���� ����������� ∣x2 − 3x − 4∣ ≥ 5 �����

∣x + 3∣ ≤ 2x �����

→ �� � � ��������� ���������� ��������� ����� �� ��������� �� ������ ������� �

���������� �� ����������

�� ������ ��������� ���������� �● �� ������ �� ������ ������� �� ����� �� ���������
����� �� ��������� ��� ���� ������ ������� ���� �� �������� �����������
������ ���� ���� y� �� � ������������� �

∣y∣ ≥ 5 ⇐⇒ y ≥ 5 �� y ≤ −5

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6−7

● �� ���� ���� ���� ���� y� ∣y∣ =√y2� �� ������� ���������� ���� ��� ������� �� �������� �

√(x + 3)2 ≤ 2x

�� �� �������� ����� ��������� ���� �������� �� ������� �����������● �� ���� ��� ����������� �� ��� ��� �� ����� �� ���������� �� �� ������ �������� ����� ��������� ��� ������
���� ���� ��� ��� ���� ���� ������ ���� � �� ������� ������������

������� �� �� �������� ����������

��������������� � �� �������� ����������� ���� ���� x� �� � ������������� �

∣x2 − 3x − 4∣ ≥ 5 ⇐⇒ x2 − 3x − 4 ≥ 5 �� x2 − 3x − 4 ≤ −5
���� ������ �������� ���������� ��� ���� ������������ ��� ��������� �� ������������ �������� ������ ��������
��� ��������

���� ���� x� �� � ������������� �

x2 − 3x − 4 ≥ 5 ⇐⇒ x2 − 3x − 9 ≥ 0

��� ��������� �� ����� ���������� ���� ]−∞;
3(1−√5)

2
] ∪ [3(1+√5)

2
; +∞[�



�� ���� ������ ��������

���� ���� x� �� � ������������� �

x2 − 3x − 4 ≤ −5 ⇐⇒ x2 − 3x + 1 ≤ 0

��� ��������� �� ����� ���������� ���� [3−√5
2

; 3+√5
2
]�

�� ���������� ��� ��������� �� ��� ���� ������������ �� ������� ��� �������� �� ������������ �� ������ �

∣x2 − 3x − 4∣ ≥ 5

0 1 2 3 4 5 6 7−1−2−3−4−5−6−7−8
� � � �

��������� �� �

��������� �� �

������ ��� ��������� ���� ��� ������� �� ]−∞;
3(1−√5)

2
] ∪ [3−√5

2
; 3+√5

2
] ∪ [3(1+√5)

2
; +∞[�

������� �� �� ������� ����������

�� �� ��� �������� �� ������� ��������� ���� ���� x� �� � ������������� �

∣x + 3∣ ≤ 2x ⇐⇒ √(x + 3)2 ≤ 2x

�� ��� ������ �� ��� ����� �������� ���� ������� ���� �� ������� �� �������� ��� R�
�� ���� �������� �� ����� �� 2x �● �� 2x < 0� �� ��� � ��� �� ��������� ��� �����������

√(x + 3)2 ≤ 2x ��� �������� �������● �� 2x ≥ 0� �� � �� ����� ��������������� ���� ���� x �√(x + 3)2 ≤ 2x ⇐⇒ (x + 3)2 ≤ (2x)2
⇐⇒ 0 ≤ (2x)2 − (x + 3)2⇐⇒ 0 ≤ [2x − (x + 3)] [2x + (x + 3)]⇐⇒ 0 ≤ (x − 3)(3x + 3)

�� ���������� �� ����� ���������� ����� ��� ��������� ]−∞; −1] ∪ [3; +∞[�
���� �� ��� ���� �� ��� �� 2x ≥ 0� ����� � ���� x ≥ 0�

���������� ��� ��������� �� ������������ �� ������ ���� [3; +∞[�
��� �������� ��� ���������� ����������� �� ����� ������ ��� �������������

�� ������� �������

������

��������
x3 ≤ x

�������

�� ������� ��� ������������� ���� ���� x �

x3 ≤ x ⇐⇒ x3 − x ≤ 0

⇐⇒ x(x2 − 1) ≤ 0⇐⇒ x(x − 1)(x + 1) ≤ 0

�� ������� ������� �� ����� �� x(x − 1)(x + 1)�



��� �������� ��� ���������� ����������� �� ����� ������ ��� ������������� ��

�� ������� �� ������ ��� ���� ������ �

x

x

(x − 1)
(x + 1)

x(x − 1)(x + 1)

−∞ −1 0 1 +∞
− − 0 + +
− − − 0 +
− 0 + + +
− 0 + 0 − 0 +

��� ��������� ���� ���� ] −∞; −1] ∪ [0; 1]
�� ������ �������

������

��������
x3 + x − 2 ≤ 0

�������

�� ������������� ����� ��� ������� �� ���� �������� ��� ������ ��������� �� �

13 + 1 − 2 = 0
���� 1 ��� ������ �������� �� x3 + x − 2�
�� ���� ���� ������ �� ������� x − 1� ����� � ������� �� �������� P ��� ���� ���� ���� x �

x3 + x − 2 = (x − 1)P (x)
�� �������� ��� ��������� �� ����� �����

�� ������� ���� a� b �� c ���� ��� � ���� ���� x �

x3 + x − 2 = (x − 1)(ax2 + bx + c)
�� ������� ��� �������������� ���� ���� x �

(x − 1)(ax2 + bx + c) = ax3 + bx2 + cx − ax2 − bx − c
= ax3 + (b − a)x2 + (c − b)x − c

�� ������� ���� a� b �� c ���� ���� ���� ���� x �

1 × x3 + 0 × x2 + 1 × x + (−2) = a × x3 + (b − a) × x2 + (c − b) × x + (−c)
���� ����� �� ������� � ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 = a
0 = b − a
1 = c − b
−2 = −c

⇐⇒
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
a = 1
b = 1
c = 2

������ ���� ���� x�
x3 + x − 2 = (x − 1)(x2 + x + 2)

�� � ���� ���� ���� x �
x3 + x − 2 ≤ 0 ⇐⇒ (x − 1)(x2 + x + 2) ≤ 0



�� ���� ������ ��������

�� ���� ���������� ����� �� ������� �� �������

�� �� ������������ �� x2 + x + 2 ���� −7 ���� ����� ���������� ��� ����������� �������� ���� ���� x�

����������� ���� ���� x �

x

(x − 1)
(x2 + x + 2)

(x − 1)(x2 + x + 2)

−∞ 1 +∞
− 0 +
+ +
− 0 +

��� ��������� ���� ���� ] −∞; 1]�
��� �������� ��� ����������� �� ��������� ����������������

������� ��� �� �������������

�������� ��������� � ���������

ı⃗

⃗

O

x

−x

π − x π
2
− x

π + x

cos(x)

sin(x)

sin(x)

cos(x)

cos(π+x)=− cos(x)
sin(π+x)=− sin(x) cos(x) = cos(−x)

sin(x) = sin(π − x)

cos(π
2
−x)=sin(x)

sin(π
2
−x)=cos(x)

�� � ����� ���� ���� (a; b) ∈ R2 �

cos(a) = 0 ⇐⇒ ∃k ∈ Z/a = π
2
+ kπ

sin(a) = 0 ⇐⇒ ∃k ∈ Z/a = kπ
cos(a) = cos(b) ⇐⇒ ∃k ∈ Z/a = b + 2kπ �� a = −b + 2kπ
sin(a) = sin(b) ⇐⇒ ∃k ∈ Z/a = b + 2kπ �� a = π − b + 2kπ
cos(a) = sin(b) ⇐⇒ cos(a) = cos (π

2
− b)

�������� � ���������

���� ���� a ∈ R �

cos(2a) = 2cos2(a) − 1 = 1 − 2 sin2(a)
sin(2a) = 2 sin(a) cos(a)



��� �������� ��� ����������� �� ��������� ���������������� ��

���� ���� (a; b) ∈ R2� �� ���� p = a+b
2

�� q = a−b
2

cos(a) + cos(b) = 2cos (p) cos (q)
sin(a) + sin(b) = 2 sin (p) cos (q)
cos(a) − cos(b) = −2 sin (p) sin (q)
sin(a) − sin(b) = 2cos (p) sin (q)

������� ������� ���� ��� �������� ����������

������

�� ���� �������� ��� R� sin(2x) = sin(x)�
�������

�� �������� ��� �● x ↦ sin(2x) ��� ���������� �� ������� π �● x ↦ sin(x) ��� ���������� �� ������� 2π�
���� ��� ��������� ���� �� ����� ����������� �� ������� 2π�

�� �������� ������� ��� ������������� ���� ���� x �

sin(2x) = sin(x) ⇐⇒ ∃k ∈ Z/2x = x + 2kπ �� 2x = π − x + 2kπ⇐⇒ x = 2kπ �� 3x = (2k + 1)π
⇐⇒ x = 2kπ �� x = π

3
+ 2kπ

3

�� ������� ����� ��� ������������ ] − π; π] �● ���� k = 0� x = 0 �� x = π
3
�● ���� k = 1� x = π �● ���� k = 2� x = −π

3
�

����������� ��� ��������� ����� ��� ��������� �� 2π ���� �

{0; π

3
; π;

−π
3

}
�� ��� ���� ���� ����� ������ �

⋃
k∈Z

{kπ; π
3
+ 2kπ; −π

3
+ 2kπ}

������� �����������

�� ���� ����� ��������� �� �������������� ���� ���� x �

sin(2x) = sin(x) ⇐⇒ sin(2x) − sin(x) = 0
⇐⇒ 2cos (2x + x

2
) sin(2x − x

2
)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

cos(p) sin(q)
= 0

⇐⇒ cos(3x
2

) sin(x
2
) = 0

⇐⇒ ∃k ∈ Z/ 3x
2
= π

2
+ kπ ��

x

2
= kπ

⋯



�� ���� ������ ��������

������ ������� �� ���� �����

������

�� ���� �������� ��� R� cos(x) = sin(3x)�
�������

��� ��������� ���� ����������� �� ������� 2π�

�� �������� ������� ��� ������������ ���� ���� x �

cos(x) = sin(3x) ⇐⇒ cos(x) = cos(π
2
− 3x)

⇐⇒ ∃k ∈ Z/x = π

2
− 3x + 2kπ �� x = 3x − π

2
+ 2kπ

⇐⇒ 4x = π

2
+ 2kπ �� − 2x = −π

2
+ 2kπ

⇐⇒ x = π

8
+ kπ

2
�� x = π

4
− kπ

��� ������������ ] − π; π]� �� ������� �

{π
8
;
5π

8
;
−7π
8

;
−3π
8

;
π

4
;
−3π
4

}
����������� ��� ��������� ���� {π

8
; 5π

8
; −7π

8
; −3π

8
; π

4
; −3π

4
} ��� ��������� �� 2π �����

������� ���� �� �� �������������

������

�� ���� �������� ��� R� cos(2x) − 3cos(x) + 2 ≥ 0�

�������

������ ��� ���� ��� ��������� ���� ����������� �� ������� 2π�

�� �� �������� � ���������� �� ������ �� �������

�� ��������� ���� ���� x �

cos(2x) − 3cos(x) + 2 ≥ 0 ⇐⇒ 2cos2(x) − 1 − 3cos(x) + 2 ≥ 0

⇐⇒ 2cos2(x) − 3cos(x) + 1 ≥ 0

⇐⇒ 2(cos(x) − 1

2
) (cos(x) − 1) ≥ 0

⇐⇒ cos(x) ∈ ]−∞;
1

2
] ∪ [1; +∞[

⇐⇒ cos(x) ∈ [−1; 1

2
] ∪ {1}

�� �������� ���������� ��� [0; 2π[�● �� ������ cos(x) ∈ [−1; 1
2
]� �� ������� x ∈ [π

3
; 5π

3
]�● �� ������ cos(x) = 1� �� ������� x = 0�

����������� ��� ���������� ��� ��� �������� ���� �

{0} ∪ [π
3
;
5π

3
]



��� �������� ��� ����������� �� ��������� ���������������� ��

������ �� ������� ���� �� �� �������������

������

�� ���� �������� ��� R� cos(2x) − sin(x) = 1�
�������

��� ��������� ���� ����������� �� ������� 2π�

�� �������� ���� ���� x �

cos(2x) − sin(x) = 1 ⇐⇒ 1 − 2 sin2(x) − sin(x) − 1 = 0
⇐⇒ 2 sin2(x) + sin(x) = 0
⇐⇒ 2 sin(x)(sin(x) + 1

2
) = 0 ⇐⇒ sin(x) = 0 �� sin(x) = −1

2

�� ������� ��� ] − π; π] ��� ��������� {0; π; −π
6
; −5π

6
}�

�� ������� ������� ���� ��������

������

�� ���� �������� ��� R� 6cos(2x) − 1 = 6 tan2(x)�
�������

��� ��������� ���� ����������� �� ������� π�

���� ���� x ∈ R/{π
2
+ kπ; ���� k ∈ Z} �

6cos(2x) − 1 = 6 tan2(x) ⇐⇒ 6(2cos2(x) − 1) − 1 = 6 tan2(x)
⇐⇒ 12cos2(x) − 7 = 6 tan2(x)
⇐⇒ 12

1 + tan2(x) − 7 − 6 tan2(x) = 0
⇐⇒ 12 − 7 − 7 tan2(x) − 6 tan2(x) − 6 tan4(x)

1 + tan2(x) = 0
⇐⇒ 5 − 13 tan2(x) − 6 tan4(x)

1 + tan2(x) = 0
⇐⇒ 6 tan4(x) + 13 tan2(x) − 5 = 0

�� ���� X = tan2(x) �� �� ������ 6X2 + 13X − 5 = 0�
�� ������� ���� ��������� X = 1

3
�� X = −5

2
�

�� ������� X = −5
2

��� X = tan2(x) ≥ 0�

����� � �������� tan2(x) = 1
3
� �� � �

tan2(x) = 1

3
⇐⇒ tan(x) =

√
3

3
�� tan(x) = −

√
3

3

��� ��������� ���� ����� ��� ��������� �� π ���� �

{π
6
;
−π
6
}



�� ���� ������ ��������

���� �� �������� �� ������� ������

��������

���� ���� x ∈] − π; π[� �� ���� t = tan (x
2
)�

�� � ����� �

cos(x) = 1 − t2
1 + t2

sin(x) = 2t

1 + t2
tan(x) = 2t

1 − t2
������

�� ���� �������� ��� R� 2cos(x) + sin(x) + 1 = 0�
�������

��� ��������� ���� ����������� �� ������� 2π�

�� �������� ��� π ����� ��� ���������

�� ���� �� ���������� �� �������� t = tan (x
2
) ���� ���� x ∈] − π; π[�

�� ���� ���� �������� �� ������� ����������� �

2(1 − t2
1 + t2)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=cos(x)

+( 2t

1 + t2 )´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=sin(x)

+1 = 0 ⇐⇒ 2 − 2t2 + 2t + 1 + t2
1 + t2 = 0

⇐⇒ −t2 + 2t + 3 = 0⇐⇒ t = 3 �� t = −1
������ ��� ��������� x �������� �

tan (x
2
) = 3 �� tan (x

2
) = −1

⇐⇒ x = 2arctan(3) �� x = 2arctan(−1) = −π
2

�� ������� ���� ��� ���������� ��� ��������� �� 2π ���� �

{2arctan(3); −π
2

}
��� ��������� ���� ��� ���������

�� ��� �� �������

��������� zn = α
���� α ∈ C∗ �� n ∈ N∗� ���� ���� z ∈ C �

zn = α ⇐⇒ ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∣z∣n = ∣α∣
narg(z) = arg(α) + 2kπ ���� k ∈ Z

⇐⇒ ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∣z∣ = n

√∣α∣
arg(z) = arg(α)

n
+ 2kπ

n
���� k ∈ Z



��� ��������� ���� ��� ��������� ��

↪ ���� �������� zn = α� �� �������� ��� �� ������ �� ���������� �� z�

������� �� ������� �� ��������� z4 = i�

∀z ∈ C ∶
z4 = i ⇐⇒ ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∣z∣4 = ∣i∣
4arg(z) = arg(i) + 2kπ ���� k ∈ Z

⇐⇒ ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∣z∣ = 1
arg(z) = π

8
+ kπ

2
���� k ∈ Z

��������� ������������� �

z4 = i ⇐⇒ ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∣z∣ = 1
arg(z) = π

8
+ kπ

2
���� k ∈ Z

������������ ����� ��������� ���� �� ���� ���������

u⃗

v⃗

O

π
8

5π
8

+π
2

�

�

9π
8

13π
8

�� ������� ������ ��������� �

{eiπ8 ; e
i
5π
8 ; e

i
9π
8 ; e

i
13π
8 }

↪ ��� ������ ��� ��������� �� zn = α ������� �� �������� �������� � n ����� ���� �� ������ ��� ��������� ��
���� ���������

��������� �� ������ �����

������ a� b �� c ����� ������� ��������� ���� a ≠ 0�

���� �������� az2 + bz + c = 0 �● �� ������� Δ = b2 − 4ac �● �� ������� �� �������� δ ��� ��� δ2 =Δ�



�� ���� ������ ��������

�� � ����� ��� ������� � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
r1 = −b+δ2a

r2 = −b−δ2a

���� �������� �� δ2 =Δ� �� ������� (a; b) ∈ R2/ δ = a + ib� �� � �

δ2 =Δ ⇐⇒ a2 − b2 + 2iab =Δ
⇐⇒ ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

a2 − b2 = R (Δ)
2ab = I (Δ)

�� ������ ��� ����� � �������� � ��� �� ������ �

δ2 =ΔÔ⇒ a2 + b2´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
=∣δ∣2

= ∣Δ∣
�� ������� ���� �

δ2 =Δ ⇐⇒ ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
a2 − b2 = R (Δ) (L1)
2ab = I (Δ) (L2)
a2 + b2 = ∣Δ∣ (L3)

�� ������� �� ������ �� ������� L1 +L3 ���� ������� a2 ���� �� �������� L2 ���� ������� b�

������� �� ������� �� ��������� ��� C� z2 + (1 + i)z + 2 − i = 0�
�� ������� �

Δ = (1 + i)2 − 4(2 − i) = −8 + 6i
�� ������� (a; b) ∈ R2 ��� ��� δ = a + ib ��� �������� �� �

δ2 =Δ ⇐⇒ δ2 = −8 + 6i
�� ������� �� ������� � ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

a2 − b2 = −8 (L1)
2ab = 6 (L2)
a2 + b2 =√

64 + 36 = 10 (L3)
L1 +L3 ����� 2a2 = 2�
�� ������� a = 1 ���� L2 ����� b = 6

2a
= 3�

δ = 1 + 3i ��������� ���������� ��� ������� ���� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
r1 = −(1+i)+1+3i2

= i
r2 = −(1+i)−(1+3i)2

= −1 − 2i
���������

�������

�������� ��� C �

z6 = −4 (E1)
z2 + 2 = 2z (E2)

z2 + (1 − i)z − i = 0 (E3)
z6 + z3 = 2 (E4)



��� ��������� ���� ��� ��������� ��

��������

���������� �� (E1) �
���� ���� z �

z6 = −4 ⇐⇒
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∣z∣6 = ∣−4∣
6arg(z) = arg(−4)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

π

+2kπ ���� k ∈ Z

⇐⇒ ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∣z∣ = 6

√
4 = 3

√
2

arg(z) = π
6
+ kπ

3
���� k ∈ Z

�� ������� ��� ��������� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
3
√
2e

iπ
6 ;

3
√
2e

3iπ
6´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

i
3
√
2

;
3
√
2e

5iπ
6 ;

3
√
2e

7iπ
6´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

3
√
2e

−5iπ
6

;
3
√
2e

9iπ
6´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶−i 3√2

;
3
√
2e

11iπ
6´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

3
√
2e

−iπ
6

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

u⃗

v⃗

O
3
√
2

�

�

�

�

�

�

3
√
2e

iπ
6

���������� �� (E2) �
���� ���� z� z2 + 2 = 2z ⇐⇒ z2 − 2z + 2 = 0�
�� ������� Δ = −4 �� (2i)2 = −4�
�� � ���� ��������� � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

r1 = 2+2i
2
= 1 + i

r2 = 2−2i
2
= 1 − i

���������� �� (E3) �
�� ������� Δ = (1 − i)2 + 4i = 2i�
�� ������� (a; b) ∈ R2 ��� ��� δ = a + ib ��� �������� �� δ2 = 2i�
�� ������� �� ������� � ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

a2 − b2 = 0 (L1)
2ab = 2 (L2)
a2 + b2 = 2 (L3)



�� ���� ������ ��������

L1 +L3 ����� 2a2 = 2�
�� ������� a = 1 ���� L2 ����� b = 1�
�� � ���� δ = 1 + i ��� ������ δ2 =Δ�

��� ��������� ���� ���� � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
r1 = −(1−i)+(1+i)2

= i
r2 = −(1−i)−(1+i)2

= −1
���������� �� (E4) �
���� ���� z� z6 + z3 = 2 ⇐⇒ z6 + z3 − 2 = 0�
�� ���� Z = z3 �� �� ������ Z2 +Z − 2 = 0�
�� ������� ���� ��������� Z = 1 �� Z = −2�
������ ���� ���� z �

z6 + z3 − 2 = 0 ⇐⇒ z3 = 1 �� z3 = −2
�� ���������� �� z3 = 3 �����{1; e

2iπ
3 ; e

−2iπ
3 }�

�� ���������� �� z3 = −2 �����{ 3
√
2e

iπ
3 ; − 3

√
2;

3
√
2e
−iπ
3 }�

����������� ��� ��������� �� z6 + z3 = 2 ���� �

{1; e
2iπ
3 ; e

−2iπ
3 ;

3
√
2e

iπ
3 ; − 3

√
2;

3
√
2e
−iπ
3 }

��� ������ �� ��������

���������

���� ����� ������� n ������� �� ������ ��� ��� �� f ��� �������� ������ ��� ��� ��������

�����

���� ����������� ��� ������ �� ������� ��� �� ���������� �� ������� �� �������� �
n∑

k=0

f(k) = f(0) + f(1) +⋯ + f(n)
����� ���������� �� ��� � ����� ���� k ������ �� 0 � n ��� f(k)� �
�� ��� ��� k ��� �������� �� �� ����� �� ��� ��� f(k) ���� ��� ������ �� �� ������ ��� ����������� ��������
��� �� ������� �������������� �������� ��� �������� �� ���� �

2∑
k=−3

f(k) = f(−3) + f(−2) + f(−1) + f(0) + f(1) + f(2)
�� ���� ����� ����������� ����� ����� �� �� ������� �������� �

∑
−3≤k≤2

f(k)
��� �� ���� ������ ������ ����� �������� �� �������� ��� ���������� ��� k� �� ������ ��� ������� ������ �

∑−3≤k≤2
k ����

f(k) = f(−2) + f(0) + f(2)
�� ����� �������� ���� ��� ������ ����� �

∑
����������

��� k

f(k)



��� ������ �� �������� ��

�������

�� ����� ���� ����������� ��� �������� �� �������� �� ������� �� �������� �

n∏
k=0

f(k) = f(0) × f(1) ×⋯ × f(n)
����� ���������� �� ��� � ������� ���� k ������ �� 0 � n ��� f(k)� �
k ���� �������� ������ �������� �� ������� �� �� ���� ��� ��� f(k) ���� ��� ���������

���� ����� ���� ��� ������� �� ������� �� �� ����� �������� ���� ��� �������� �

∏
����������

��� k

f(k)

�� ��� ����������� �� �������� � ��������� �

n∏
k=1

k = 1 × 2 ×⋯ × n = n!

������������� �� ��������

����� ��� ������ ����� ����� �����������

���� n ������� �������� �� ������ �������� q ��� �� ������ ��������������� ���������� �� ���� ���������� �

Sn = n∑
k=0

qk

�� �� ����� ��� �������� ������������� ���� ��� ⋯ ���� ��� ������� ������������� ���� ��� �����������
���������

�� ������� �
Sn = 1 +q +q2 +⋯ +qn−1 +qn (L1)
qSn = q +q2 +q3 +⋯ +qn +qn+1 (L2)

�� ����������� �� �������� ����� � �� �������� �� ������� �

qSn − Sn = ✁q +✓✓q2 +✓✓q3 +⋯ +��qn + qn+1
− (1 + ✁q +✓✓q2 +⋯ +✟✟✟qn−1 +��qn)

�� ��� ����� qSn−Sn = qn+1 −1� ����� � ���� Sn(q−1) = qn+1 −1� �� �������� ���� ��� �� ���������� ���� ��� �● �� q = 1� �� ����� Sn ���� n + 1�● ���� �� ��� ���������� �� �������� ������� ����� �

Sn = qn+1 − 1
q − 1

��������� ��� ������� ������������� � ���� ���������� � ����� � �� ���������� ��������� �� ������� �

qSn − Sn = q n∑
k=0

qk − n∑
k=0

qk

= n∑
k=0

qk+1 − n∑
k=0

qk

�� �������� �� ���������� ��������� ����� �� �������� �� ���� �������� ���� ���� �� ������ �������
���� ���� �� �������� ������ �� �� ����� k′ = k + 1�



�� ���� ������ ��������

������� k �������� ���� ��� ������� �� 0 � n� k′ �������� ���� ��� ������� �� 1 � n + 1� �� �������� ����� k
��� k′ − 1 ���� �� �������� ����� �� �� ������ ������������ �������� ��� ��������� �� ������� �

qSn − Sn = n+1∑
k′=1

qk
′ − n∑

k=0

qk

�� ������� k′ �� k ���� �� ����� �� ������� ����� �� �� �������� ����� �� �� ������� ����� �� �� �������
����� �

qSn − Sn = n+1∑
k=1

qk − n∑
k=0

qk

= qn+1 +
✓
✓
✓✓n∑

k=1

qk − (q0 +
✓
✓
✓✓n∑

k=1

qk)
= qn+1 − 1

�� �� �� �� ������������� ��� ������� �� �����

������������� �� ���� �������� ��� �������� ∑� ���������� �� ���� ���� ����
��������� �� ��� ���� ����� �� ��� ����������� ���� �� ������� ������ �� ���

���������� ���������� ��� ⋯ ��� ���� �������� ���� ���������� �� ��� ���������� ������
���� �� ����������� ����� ��� ������������ ��� �������������� ������������ ���� ��� ����
�����
�� ������������ �� ���� �������� ������� ��� ���������� �������� � ������ ��� ⋯ � �� ����
�� ������� ��� �� ������� ����� �� �� ������� ����� �����������

�� ���� ����������� �� ������� ������� ���� ���� ���� ��� ������ ��� ����� ����������� (vn) �� ������ q ≠ 1�
�� ������� ����� � ��������� ���� �� ������ ������ p �

n+p∑
k=n

vk

������� �� ������� ������ ���� ��� ⋯ �

n+p∑
k=n

vk = vn + qvn + q2vn +⋯ + qpvn
= vn (1 + q +⋯ + qp)
= vn (1 − qp+1

1 − q )
�� ������ ���� ���� ������ ���� ��� �������� ∑� �� ������� ���������� ����� � �� ���������� �������� k′ = k−n

n+p∑
k=n

vk = n+p∑
k=n

qk−nvn

= vn p∑
k′=0

qk
′

= vn (1 − qp+1
1 − q )

����� ��� ������ ����� ����� ������������

�� ��������� ��� ����� ������������ (un) �� ������ r� ���������� ��� ��� ������ �� ���������� �

n+p∑
k=n

uk



��� ������ �� �������� ��

�� ���� Sp ����� ������ ������� �� ������� ������ ���� ��� ⋯ �

Sp = un + un+1 +⋯ + un+p−1 + un+p
���� �� � ������ �� ��������� ������� ��� ������ �

Sp = un+p + un+p−1 +⋯ + un+1 + un
����������� �� ������� �

Sp + Sp = un +un+1 +⋯ +un+p−1 +un+p+un+p +un+p−1 +⋯ +un+1 +un
�� ������������ ����� ����� ����� ��� ��������� �� �������� ��� un+p+un = un+p−1+un+1 = un+p−2+un+2 = ⋯�
�� ����� �� � un+p +un = un + pr +un = 2un + pr ��� �� ����� un+p−1 +un+1 = un + (p− 1)r+un + r = 2un + pr
�� ����� un+p−2 + un+2 = un + (p − 2)r + 2r = 2un + pr �� ����� �� ������
�� ������� ����� ����� � �� ������������� �

2Sp = (un+p + un) + (un+p + un) +⋯ + (un+p + un)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶(p+1) ������ ����������

= (p + 1) (un+p + un)
�� ��� ����� �

Sp = (p + 1)(un + un+p
2

)
���� �� ����� ����� �� ������ ��� ������ �� �� ����� ����� ���� � �� ������� ��� ������ ��������� �� ���
������ �������� ���� ����������� �������� ���� ��� ����� ������������� �� �������� ������� �� ����� �������
��� ����������

�������������� � �� ������ ������ ���� ��� �������� ∑� ������� ��� �� �������� ��� �� ����� ������ ����� ��
���������� �� ����� ���� ���������� �������� �� ������������ ������

2Sp = n+p∑
k=n

uk + n+p∑
k=n

uk

= n+p∑
k′=n

u2n+p−k′ + n+p∑
k=n

uk

���� �� � ���� �� ���������� �������� k′ = 2n + p − k ���� �� �������� ����� �� ������� � ������� �� ������
��� �������� ��� ������ � � �������� �� ������ n + p ������� n� �� ������� ������� k′ �� k �� �� ������� �

2Sp = n+p∑
k=n

u2n+p−k + n+p∑
k=n

uk

= n+p∑
k=n

(u2n+p−k + uk)
�������� �� ������ ���� ���� ���� k ∈ [[n; n + p]]� �� � u2n+p−k+uk = u0+kr+u0+(2n+p−k)r = 2u0+(2n+p)r�
�� ��� ������ ��� �� �������� u2n+p−k+uk ��� ��������� �� �� ������ ��� �� k� ����� �������� ��� �� �����������
����� � un + un+p� �� � ����� �� ������ �

2Sp = n+p∑
k=n

(un + un+p) = (p + 1) (un + un+p)
�� ��� ������ ��������� ������ ��� ���� Sp�

����� ��� ������� �������

������

���� n ∈ N∗� �� ���� ���������� �
n∑

k=0

2k + 1



�� ���� ������ ��������

�������

����� ��� ����� �� ������ �� ����� ������������� �� � � n + 1 ������ �� ���� �� �� ������� ��� ������

�������� ���
2n + 1 + 1

2
= (n + 1)� �� ������� ���� �

n∑
k=0

2k + 1 = (n + 1) × (n + 1) = (n + 1)2
��� ����� ������������

������

���� n ∈ N∗� �� ���� Sn = n∑
k=0

((k + 1)3 − k3)�
�� ���������� �� ������ �� Sn �� �������� �� n�

�� �� ����������� (k + 1)3 − k3� �� ������� �� ������ �� Pn = n∑
k=0

k2�

�������

�� �� ����������� ����� ������ �� ��������� �� ���������� �������� �� �� ������� ��� ������ ���������
�� � �

Sn = n∑
k=0

((k + 1)3 − k3)
= n∑

k=0

(k + 1)3 − n∑
k=0

k3

= n+1∑
k′=1

k′3 − n∑
k=0

k3

= (n + 1)3 +
�
�
��n∑

k=1

k3 − 03 −
�
�
��n∑

k=1

k3

= (n + 1)3
�� ���� ���� k ∈ [[0; n]] � (k + 1)3 − k3 = 3k2 + 3k + 1

�� �� ������ �

Sn = n∑
k=0

(3k2 + 3k + 1)
= n∑

k=0

3k2 + n∑
k=0

3k + n∑
k=0

1

= 3Pn + 3n(n + 1)
2

+ (n + 1)



��� ������ �� �������� ��

�� �� ������ �

(n + 1)3 = 3Pn + 3n(n + 1)
2

+ (n + 1) ⇐⇒ Pn = (n + 1)3 − 3n(n+1)
2
− (n + 1)

3

⇐⇒ Pn = 2(n + 1)3 − 3n(n + 1) − 2(n + 1)
6

⇐⇒ Pn = (n + 1)(2(n + 1)2 − 3n − 2)
6

⇐⇒ Pn = (n + 1)(2n2 + n)
6

⇐⇒ Pn = n(n + 1)(2n + 1)
6

������� ��� ������� �������

������

���� n ∈ N∗� ������ ��� ����� ��������� �� �

n∏
k=0

(2k + 1)
�������

���� �� ��� � ��� �� ������������� ��������� �� �� ���� ��������� �� ���� ��� ��� ������� ����� ����� 1 �� 2n + 2
�� ��� ������� ������� ����� 1 �� 2n + 2 ������� ��� ��������� ��� ������� ����� 1 �� 2n + 2�
���������� ��� ����� ��� ������������ ���� ��� ⋯ ���� ����� ���������� ��� ������� �

n∏
k=0

(2k + 1) = 1 × 3 × 5 ×⋯(2n − 1) × (2n + 1)
= 1 × 2×3 × 4×5 × 6×⋯ × (2n − 2)×(2n − 1) × 2n×(2n + 1)

2 × 4 × 6 ×⋯ × (2n − 2) × 2n
= (2n + 1)!(2 × 1) × (2 × 2) × (2 × 3) ×⋯ × (2 × (n − 1)) × (2 × n)
= (2n + 1)!

2nn!

����������� �� ���� �������� �� ��� ���� ����� �� ����� ���� ��� �������� ������� �

n∏
k=0

(2k + 1) = n∏
k=0

(2k + 1) ×
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n+1∏
k=1

2k

n+1∏
k=1

2k

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=
2n+2∏
k=1

k

n+1∏
k=1

2k

=
2n+2∏
k=1

k

n+1∏
k=1

2 × n+1∏
k=1

k

= (2n + 2)!
2n+1(n + 1)!



�� ���� ������ ��������

���� ����� ���� ��� ������� �� ���� �������� ��� ⋯ ��� �� ��������� ���� �����
���������� �� ���� ��� ��������� ���� ���� ��� ������� ���� ����������� ����

�� ������ �� ������� �� ������ �� ���� �������� ��� �������� ��������

��� ����� ��� ���������������� ���� ��� �������

������������� ��� ��� ������ ��������� �� +∞

������

���������� �

lim
x→+∞

x − x3√
x − 1

�������

����� ������ ��� ��� ����� ������������� �� ��������� ��� ������������� ���� x > 1 �� ������������ �� ��������
��� �� ��� ���� ������ �� �������� ����� ���� ���� x > 1 �

x − x3√
x − 1 =

x3 ( 1
x2 − 1)√

x(1 − 1√
x
)

= x2
√
x( 1

x2 − 1)
1 − 1√

x

�� ����������� �� ����� �������� ����� x3 �� �� ������������ �� ����� �������� �����
√
x�

�� ��������� ���������� �� ������ �� ����� �������� ���������� ���� �������� �� �� �������� ���� ������������
�������
�� ����� lim

x→+∞
1
x2 − 1 = −1 �� lim

x→+∞1 − 1√
x
= 1 �� lim

x→+∞x2
√
x = +∞�

�� �������� ��� ������� �� �������� �

lim
x→+∞

x2
√
x ( 1

x2 − 1)
1 − 1√

x

= +∞

������������� ��� ��� ������ ��������� �� 0

������

���������� �

lim
x→0+

√
x + x − x3
3
√
x + x

�������

����� ��� ����� ������������� ���� ���� x > 0� �� ������������ �� �������� ����

���� �� ���� ���� �������� ��� ������ �� 0� ��� ������ ��������� ���� ��� ������ ���� ���������� ��� �� ����
�������
��� �������� x−1 = 1

x
������ x ��� ��� ���� ������ x2� ���� �� ����� ��������� �� ������ ���� ���� x > 0 �

√
x + x − x3
3
√
x + x =

√
x (1 +√

x − x5/2)
3
√
x (1 + x2/3)

= x1/6 (1 +√
x − x5/2)

1 + x2/3
↪ ���� �� � ��������

√
x = x1/2 �� 3

√
x = x1/3



��� ����� ��� ���������������� ���� ��� ������� ��

��� �������� �������� �� ������ �

lim
x→0+

x1/6 (1 +√
x − x5/2

1 + x2/3 ) = 0
��������� �������������

������

���������� �

lim
x→+∞

x + sin(x)√
x

�������

���� ���� x > 0 �
x + sin(x)√

x
=√

x + sin(x)√
x

��� sin ��� ������ ��� −1 �� 1� �� �� ������� ���� ���� x > 0 �

−1√
x
≤ sin(x)√

x
≤ 1√

x

��� �� �������� ��� ���������� �� � lim
x→+∞

sin(x)√
x
= 0� ������ ��� ����� �

lim
x→+∞

x + sin(x)√
x

= +∞
����������� ���������

����� ��� �������� �� �� ������� ���������� �� ���� �������� ��� ������� ������������ ���� ��� ���������
������������� �� �����������

������

���������� �

lim
x→+∞

x − x3 + ln(x)
x + ex

�������

���� ��� ������ ��������� ��� ����������� �� ������������� ���� �������������� x3 �� ex� ������� ����� ����
x > 0� �� ������������ �� �������� ���� �� �������� ���� ���� ���� x > 0 �

x − x3 + ln(x)
x + ex = x3 ( 1

x2 − 1 + ln(x)
x3 )

ex ( x
ex
+ 1)

��� ����������� ���������� �� ���� ��� lim
x→+∞

ln(x)
x3 = 0 �� lim

x→+∞
ex

x3 = +∞ �� lim
x→+∞

ex

x
= +∞�

�� �� ������� ��� ������ ��� lim
x→+∞

1
x2 − 1 + ln(x)

x3 = −1 �� lim
x→+∞

x
ex
+ 1 = 1 �� lim

x→+∞
x3

ex
= 0�

����������� ��� ������� �� ��������� �� ������� �

lim
x→+∞

x3 ( 1
x2 − 1 + ln(x)

x3 )
ex ( x

ex
+ 1) = 0

����������� �� ��������

����� ��������� ���������� ������� ��� ������� ���� ��� ��������



�� ���� ������ ��������

������

���������� �
lim

x→+∞x −√
x2 + 1

�������

�� ���� ��������� ��� ������ ���� ���� x > 0 �

x −√
x2 + 1 = x − ∣x∣

√
1 + 1

x2
= x − x

√
1 + 1

x2

���� �� �������� ����� ����� ��� � ��� �� ����� �������� �� �� ������ ������� ���� ������������� �� ��������
���� ������ �� ��������� �������� ������������ ���� ���� x > 0 �

x −√
x2 + 1 = (x −√

x2 + 1) × (x +√
x2 + 1)

(x +√
x2 + 1)

= x2 − (x2 + 1)
x +√

x2 + 1
= −1
x +√

x2 + 1
�� � ���� ������������������ �� �������� ��� �������� �

lim
x→+∞

−1
x +√

x2 + 1 = 0
�� ������ x +√

x2 + 1 ��������� �� �������� �� x −√
x2 + 1�

���� ���������������

����� ��������� ���������� ������� ���� �� �������� ���� �� ���������� �� �� ������������ ������� ���� 0 ��

�� ���� ��������� ��� �����
f(b) − f(a)

b − a �

������

���������� �
lim
x→0

x

ex − 1
�������

���� �� �������� ���� ���� ���� x ≠ 0�
x

ex − 1 =
1

ex−1
x

� ��� �� � �

ex − 1
x
= ex − e0

x − 0
�� ��������� ��� �� ���� ��������������� ��������������� ����� 0 �� x� �� ������� �

lim
x→0

ex − 1
x
= exp′(0) = 1

����������� ��� �������� �
lim
x→0

x

ex − 1 = 1



��� ��������� ��� ���������� ��

�������������

����� ��������� ���������� ���� �� �������� �� ��������� ���� �� ���������� �� �� ������������ �������
���� 0�

������

���������� �
lim
x→2

x − 2
x2 − 3x + 2

�������

�� ��������� �� ������� �� �������� �� ������������ ������� � ���������� �� ������������ �� ��������� ���
������������� �� �������� ���� ���� x ∉ {1; 2} �

x − 2
x2 − 3x + 2 =

x − 2(x − 1)(x − 2)
= 1

x − 1
�� � ���� ����������������� �

lim
x→2

1

x − 1 = 1
���������� �� ��������

������

���������� �

lim
x→0−

e1/x
x

�������

�� ����� ���� ���� x ≠ 0� X = 1

x
� �� � ������������� �

x→ 0− ⇐⇒ X → −∞
�� ������ ���������� ��� ���� �

lim
X→−∞XeX = 0

�� ����� ����� ��� ������ ��������� �� ���������� ���������

��� ��������� ��� ����������

�������� �� ����������

��� �����

��������� ��� ���� � ������� ��� ��� ������ �� ������� �� ��� ��� ���� ����� �������� ���� ������ �● �� ������� ������ ����� �● �� �� ������ ����� ����� �� ������� ������
�� �������� ���� ��� ���� ���� �� ������� ��� ���� ��� ������� ��������

↝ �� �������� �� ���������� ������������ � ������ �� ����� ������



�� ���� ������ ��������

������ �� ����������

���� ��� ����� �� ��������� (Pn)� �� ������� ��� �● P0 ��� �����● ���� ���� ������ n� Pn Ô⇒ Pn+1�
������ ���� ���� n� Pn ��� ������

������� ��������� ����� ����� ������������

������

������ (a; r) ∈ R2 �� ���� �� ����� (un) ������ ���
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
u0 = a
un+1 = un + r �

������� ���� ���� ���� ������ n� un = a + nr�
�������

���������� ��� ��������� �� ����� �� ��������� ��� ���� �������� �������� �� ���� ���� ���� n �

Pn ∶ un = a + nr
�� ������ ������� ��� P0 ��� ������ ����� �����������������
P0 ������� � u0 = a + 0 × r = a� �� ��� ��� ����� �� ����� �� ��������� (Pn) ��� ������������
�������� ������� ���� ���� ���� n� Pn Ô⇒ Pn+1� ����� �����������
���� �� ������� n� �� ������� ��� Pn ��� ������ ����� � ���� ��� un = a + nr�
�� ���� ������� ��� Pn+1 ��� ������ ����� � ���� ��� un+1 = a + (n + 1)r�
�� ���� ��� un+1 = un + r� ���������� ��� ���������� �� � ����� �

un+1 = un + r = a + nr + r = a + (n + 1)r
Pn+1 ��� ���� ������

�� ����� �� ��������� (Pn) ��� ���� ������������

����� �� ������� �
�� ����� �� ��������� ��� ����������� �� ����������� ����� ��� ����������� ���� ��� ����� ���� ���� n�

�� ���� ����� ������������� ��� ����������

�� ������� ����� ������������� ��� ���������� ���� ����� ���������� ���������� ��� ������ ��������� �● ������������� �� �� ����� �� ��������� (Pn) �● ����������� ��� P0 ��� ������ ����� ���������������� �● ������������� ��� ���� ���� n� Pn Ô⇒ Pn+1� ����� ���������� �● �����������

���� ����� � ��������������� ��������� ��������� �� ����������� �������� �� �����������

����� ��� ������

������

������� ���� ���� ���� ������ n ��� ��� �

n∑
k=1

k2 = n(n + 1)(2n + 1)
6



��� ��������� ��� ���������� ��

�������

�� ����� ���� ���� n ∈ N∗� Pn ∶ n∑
k=1

k2 = n(n + 1)(2n + 1)
6

�

�������������� �

P1 ������� 12 = 1 × 2 × (2 × 1 + 1)
6

� �� ��� ��� �����

�������� �

�� ������� ���� ���� �� ������� n ∈ N∗� Pn ��� ������ ����� � ���� �

n∑
k=1

k2 = n(n + 1)(2n + 1)
6

�� ���� ������� Pn+1� ����� � ����

n+1∑
k=1

k2 = (n + 1)(n + 1 + 1) (2(n + 1) + 1)
6

= (n + 1)(n + 2)(2n + 3)
6

�� � �

n+1∑
k=1

k2 = n∑
k=1

k2 + (n + 1)2
= n(n + 1)(2n + 1)

6
+ (n + 1)2

= n(n + 1)(2n + 1) + 6(n + 1)2
6

�� ����� ������ ������ ��� n(n + 1)(2n + 1) + 6(n + 1)2 = ⋯ = 2n3 + 9n2 + 13n + 6�
������� ����� �� � ����� (n + 1)(n + 2)(2n + 3) = ⋯ = 2n3 + 9n2 + 13n + 6�
�� �� ������ �

n+1∑
k=1

k2 = (n + 1)(n + 2)(2n + 3)
6

����� (Pn) ��� ������������
���������� �

�� ����� �� ��������� ��� ����������� �� ����������� ����� ��� ����������� ���� ��� ����� ���� ���� n ∈ N∗�

������� �� ������

������

������ (a; b) ∈ R2� ������� ���� ���� ���� ������ n �

(a + b)n = n∑
k=0

(n
k
)akbn−k

�



�� ���� ������ ��������

�������

�� ����� ���� ���� n ∈ N� Pn ∶ (a + b)n = n∑
k=0

(n
k
)akbn−k�

�������������� �

P0 ������� (a + b)0 = (0
0
)a0b0� ����� � ���� 1 = 1� �� ��� ��� �����

�������� �

�� ������� ���� ���� �� ������� n ∈ N∗� Pn ��� ������ ����� � ���� �

(a + b)n = n∑
k=0

(n
k
)akbn−k

�� ���� ������� Pn+1� ����� � ���� (a + b)n+1 = n+1∑
k=0

(n + 1
k

)akbn+1−k�
�� � �

(a + b)n+1 = (a + b)(a + b)n
= (a + b)( n∑

k=0

(n
k
)akbn−k)

= n∑
k=0

(n
k
)ak+1bn−k + n∑

k=0

(n
k
)akbn+1−k

����������� ��� �� �������� ����� �

�� ���� k′ = k + 1� ����� � ���� k = k′ − 1� �� � ������������� �
k ∈ [[0; n]] ⇐⇒ k′ ∈ [[1; n + 1]]�
����� �

n∑
k=0

(n
k
)ak+1bn−k = n+1∑

k′=1

( n

k′ − 1)ak′bn−(k′−1)
= n+1∑

k′=1

( n

k′ − 1)ak′bn+1−k′
= n+1∑

k=1

( n

k − 1)akbn+1−k
�� �� ��������� �

(a + b)n+1 = n+1∑
k=1

( n

k − 1)akbn+1−k +
n∑

k=0

(n
k
)akbn+1−k

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
��� ������� ������� ���� [[1; n]]

= n∑
k=1

[( n

k − 1) + (n
k
)]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
�������� �� ������

akbn+1−k + (n
n
)an+1b0 + (n

0
)a0bn+1

= (n + 1
0

)a0bn+1 + n∑
k=1

(n + 1
k

)akbn+1−k + (n + 1
n + 1)an+1b0

= n+1∑
k=0

(n + 1
k

)akbn+1−k

�� � ������ Pn+1� ����������� ��� ������������

���������� �

�� ����� �� ��������� ��� ����������� �� ����������� ����� ��� ����������� ���� ��� ����� ���� ���� n ∈ N�



��� ���� ������� ����� �������� ��

�������� �� �������� �� ����������

���� ��� ����� �� ��������� (Pn)� �� ������� ��� �● P0 ��� �����● ���� ���� ������ n� (P0 ∧ P1 ∧⋯∧ Pn)Ô⇒ Pn+1�
������ ���� ���� n� Pn ��� ������

�� ��������� ���� �� ������������� �� ����������� �� ���� ���� �������� �����
������� ����� ������� �� ������� ���� n�

���� ������ ������� ��� ��������� �� ���������� ���� ���������� ����� ����������� ��
�������� �� ���������� ������� ��� ������������ ��������� ����� ���������� ������� ���
����� ��������

��� ���� ������� ����� ��������

����� ���� �������� ��� ���������� ��� ���������� ��������� ����������� �� ���� ���� �� �������� ��� ����������
�� ����������� ��� ������ ��������� ��������� �

f ∶x ↦ cos(πx − π

4
) − 1 g ∶x↦ ln ∣cos(x)∣

s ∶x ↦
√

x − 1

x
t ∶x↦√2x + 2 −√x

���� ������� �� ��� ���������� �� �������� ���������� �� ������� �� ���������� ��� ����������� ����� ��� ���
������� ��� ������ �� ������� �� ����������

������ �� ������� �� ���������

�� �������� f ��� ������ ��� R�

���� ���� x� g(x) ������ ������� ∣cos(x)∣ > 0� ����� � ���� ������� cos(x) ≠ 0� �� ������� �� ������� �� g �

R/{π
2
+ kπ; k ∈ Z}

���� ���� x� s(x) ������ ������� x ≠ 0 �� ������� x − 1
x
≥ 0� ���� ���� ������� � �������� ���� ���� x �

x − 1

x
≥ 0 ⇐⇒ x2 − 1

x
≥ 0

⇐⇒ (x − 1)(x + 1)
x

≥ 0

�� ��������� �� ������� �� ������ �� �� ������� ��������� �� ������� �� s �

[−1; 0[∪[1; +∞[
�� ������� �� t ��� �������������� �� [−1; +∞[ �� �� [0; +∞[� �� ��� ����� �

[0; +∞[
�� ���� �� ���� ������� ��� ��� ����������� �������������



�� ���� ������ ��������

��������� ��� ���������� ������� �� ������������

���� ���������� �� ��� �������� ������� ��� ����������� �� ���� ��������� ��� �� ������� �� ��������� ���
���������� ���� ��� ���������� �● �� ���� ��������� ��� ���������� ������� �� ������� �� ��������� ���� ���� ���������� ��� ������� � 0 �● �� ���� ��������� ��� ���������� ������������ �� ������� �� ��������� ���� ���� ��� ����� �����������
����������� �� �� �������� ������ f �� g ������� ��������������� ��������� ��� �����������

���� ���� x ����� �� � f(x+2) = cos (π(x + 2) − π
4
)−1 = cos (πx + 2π − π

4
)−1 = cos (πx − π

4
)−1 = f(x)� ������

f ��� ���������� �� ������� 2�
���� ���� ����������� �� ������� ����� ��������� ��� �� ���� ��� f ��������� ��� ��������������� ������� �
������ �� �� �������� ������� ����� �� ���������� ���������

���� ���� x �� ������� �� g� g(x + π) = ln ∣cos(x + π)∣ = ln ∣− cos(x)∣ = ln ∣cos(x)∣ = g(x)�
����� g ��� ���������� �� ������� π�
������� ����� g(−x) = ln ∣cos(−x)∣ = ln ∣cos(x)∣ = g(x) ���� g ��� ��������� ������

�� ��������� ��� ���������� ���������� �� ������� �� ������� �������� ���
�������� �� ���� ��������� g ��� [0; π

2
[ ���� ��������� ������������ �����

���������

��������� ��� ��������������� ������������� ������������

����� ��������� ������ ��������� ��� ���������� �� f ��� ��� ������� ���� �����������
�� ����� ���� ���� x� f(x) = cos (π (x − 1

4
)) − 1� �� ������� ���� �� ������ �� f � ������ �� �� ������ ��

x ↦ cos(πx) ��� ��� ����������� �� ������� (1/4−1)�
�� �� ������ �� x ↦ cos(πx) ��������� � ������ �� �� ������ �� ������� ��� ��� ����������� ����� ��� ���������
���� ������� 1

π
�

� ������ �� ��� ���� ���������� �� ���� ������ ��� ���������� �� f ��� ��� �������� ���� ����� ����� �������

x

f(x)

−3
4

1
4

5
4

−2−2

00

−2−2

−1
4

��

3
4

��

��������� �� �����������

�� �������� g ��������� ��� ����������� �� ��������� ������������ ��������
�� ���� ��� cos ��� ������������ ��� [0; π

2
[� �� � ������� ���������� �� �� �������� ������ ������� ��� ����������

��� R+� �� ���� ��� ���������� ��� ��� ��������

����������� �� ��� ���������� ��� �������� �� ���������� �������� ���������� �� ���������� ��� ����������
�� g ��� ��� ������������� �� ���������� ��������� �� ����������� �� ��������



��� ���� ������� ����� �������� ��

x

cos(x)

∣cos(x)∣

ln ∣cos(x)∣

0
π
2

11

0+
11

0+
00

−∞
��� ������� �� ������� ��� ���������� �� g ��� ��� ��������

x

g(x)

−π
2 0

π
2

−∞

00

−∞

�� ����� s ��������� �� ��������� �� �������� u ∶ x ↦ x − 1
x
��� �������

�� u ��� ��������� ��� R∗ �� ���� ���� x ≠ 0� u′(x) = 1 + 1
x2 > 0�

��� ����� �� �������� �� � ������ lim
x→0+

u(x) = +∞ �� lim
x→+∞u(x) = +∞�

� ������ �� ���� ��� ��������� �� ���� ������ ��� ���������� �� u �� ��� ���������� �� s ��� �� ������� �� s�

x

u(x)

s(x) = √
u(x)

−1 0 1 +∞

00

+∞

00

+∞+∞

00

+∞

00

+∞+∞



�� ���� ������ ��������

������� ���� ������� �� ���� �� ���������

����������� � �� ������ ����� t ����� � �������� ���� ��� ��������� ��� ]0; +∞[�
���� ���� x > 0� t′(x) = 2

2
√
2x + 2 −

1

2
√
x
� ���� ���������� �� ����� �� t′� �� �� �������� ���� ���� x > 0 �

t′(x) ≥ 0 ⇐⇒ 1√
2x + 2 −

1

2
√
x
≥ 0

⇐⇒ 1√
2x + 2 ≥

1

2
√
x

⇐⇒ √
2x + 2 ≤ 2

√
x ��� ������� ��� ����������� ������������ ��� R+∗⇐⇒ 2x + 2 ≤ 4x ��� ����� ��� ����������� ���������� ��� R+⇐⇒ 1 ≤ x

����� �� �������� t ��� ����������� ������������ ��� [0; 1] ���� ����������� ���������� ��� [1; +∞[
������� ��� �������

���� ���������� �� ������ �� t �� +∞� �� �� ���������� ��� �� ����� �������� ��
������ ���� ���� x > 0 �

t(x) =√
2x

√
1 + 1

x
−√

x

=√
2x

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
√

1 + 1

x
− 1√

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
��� lim

x→+∞
√

1 + 1
x
− 1√

2
= 1 − 1√

2
> 0�

��� �������� �� ������� ���� lim
x→+∞ t(x) = +∞�

���� ������ �� ������� �� ������� �� ���������� �� t�

x

t(x)

0 1 +∞
√
2
√
2

11

+∞+∞

�� ��� ���� ��������� �� ������� �� ��������� �� ������� �� ����������� ������
���� �� ���� ��� ������ ��� ������� ��� ������� �� �� �������� �� �� ��� ��������

���� ������ �������� �� ����� ������ ��������� �

���� ��������� �������������� �� ������� �� ������ ����� � ����������
���������

��������� ������������� ����� �� ����� �� ������ ������

P ��� �� ��������� α �� ω ���� ��� ����� ��� �����

�� ���� �� ���� ��� �� ������ �� ��������



���� ��������� ��������������� ��

������ ������ �������� ������������
x↦ P (x) x↦ Q(x)

���� Q �� ��������
x↦ eαx x↦ Aeαx

���� A ∈ R

x↦ cos (ωx) x↦ A cos (ωx) +B sin (ωx)
���� (A; B) ∈ R2

x↦ P (x)eαx x↦ Q(x)eαx
���� Q �� ��������

x↦ P (x) cos (ωx) x↦ (A(x) cos (ωx) +B(x) sin (ωx))
���� A �� B ���� ���������

x↦ cos (ωx) eαx x↦ (A cos (ωx) +B sin (ωx)) eαx
���� (A; B) ∈ R2

x↦ P (x) cos (ωx) eαx x↦ (A(x) cos (ωx) +B(x) sin (ωx)) eαx
���� A �� B ���� ���������

�������� �� ������� ����� ���� ���������� ���������

������

�������� ���������� ������������� �������� ��� R �⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y′ + 2y = x + 3
y(0) = 1

�������

���������� ��������������� ��� z + 2 = 0 ⇐⇒ z = −2�
��������� ��������� � {x ↦Ke−2x ���� K ∈ R}
�� ������� ���������� (a; b) ∈ R2 ���� ���

f ∶ x↦ ax + b
��� �������� �������������

�� ���� ���� �������� ���� ���� x �

2ax + a + 2b = x + 3 ⇐⇒ ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2a = 1
a + 2b = 3 ⇐⇒ ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

a = 1
2

b = 5
4

��� ��������� ��������� ���� ���� �

{x↦Ke−2x + 1

4
(2x + 5) ���� K ∈ R}

�� ��������� �������� y(0) = 1 ������ K + 5
4
= 1 ⇐⇒ K = −1

4
�

����������� �� �������� ��� �

x ↦ 1

4
(−e−2x + 2x + 5)

�������� �� ������ �����

������

�������� ��� R �
y′′ − 3y′ + 2y = e2x sin(3x)



�� ���� ������ ��������

�������

���������� ��������������� ��� z2 − 3z + 2 = 0�
�� ���������� ����� ���� ������� ������� r1 = 1 �� r2 = 2�
��������� ��������� � {x↦K1e

x +K2e
2x ���� (K1; K2) ∈ R2}

�� ������� (a; b) ∈ R2 ���� ���
f ∶ x↦ (a cos(3x) + b sin(3x)) e2x

��� �������� �������������

����� ������� �� ���� ���� �������� ���� ���� x �

((−9a + 3b) cos(3x) + (−3a − 9b) sin(3x)) e2x = (0 × cos(3x) + 1 sin(3x)) e2x
���� ����� �� ������� � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

−9a + 3b = 0
−3a − 9b = 1 ⇐⇒ ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

a = −1
30

b = −1
10

��� ��������� ��������� ���� ���� �

{x↦K1e
x +K2e

2x − 1

30
(cos(3x) + 3 sin(3x)) e2x ���� (K1; K2) ∈ R2}

�������� �� ������ ����� ���� ���������� ���������

������

�� ���� �������� ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

y′′ − 2y′ + y = cos(2x)
y(0) = 1
y′(0) = 0

�������

���������� ��������������� ��� z2 − 2z + 1 = 0 ⇐⇒ (z − 1)2 = 0 ������� ��������

��� ��������� ��������� ���� �

{x↦ (K1x +K2)ex ���� (K1; K2) ∈ R2}
�� ������� (a; b) ∈ R2 ���� ��� f ∶ x↦ a cos(2x) + b sin(2x) ��� ��� �������� �������������

�� �������� ���� ���� x �

f ′(x) = 2b cos(2x) − 2a sin(2x)
f ′′(x) = −4a cos(2x) − 4b sin(2x)

f ′′(x) − 2f ′(x) + f(x) = (−3a − 4b) cos(2x) + (4a − 3b) sin(2x)
�� ���� ���� �������� ���� ���� x �

(−3a − 4b) cos(2x) + (4a − 3b) sin(2x)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
f ′′(x)−2f ′(x)+f(x)

= 1 cos(2x) + 0 × sin(2x)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
������ ������

�� ������ ������� � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−3a − 4b = 1
4a − 3b = 0 ⇐⇒ ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

a = −3
25

b = −4
25



���� ��������� ��������������� ��

��� �������� ������������ ��� �

x↦ −1
25
(3cos(2x) + 4 sin(2x))

��� ��������� ��������� ���� �

{x ↦ (K1x +K2)ex − 1

25
(3cos(2x) + 4 sin(2x)) ���� (K1; K2) ∈ R2}

����� � ������� ��� ���������� ���������
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y(0) = 1
y′(0) = 0 �

�� � y(0) = 1 ⇐⇒ K2 − 3
25
= 1�

�� ���� ����� ��������� ���� ���� x �

y′(x) = (K1x +K1 +K2)ex − 1

25
(−6 sin(2x) + 8cos(2x))

�� ��� ����� y′(0) = 0 ⇐⇒ K1 +K2 − 8
25
= 0

�� ������ �� ������� ��� K1 �� K2 �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
K2 − 3

25
= 1

K1 +K2 − 8
25
= 0 ⇐⇒ ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

K2 = 28
25

K1 = 8
25
−K2 = −20

25

�� ��������� ���� ��� ���������� ���������� ��� ���� �

x ↦ 1

25
((−20x + 28)ex − 3cos(2x) − 4 sin(2x))

�������� �������� �� ������ �����

������

�������� �
y′′ + y = sin(x)

�������

���������� ��������������� ��� z2 + 1 = 0�
�� ���������� ����� ���� ������� ��������� ���������� α = i �� α = −i�
��� ��������� ��������� ���� ���� �

{x↦ (K1 cos(x) +K2 sin(x))✟✟✟e0×x ���� (K1; K2) ∈ R2}
�� ������� (a; b) ∈ R2 ���� ���

f ∶ x↦ a cos(x) + b sin(x)
��� �������� �������������

����� ������� �� ���� ���� �������� ���� ���� x �

0 = sin(x)
����� ���������� �

↪ �� ����� ����� ������ �

�� ������ ������ x↦ sinx ��� ���� �������� �� ���������� �������� �

���� �� ���� �� ������� (a; b) ∈ R2 ���� ���

f ∶ x↦ ax cos(x) + bx sin(x)



�� ���� ������ ��������

��� �������� �������������

����� ������� �� ���� ���� �������� ���� ���� x �

2b cos(x)−2a sin(x) = (0 × x + 0) cos(x) + (0 × x + 1) sin(x)

�� ��� ����� b = 0 �� a = −1
2
�

��� ��������� ��������� ���� ���� �

{x↦K1 cos(x) +K2 sin(x) − 1

2
x cos(x) ���� (K1; K2) ∈ R2}

���� �������� �� ������� ���� �� ����� �� �����

������������ ��� ���������� ��� ��� ������

������� �������

�� ���� ��������� �� ���� ���������� �������� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x − y = 3
x + y = 2

�� ������� ��� ���� ������ � 2x = 5�
�� ����������� �� �������� � �� ������� � 2y = −1�
�� ������ ���� ����������� � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x = 5
2

y = −1
2

��������� �↪ ������� ���������� ���������� ��������� �� ������� ���������� �↪ ������� ���������� ���� ����������� �

���������� ��� ��� ������

����� ��� ���������� �������� ���������� �� �������� �� ������� �● ���� λ ≠ 0� �������������� �� �� ����� i ��� λ �

Li ←Ð λLi (����������)
● ������� �� ������ i �� j �

Li ←→ Lj (�������������)
● ���� �� ������ µ� ����� �� µLj � Li�

Li ←Ð Li + µLj (������������)
������� �� �������� ��� ���������� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x + 3y = 5
−x + y = 3 ⇐⇒ ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

4y = 8
4y = 8

���� �� � ����� ������������� �� �� ������� ���������� ��� ��� ���� �������
�� ������� �� ������� ��� ����� ���� ��� ���������� � �� ����� ���� ����� ����

�� ���������� ����������� ������ �������� �� ��������� � ������ ����� ��� ��� ����������
��������� ���������� ���� � ��� ����������� ��������



���� �������� �� ������� ���� �� ����� �� ����� ��

���������� �� ����� �� �����

�������� �������

���� ��������� �� ����� �� ������ �� �������� �� ��������� �� ������� ��� ��������

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a11 x1 +a12 x2 +⋯ +a1p xp = b1
a21 x1 +a22 x2 +⋯ +a2p xp = b2⋮ ⋮ ⋮
ai1 x1 +ai2 x2 +⋯ +aip xp = bi⋮ ⋮ ⋮
an1 x1 +an2 x2 +⋯ +anp xp = bn

↓

↪ ���������� �� ������� ��������� ��� ��� �� �� �������� ��������↪ ���� ��� ��� �� ����� Li1 � �������� � ��������� L1 ←→ Li1 �
��� ��������� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

4y +12z = −8
2x −2y −6 z = 8−2x +3y +10z = −12−1x +3y +9z = −8

⇐⇒
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2x −2y −6 z = 8
4y +12z = −8−2x +3y +10z = −12−1x +3y +9z = −8

↪ �� ������� L1 ←→ L2�

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ai11 x1 +ai12 x2 +⋯ +ai1p xp =bi1
a21 x1 +a22 x2 +⋯ +a2p xp = b2⋮ ⋮ ⋮
a11 x1 +a12 x2 +⋯ +a1p xp = b1⋮ ⋮ ⋮
an1 x1 +an2 x2 +⋯ +anp xp = bn

↪ ������� �� �������� ����� ��� �� ��������� L1 ←Ð 1
ai11

L1

��� ��������� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2x −2y −6 z = 8
4y +12z = −8−2x +3y +10z = −12−1x +3y +9z = −8

⇐⇒
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1x −y −3 z = 4
4y +12z = −8−2x +3y +10z = −12−1x +3y +9z = −8

↪ �� ������� L1 ←Ð 1
2
L1�

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1x1 +ai12

ai11
x2 +⋯ +ai1p

ai11
xp = bi1

ai11

a21 x1 +a22 x2 +⋯ +a2p xp = b2⋮ ⋮ ⋮
a11 x1 +a12 x2 +⋯ +a1p xp = b1⋮ ⋮ ⋮
an1 x1 +an2 x2 +⋯ +anp xp = bn

↪ �������� �� ����� ���� �������� �� �������� �������� ���� ������ ��� ������ ��������� �

L2 ←Ð L2 − a21L1

L3 ←Ð L3 − a31L1

⋯
��� ��������� �



�� ���� ������ ��������

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1x −y −3 z = 4
4y +12z = −8−2x +3y +10z = −12−1x +3y +9z = −8

⇐⇒
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1x −y −3 z = 4
4y +12z = −8
y +4 z = −4
2y +6z = −4

↪ �� �������

L3 ←Ð L3 + 2L1

L4 ←Ð L4 +L1

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 +ã12 x2 +⋯ +ã1p xp = b̃1
ã22 x2 +⋯ +ã2p xp = b̃2⋮ ⋮ ⋮
ãi2 x2 +⋯ +ãip xp = b̃i⋮ ⋮ ⋮
ãn2 x2 +⋯ +ãnp xp = b̃n

↪ ���������� ��� �� ������� ������� �� ������� �� �� ������� ������
��� ��������� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x −y −3 z = 4
4y +12z = −8
y +4 z = −4
2y +6z = −4

⇐⇒
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x −y −3 z = 4
1y +3 z = −2
y +4 z = −4
2y +6z = −4

⇐⇒
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x −y −3 z = 4
1y +3 z = −2

z = −2
0 = 0

↪ �� �������

L2 ←Ð 1
4
L2 ���� L3 ←Ð L3 −L2

L4 ←Ð L4 − 2L2

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1x1 +ã12 x2 +⋯ ⋯ ⋯ +ã1p xp = b̃1
1x2 +⋯ ⋯ ⋯ +ã2p xp = b̃2⋯ ⋯ ⋯ ⋮

1xj ⋯ ⋯ = b̃i⋱ ⋮
1 xk ⋯ = b̃l

0 = b̃l+1⋮
↪ ��������� ��� ������ �� ������� �� ��������↪ ��������� ������ ����� ���� �������� ���������� ���� ��� ������ �� �������
��� ��������� �



���� �������� �� ������� ���� �� ����� �� ����� ��

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x −y −3 z = 4
y +3 z = −2

1z = −2
0 = 0

⇐⇒
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x −y = −2
1y = 4

z = −2
0 = 0

⇐⇒
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x = 2
y = 4

z = −2
0 = 0

↪ �� �������

L2 ←Ð L2 − 3L3 ���� L1 ←Ð L1 +L2

L1 ←Ð L1 + 3L3

���������� ���������

����� ����������� �� ������ �� ��� �������� �● �� ��������� ������ �������� �
������� ��������������● ��������� ���������� ��� �������� �
������� �� ������ ��� ������������ ��� ������������������● ��������� ��� ������� �� ����������
������ �� ������ ��� ������������ ��� ������������������

�� ������� ���� �� ������� �� ������ �� �������

������� ��������

������

�������� � ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x − 5y + 3z = 4
2x + y − 2z = 1
−2x + 4y + 7z = 1

�������

�� ����� ��� ��� ������ �
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x −5y +3z = 4
2x +y −2z = 1−2x +4y +7z = 1 ⇐⇒

L2←L2−2L1

L3←L3+2L1

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x −5y +3z = 4

11y −8z = −7−6y +13z = 9
⇐⇒

L2←
1
11

L2

L3←L3+6L2

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x −5y +3z = 4

y − 8
11
z = −7

11(13 − 48
11
) z = 9 − 42

11

⇐⇒ ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x −5y +3z = 4

y − 8
11
z = −7

11
95
11
z = 57

11

�� ���� ������� ���������� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x − 5y + 3z = 4
y − 8

11
z = −7

11
95
11
z = 57

11

⇐⇒
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x = 4 + 5 × (−1
5
) − 3 × 3

5
= 15−9

5
= 6

5

y = −7
11
+ 8

11
× 3

5
= 24−35

55
= −1

5

z = 57
95
= 3

5



�� ���� ������ ��������

�� �������� ��� ����
⎛⎜⎝
6/5−1/5
3/5

⎞⎟⎠�

�������� ��������

������

�������� � ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

2x + 3y − z = −1
x + 2y + 3z = 2
3x + 4y − 5z = −4

�������

�� ����� ��� ��� ������ �

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2x +3y −z = −1
x +2y +3z = 2
3x +4y −5z = −4 ⇐⇒

L1↔L2

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x +2y +3z = 2
2x +3y −z = −1
3x +4y −5z = −4

⇐⇒
L2←L2−2L1

L3←L3−3L1

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x +2y +3z = 2−y −7z = −5−2y −14z = −10

⇐⇒
L3←L3−2L2

L1←L1+2L2

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x −11z = −8−y −7z = −5

0 = 0
�� ������� � ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x = −8 +11z
y = 5 −7z
z = z

��� ��������� ���� ���� � ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎝
−8
5

0

⎞⎟⎠ + z
⎛⎜⎝
11−7
1

⎞⎟⎠ , ���� z ∈ R

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
������ �� ������ ������������

������

���� �� ������� n × n� ������� ������������ �

������ �� ���������� �������

���� ���������� �� ������ ���������� ��� ���������� ������������ ��� ��� �������

�������

�� �������� ��� ���������� � ������� �

������ ������� � � ⋯ ��� �����

�������� � � ⋯ � ���
���������� � � ⋯ � �
������������� ��� ��� ⋯ � ��������

�� �� ������ �



���� �������� ��� ������� ��

������ ������� � ��� ⋯ � �����

������������� ��� ��� ⋯ � ��������

����������� �� �������
n(n − 1)

2
+ n + (n − 1) + n(n − 1)

2
= n2 + n − 1 ∼ n2 ���������� ��� ��� �������

�� ���� ��������� ������� ��� ���������� ������������ ��� ������ ��� ���������� ������� �������� ��������
�� �������� ���������

���� �� ��� �� ������� �� O(n3)�
���� �������� ��� �������

���� ����� �������� �� ��������

���� A ��� ������� �� ������ n × p � ���������� ���� �� ����� K� ���� Y ∈ Kn�

�������� AX = Y � ����� ���������� ���� ��� �������� X ∈ Kp ���� ��� AX = Y �

���� ���������� �� ������� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a11 x1 +a12 x2 +⋯ +a1p xp = y1
a21 x1 +a22 x2 +⋯ +a2p xp = y2⋮ ⋮ ⋮
an1 x1 +an2 x2 +⋯ +anp xp = yn

�������� ���������

��� ������� ������ A �� ������ n × n ��� ���������� �� �� ��������� �� ���� ���� Y ∈ Kn� �� ������� AX = Y
������� ��� ������ ���������

���� �� ���� �� �������� ��� X = A−1Y �

�� ���� ��������� �� ������� A−1 ��� ������� ��� ����������� �� �� ���������

������ A ��� ���������� �� �� ��������� �� ��� ���� ��� n�

�� ������� �������

������

���� A = (2 3

1 2
)� �������� ���������� � �� ���� ���� ��� ��� ������� �

�������

�� �� ��������� ���� ���� Y = (y1
y2
)� AX = Y � ���� ����� �� ������� �

{ 2x1 +3x2 = y1
x1 +2x2 = y2

⇐⇒
L1←L1−2L2

{ −x2 = y1 −2y2
x1 +2x2 = y2

⇐⇒
L2←L2+2L1

{ −x2 = y1 −2y2
x1 = 2y1 −3y2

⇐⇒
L1↔L2

L2←−L2

{ x1 = 2y1 −3y2
x2 = (−1)y1 +2y2

�� �������� ��� ������ ���� A ��� ���������� �� A−1 = ( 2 −3−1 2
)�



�� ���� ������ ��������

�� ������ �������

������

���� B = (1 1

1 1
)� �������� ���������� � �� ���� ���� ��� ��� ������� �

�������

�� ���� �������� �

{ x1 +x2 = y1
x1 +x2 = y2

⇐⇒
L2←L2−L1

{ x1 +x2 = y1
0 = −y1 +y2

�� ������� ��� ���� ��� ��������� �� �������� �
B ����� ��� �����������

��������� �������

������

���� C = ⎛⎜⎝
−2 −1 −2−6 −2 −3
5 2 3

⎞⎟⎠� ����� ������� �������� ���������� � �� ���� ���� ��� ��� ������� �

�������

���� Y = ⎛⎜⎝
y1
y2
y3

⎞⎟⎠ ∈ R3� �� �� �������� CX = Y �

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−2x1 −x2 −2x3 = y1−6x1 −2x2 −3x3 = y2
5x1 +2x2 +3x3 = y3

⇐⇒ ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−x2 −2x1 −2x3 = y1−2x2 −6x1 −3x3 = y2
2x2 +5x1 +3x3 = y3

⇐⇒
L2←L2−2L1

L3←L3+2L1

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−x2 −2x1 −2x3 = y1−2x1 +x3 = y2 − 2y1

x1 −x3 = y3 + 2y1
⇐⇒

L2←L2+2L3

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−x2 −2x1 −2x3 = y1−x3 = 2y1 + y2 + 2y3

x1 −x3 = y3 + 2y1
⇐⇒

L3←L3−L2

L3↔L2

L3←−L3

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−x2 −2x1 −2x3 = y1

x1 = −y3 − y2
x3 = −2y1 − y2 − 2y3

⇐⇒
L1←L1+2L3

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−x2 −2x1 = −3y1 − 2y2 − 4y3

x1 = −y3 − y2
x3 = −2y1 − y2 − 2y3

⇐⇒
L1←L1+2L2

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−x2 = −3y1 − 4y2 − 6y3

x1 = −y3 − y2
x3 = −2y1 − y2 − 2y3

⇐⇒
L1↔L2

L2←−L2

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x1 = −y2 − y3

x2 = 3y1 + 4y2 + 6y3
x3 = −2y1 − y2 − 2y3

C ��� ���������� �� C−1 = ⎛⎜⎝
0 −1 −1
3 4 6−2 −1 −2

⎞⎟⎠



���� ������ �� �������������� ������� ��

���� ������ �� �������������� �������

�� ��������� �� �������� �������� �

∀x, f(x) =
a
α0 +α1(x − a) +⋯ + αn(x − a)n + o ((x − a)n)

���� o ((x − a)n) = (x − a)nε(x) �� ε ��� ��� �������� �������� �� a ����� ��� ε(a) = 0�
������ � ������� �� ������������

���� ��� �������� ������ ��� �� ������ I ��������� �� ������ a �� ����� ���� ��������� ��� I �� � ���� ���������
�� a�
������ ���� ���� x �� I �

f(x) = n∑
k=0

f (k)(a)
k!

(x − a)k + o ((x − a)n)
� ������ �� ����� �������� �� ������ ��� �������������� ������� ������ ������ ���� �� ���������� ���� ���

������ ��������� ��� ��������� �� ������

������

������ (m; n; p) ∈ (N∗)3 ���� m ≤ n�
���������� �� ����� ��������� ��� ��������� ������� ���� ���� x ���� ��������� �� ������ a �

o ((x − a)n) × o ((x − a)p) = ⋯
o ((x − a)n)p = ⋯

(x − a)p × o ((x − a)n) = ⋯
o ((x − a)n)
(x − a)m = ⋯

�������

�� ������ ���������� ��� �

o ((x − a)n) × o ((x − a)p) = o ((x − a)n+p)
o ((x − a)n)p = o ((x − a)np)

(x − a)p × o ((x − a)n) = o ((x − a)n+p)
o ((x − a)n)
(x − a)m = o ((x − a)n−m)

�� ���� ���� ���� �� �������� ��� �� ��������� �� �� �������� �� ������ o�

�� �� ������� ��� ������� �� �������� ������� � �� ���� ��������� ���� ���� x �

o ((x − a)n) × o ((x − a)p) = (x − a)nε1(x) × (x − a)pε2(x)
= (x − a)n+pε1(x)ε2(x)

���� �� �������� ε1 × ε2 ��� ��� �������� �� a �� ��� ������ (ε1 × ε2) (a) = 0�
������� ������� �� ������

������

������� �� ������������� ������ �� 0 �� x↦ 1

4 + 2x2 � ������� ���



�� ���� ������ ��������

�������

�� ���� f ∶ x↦ 1

4 + 2x2 �
���������� ��� �● f ��� ����� ���� ���� ��� ���������� �� ����� ������ ������ �����

● ���� ���� x� f(x) = 1

4
× 1

1 + x2

2

�

�� �� ���� �������� �� ������������� ������ �� u → 1

1 + u �� 0� �� ������ u = x2

2
� �� ������������ ������ ���

o(un) = o(x2n)�
���������� �

f(x) = 1

4
(1 − u + u2 − u3 + u4 − u5 + o(u5))

= 1

4
(1 − x2

2
+ x4

4
− x6

8
+ x8

16
− x10

32
+ o(x10))

= 1

4
− x2

8
+ x4

16
− x6

32
+ x8

64
− x10

128
+ o(x11)

�� ���� ����� � ������� 11 ������� �� ����� �� x11 ��� ��� ��������� ������ �

������ �������

������

������� �� ������������� ������ �� 3 �� x↦ 1

x
� ������� ��

�������

�� ���� g ∶ x ↦ 1

x
� �� ���� u = x − 3� ����� � ���� x = u + 3�

�� ��� ���� ����� � ���������� �� ������������� ������ �� u ↦ 1

3 + u �� 0�

���������� ���� ���� ���� u ≠ −3 �
1

3 + u =
1

3
× 1

1 + u
3

���������� �

g(x) = 1

3
(1 − u

3
+ (u

3
)2 − (u

3
)3 + (u

3
)4 − (u

3
)5 + o(u5))

= 1

3
− u

9
+ u2

27
− u3

81
+ u4

243
− u5

729
+ o(u5)

= 1

3
− (x − 3)

9
+ (x − 3)2

27
− (x − 3)3

81
+ (x − 3)4

243
− (x − 3)5

729
+ o((x − 3)5)

��������� �������

������

������� �� ������������� ������ �� 15π �� x ↦ tan(x) � ������� ��

�������

�� ���� h ∶ x ↦ tan(x)� �� ���� u = x − 15π� ����� � ���� x = u + 15π�
�� ��� ���� ����� � ���������� �� ������������� ������ �� u ↦ tan(u + 15π) �� 0�
���������� ��� �● tan ��� ���������� �� ������� π ���� tan(u + 15π) = tan(u)�



���� ������ �� �������������� ������� ��

● tan(u) = sin(u)
cos(u) �● tan ��� �������� �� ���� ���� ��������� �� ����� �� ����� � ���� ������� �� ����� � �� �������������

�������
���� �� ������� ������ �� �� ���������� �� ������������� ������ � ������� � ��

1

cos(u) �
1

cos(u) =
1

1 − u2

2
+ u4

24
+ o(u5)

= 1

1 − (u2

2
− u4

24
+ o(u5))

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
�������� ��������

= 1 + u2

2
− u4

24
+ o(u5) + (u2

2
− u4

24
+ o(u5))2

= 1 + u2

2
− u4

24
+ u4

4
+ o(u5)

= 1 + u2

2
+ 5u4

24
+ o(u5)

���� �� ������ ������ �� ��������� ��� �������������� ������� �

tan(u) = sin(u) × 1

cos(u)
= (u − u3

6
+ u5

120
+ o(u6)) × (1 + u2

2
+ 5u4

24
+ o(u5))

= u + (−1
6
+ 1

2
)u3 + ( 1

120
− 1

12
+ 5

24
)u5 + o(u6)

= u + u3

3
+ 2

15
u5 + o(u6)

���������� �

h(x) = (x − 15π) + (x − 15π)3
3

+ 2(x − 15π)5
15

+ o ((x − 15π)6)
��������� �������

������

�� ������� �� ������������� ������ �� 0 �� x ↦ 1 − cos(x)
sin(x) � ������� ��

�� �� ������� �� ������������ ��� ���������� �� x↦ 1 − cos(x)
sin(x) �� �� ��� ���� �� ������� �� 0 �

�������

�� ���� q ∶ x↦ 1 − cos(x)
sin(x) �

���������� ��� q ��� ������� ���� �� ���� ���������� ���������� ��� ������ �� ����� ��������� �� ���� � �
���� �� ������� ������ �� �� ������ ������������ ���� ���� x ∉ {kπ; k ∈ Z} �

q(x) = 1 − (1 − x2

2
+ o(x3))

x − x3

6
+ o(x4)

= x2

2
+ o(x3)

x − x3

6
+ o(x4)



�� ���� ������ ��������

���� �� ���� ���������� ������� ��� o(x4) = x×o(x3) �� ��������� ��� �� ��������� �� �� �������� �� �������
�� ����� x4ε(x) = x × x3ε(x)�
����� �

q(x) = x2

2
+ o(x3)

x(1 − x2

6
+ o(x3))

= x2

2
+ o(x3)
x

× 1

1 − x2

6
+ o(x3)

= (x
2
+ o(x2)) × 1

1 − x2

6
+ o(x3)

������� �� ���������� ����� ���� ������ � �� ���� ���� �������� ���� �� ��������� ������������ �� q(x) �

q(x) = 1 − (1 − x2

2
+ x4

24
+ o(x5))

x − x3

6
+ o(x4)

= x2

2
− x4

24
+ o(x5)
x

× 1

1 − x2

6
+ o(x3)

= (x
2
− x3

24
+ o(x4)) × 1

1 − x2

6
+ o(x3)

������ ��� ����� �� ��� ������ � ��� ��������� ��������� �� �������������� �� �������������� ������� �

q(x) = (x
2
− x3

24
+ o(x4)) × 1

1 − x2

6
+ o(x3)

= (x
2
− x3

24
+ o(x4)) × (1 + x2

6
+ o(x3))

= x

2
+ ( 1

12
− 1

24
)x3 + o(x3)

= x

2
+ x3

24
+ o(x3)

���������� �

q(x) = x

2
+ x3

24
+ o(x3)

�� �� ������ ��� q �� �������� ��� ���������� �� 0 �� ������ q(0) = 0�
�� � ����� q′(0) = 1

2
�

���� ������ ������������

����� �� �������� ����������� �� ���������

������

�������� �

∫ 2

1

lnx

x
dx

����������

��� [1; 2]� x ↦ lnx
x

��� �������� ����� �������� �� ��������� ��������� ���� �� ������������ �� ��������
����



���� ������ ������������ ��

�� ����� �� ��������� ��� ∫ 2
1

lnx
x

dx = ∫ 2
1

1
x
× ln(x)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

u′(x)u(x)
dx� �� �� ������ �

∫ 2

1

lnx

x
dx = [1

2
ln(x)2]2

1

= ln(2)2
2

����������� ��� �������

������

�������� �

∫ π

0
x cosxdx

����������

��������� ∫ π
0 x cosxdx�

������� ����� �● �������� x ↦ x �� ������� x↦ cos(x) �● �� ������� x↦ x �� �������� x ↦ cos(x) �
�� ����� ���� ���� x ∈ [0; π]� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

u(x) = x
v′(x) = cos(x) � �� ��� �����

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
u′(x) = 1
v(x) = sin(x) �

u �� v ���� �� ������ C1� �� ���� ���� �������� ������������� ��� ��������

�� ������� �

∫ π

0
x cosx´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
u(x)v′(x)

dx = [x sin(x)]π0´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
u(x)v(x)

−∫ π

0
1 × sinx´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
u′(x)v(x)

dx

= [cos(x)]π0 = −2
���������� �� ��������

����������� �� �� �������

��������� ∫ 1
0 e
√
x dx�

�� ���� u =√
x�

����� �������� �������� ������������� ��� ���� ��� C1 ��� ]0; 1]� �� ������� �� �������� ���� �� �������� ���
���� ���� ���� �� ���� ��������� �� ���������� �� ���������

�� �������� ���� ������� ��������� �� ������� �� ���������� �� ��������� ��
���� ��� �� �������� ���� �� ������ C1 ��� ������������ ����� ������ �� ��� ��

������� �� �������� ����

�� ������� ������� ������ ��� ����������� � �������� ���� ����������� �● ��� ��� ������ �
���� x = 0� u =√

0� �� ���� x = 1� u =√
1 �● ��� �� �������� x �

���� ���� x ∈ [0; 1]� u =√
x ⇐⇒ x = u2 �● ��� dx �

dx = dx

du
du = 2udu�



�� ���� ������ ��������

�� ������� �

∫ 1

0
e
√
x dx = ∫ 1

0

u(0)

u(1)

eu

e
√

x

(2u)du

dx

����� � ���� �

∫ 1

0
e
√
x dx = 2∫ 1

0
ueu du

�� �������� ������� ������������� ��� �������� �� ����� ���� ���� u ∈ [0; 1]�⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
f(u) = u
g′(u) = eu � �� ��� �����

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
f ′(u) = 1
g(u) = eu �

���������� �

∫ 1

0
e
√
x dx = 2([ueu]10 − ∫ 1

0
eu du)

= 2 (e − (e − 1)) = 2
������

�������� �

∫ 2

0

dx√
x + 1 + 1

����������

���� ���� x ∈ [0; 2]� �� ���� u =√
x + 1� ��� ��� ����������� �������� �� �� ������ C1�

����� ��� ����������� � ������ �● ��� ��������� ������ ����
√
0 + 1 ��

√
1 + 2 �● ���� ���� x ∈ [0; 2]� u =√

x + 1 ⇐⇒ x = u2 − 1 �
● ����� dx = dx

du
du = 2udu�

�� ������� �

∫ 2

0

dx√
x + 1 + 1 = ∫

√
3

1

u(0)

u(2)

1

u + 1

1√
x+1+1

(2udu)

dx

�� �������� ��� �������� �� ���������� ��� ���������� �� ������������� �� �������� ������� �

∫ 2

0

dx√
x + 1 + 1 = ∫

√
3

1

2u + 2 − 2
u + 1 du

= ∫
√
3

1
2du − 2∫

√
3

1

du

u + 1
= 2(√3 − 1) − 2 [ln(u + 1)]√3

1

= 2((√3 − 1) + ln( 2√
3 + 1))

��������

������

�������� �

I1 = ∫ 1

0
xe
√
x dx

I2 = ∫ 1

−1
dx

x2 + x + 1
I3 = ∫ 1

−1 sin
5(πx)dx



���� �������� ��� ���������� �� ���� F(X) ≥G(X) � ����� �� �������� ��

�������

���� I1 = ∫ 1
0 xe

√
x dx� �� ���� �� ���������� �� �������� u =√

x�

�� ������� I1 = ∫ 1
0 u2eu(2u)du = 2∫ 1

0 u3eu du�

�� ������� ����� ������������ ��� ������� �� �������� � ������ ���� �� �������� �� ������� �� ex�

�� ������� �
I1 = 4 (3 − e)

���� I2� �� ��������� ��� �� ������������� ���� ���� x �

x2 + x + 1 = (x + 1

2
)2 + 3

4
> 0

�������� �� ���� ���������� �� ������� ������������� �

I2 = ∫ 1

−1
dx

x2 + x + 1
= 4

3
∫ 1

−1
dx

4
3
(x + 1

2
)2 + 1

= 4

3
∫ 1

−1
dx

(2
√
3

3
(x + 1

2
))2 + 1

�� ���� �� �������� u = 2
√
3

3
(x + 1

2
)� �� ������� �

I1 = 4

3
∫ 1

−1
dx

(2
√
3

3
(x + 1

2
))2 + 1

= 4

3
∫
√
3

−√3/3
1

u2 + 1
√
3

2
du

= 2
√
3

3
[arctanu]√3

−√3/3 = 2
√
3

3
[π
3
+ π

6
] = π

√
3

3

���� I3� �� �������� ��� ���� ������� ��� �������� ������� ��� �� ������� ��� �������� ��� �������� ���
������� � 0�

�� ������� ���� ������ I3 = 0�
���� �������� ��� ���������� �� ���� f(x) ≥ g(x) � ����� �� ��������

����� �� ��������

���� � ��� ���������� f(x) ≥ g(x)� �� ���� �� ������� �� ����������� �� �������
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���������� �������� �������� �

�� ����� ��� ��������� � ������� � ������ � x �

�� ����� ��� ��������� � ������� ���������� f(x) − g(x) �

�� ������ �� ����� �� f(x) − g(x)� �� ������ �� �������� Δ ∶ x↦ f(x) − g(x)�

��� ���

��� ���

���
���

������ ���������� �� ����� �� ������� �� ������ ������ �������� �� ����� �������
���������� �� ������� � ������ �� ��������� �� ���� ���� ������� �� �������� Δ �

������� �� �� �������� Δ ���� �������� ���������� �� ����������� ������� �� �����
�� Δ′ ����� ��� ��������

�� ������ ����� ��� ������� �� �� �������� Δ �� �������� ��� ��������� ��� ���������
������� � ���� �� ������� ��� ������� ���� �� ��� �� ��� ����� �� �� �������� Δ �����
�������� ���������� ��� �������� ���������� ����������� �� ������� �� ��������

������� �������

������

��������
e2x ≥ ex

�������

���� ��� �� ��������� ���������� �� ������� ���� � ������ x� ���� ���� ��� ������ ��� �� �������� exp ��� �����������
����������� ������ ���� ���� x �

e2x ≥ ex ⇐⇒ 2x ≥ x ⇐⇒ x ≥ 0

��� ��������� ���� ���� ��� ������� �� R+�



���� ����� �� �������� ���� ��� ����������� ��

������ �������

������

��������
2 lnx ≥ x2 lnx

�������

���� ��� �� ��������� ���������� �� �� ����� ��� ��� ���� �������� �������� x� �� ������� ���� � �������� ���
�������������� ���� ���� x > 0 �

2 lnx ≥ x2 lnx ⇐⇒ 2 lnx − x2 lnx ≥ 0 ⇐⇒ (2 − x2) lnx ≥ 0

⇐⇒ −(x −√2)(x +√2) lnx ≥ 0

�� ������� ������� �� ������� �� ������ �

x

− (x −√2) (x +√2)
lnx

− (x −√2) (x +√2) lnx

0 1
√
2 +∞

+ + 0 −
− 0 + +
− 0 + 0 −

��� ��������� ���� ���� ��� ������� �� [1; √2]�
������� �������

������

��������
x > sinx

�������

���� �� ��� ��� �� �������� ��������� �� ����� ����� �������� x� ����� ������������ x − sin(x) �� �� ���������
��� �

�� ���� ����� ���� ���� x� Δ(x) = x − sin(x)� ����� �������� ��� ��������� ��� R ��� ���� ���� x �

Δ′(x) = 1 − cos(x)
�� ������������ �� �� ������ ���� ���� ���� x ∉ {2kπ ���� k ∈ Z}� Δ′(x) > 0� �� ��� ������ ��� �� �������� Δ

��� ����������� �����������

�� �� �������� ��� Δ �������� �� 0� �� ��� ���� ����� ����������� ��� ��������� �� ����� ���������� � ��
���� ��� ������� �� R+∗ �
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