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Introduction

Utilisation de ’'informatique

11 est recommandé aux éléves de télécharger et d’installer les logiciels suivants sur un ordinateur a la maison.

1. Python et I’éditeur IDLE, un langage de programmation :

https ://www.python.org/downloads/

2. Geogebra, un logiciel de géométrie :
http ://www.geogebra.org/cms/

3. XCas, un logiciel de calcul formel :

http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ ~parisse/install _fr

4. Anki', un outil d’aide a la mémorisation basé sur le systéme des flash cards :
http ://ankisrs.net/

Par ailleurs, les éléves qui auraient des questions peuvent m’envoyer un mail & I’adresse :

Liste des principaux symboles utilisés

pierrealexandre.fournie.prof@gmail.com

Indices et lettres prime

Il arrive que 'on écrive un symbole formé de deux caractéres, I'un étant de taille inférieure placé en bas a

droite. On parle alors d’indice.

Par exemple, lorsqu’on écrit x,, il faut lire « x indice a ».
On peut également placer une apostrophe a coté d’un caractére. Ainsi, lorsqu’on écrit ', il faut lire « x

prime ».

Lettres grecques

On utilisera parfois en cours les lettres grecques suivantes :

Minuscule |

Majuscule

Nom de la lettre

alpha

beta

gamma

delta

epsilon

lambda

mu

pi

sigma

theta

gl|alalz > |2 |0

oo vl =| == = | | )

omega

1. Ce logiciel peut également s’installer sur un smartphone Apple ou Android.




Logique et ensemble

Une implication sera notée =, et une équivalence <.

Le contraire d'un prédicat A sera noté -4 ou A.

A correspond au « et » logique tandis que v correspond au « ou » logique.

x € A signifie « x appartient & A. »

Vx € A signifie « pour tout x appartenant & A. » Jx € A signifie « il existe x appartenant & A. »

Le symbole / signifie « tel que ». Par exemple « 3z € N/ 22 = 16 » signifie « il existe un nombre entier dont
le carré vaut 16. »

A c B signifie « A est inclus dans B. »

A n B désigne U'intersection de A et B.

Au B désigne la réunion de A et B.

Enfin, Cg A ou E\A désigneront le complémentaire de A dans E. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur E, on
notera simplement A.

symboles mathématiques comme des abréviations. On n’écrira jamais « il existe
x qui est >0 » car dans ce cas, « >0 » est 'abréviation de « est plus grand que 0 ».

Q Quand on rédige un texte mathématique, il convient de ne pas utiliser les

Plus généralement, 'une des normes de rédaction mathématique impose de ne pas
mélanger de la syntaxe purement mathématique (symboles 3, V...) avec du frangais
courant dans la méme phrase. Soit on fait une phrase en n’utilisant que des symboles
mathématiques, soit on fait une phrase en francgais courant.




Chapitre 1

Fonctions affines et trinomiales

« Caminante, no hay camino,
se hace camino al andar.>»

Antonio MACHADO (1875-1939)

1.1 Fonctions affines

1.1.1 Définition

Définition : Fonction affine
Soit f une fonction définie sur R.

On dit que f est affine lorsqu’il existe deur nombres m et p tels que, pour tout x

f(x)=mz+p

Dans ce cas, on dit que m est le coefficient directeur de f et p est [’ordonnée & 'origine de f.

ﬁ Les coefficients m et p d’une fonction affine ne dépendent pas de x.

Pour connaitre complétement une fonction affine, il suffit de connaitre les va-
leurs de m et p.

Commencons dés a présent a reconnaitre des fonctions affines.

# Exercice 0
Dire si les fonctions suivantes sont affines. Préciser si possible les valeurs de m et p.

fiix—»2x-3 foix— —x faixmat-z+1

faix e (x+1)(z-2)- 2> fsix—1 foerx=(z+1)(x-1)+z(z+1)

1.1.2 Propriétés des fonctions affines

Avant de commencer & nous intéresser aux propriétés des fonctions affines, révisons quelques notions concer-
nant les équations et inéquations affines.

@ Exercice 1

Soient les 2 fonctions f et g définies sur R par :

frxm20-1 gz -—x+1
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Déterminer les images de 0 par f puis par g.
Déterminer les antécédents de O par f puis par g.
Résoudre f(x) > 0. En déduire le tableau de signes de f.
Résoudre g(x) > 0. En déduire le tableau de signes de g.

ok 0N =

Résoudre f(x) = g(x). En déduire les coordonnées des intersections des courbes de f et g.

Le théoréme suivant décrit les propriétés des courbes représentatives des fonctions affines. En particulier,
la courbe d’une fonction affine est une droite. Connaissant 2 points de cette droite, on peut retrouver les
valeurs du coefficient directeur et de ’ordonnée & l'origine.

On rappelle quun point M de coordonnées (z,y) appartient a la courbe d’une
A fonction f si et seulement si :

x appartient a 'ensemble de définition de f et y = f(x).

Théoréme : Courbe représentative d’une fonction affine, calcul du coefficient directeur et de
l’ordonnée a ’origine
Soit f une fonction affine, soit C¢ la courbe de la fonction f tracée dans un repére (O;1;J) et soient
A(za;ya) et B(xp;yp) deux points distincts appartenant & la courbe.
On a les propriétés suivantes :

e la courbe de f est une droite;

o le coefficient directeur de f vaut m = gg:gi ;

e ['ordonnée lorigine de f vaut p=ya—mzxa ol m est le coefficient directeur.

# Exercice 2
Soit la fonction f :x ~ 3w — 2 définie sur R dont la courbe est notée Cy. Soient les points A, B, C, D
de Cy d’abscisses respectives 0, 1, 2, 3.

1. Déterminer les ordonnées des points A, B, C, D.

2. Tracer un repere sur la feuille et placer les points A, B, C, D et tracer Cy.

3. Déterminer les antécédents de 0 par f par le calcul et vérifier graphiquement.

# Exercice 3
On reprend les données de ’exercice précédent. Soit la fonction affine g dont la courbe représentative
Cy passe par les points E (1;2) et F(2;0).

1. Tracer la courbe de g dans le méme repére que la courbe de f.

2. Déterminer le coefficient directeur et I’ordonnée a Dorigine de g. En déduire, pour tout x, I'ex-
pression de g(x).

3. Résoudre par le calcul f(x) = g(x) et vérifier approximativement les solutions graphiquement.

4. Résoudre par le calcul f(x) > g(x) et vérifier approximativement les solutions graphiquement.

Intéressons-nous maintenant au sens de variation des fonctions affines, entiérement déterminé par le signe
du coefficient directeur.

Proposition : Sens de variation des fonctions affines
Soit f une fonction affine de coefficient directeur m.
Alors :

o f est croissante si et seulement st m >0 ;
o f est décroissante si et seulement si m < 0.
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Enfin, établissons une propriété sur le signe des fonctions affines.

Proposition : Signe d’une fonction affine

Soit f une fonction affine de coefficient directeur m et d’ordonnée a l’origine p.
Sim =0 alors, pour tout z, f(x) est du signe de p.
Dans le cas contraire m + 0, le tableau de signes de f est :

x —00 -£ +00
m

f(z) signe de —m O  signe de m

1.1.3 Anatomie d’une droite affine

Considérons la fonction f:x — -2z + 3 et D sa courbe représentative.
Pour tracer D, plagons les points A et B d’abscisses 0 et 1.
Les ordonnées de A et B sont donc

Yya = —2xzpa+3 = -2x0+3 = 3
yp = —2xzxp+3 = -2x1+3 =1
\‘
3 A |
\
\
2 I
=2
1
5 -4 —‘3 -2 o 1 4
_1,
_2,

On peut lire sur le graphique le coefficient directeur et 'ordonnée a l'origine :
e l'ordonnée a l'origine correspond a 'ordonnée du point d’abscisse 0, c¢’est-a-dire du point A ;
e le coefficient directeur correspond a la variation des ordonnées (fleche rouge) lorsque les abscisses
varient de +1 (fleche verte).

1.2 Fonctions trindOmiales

On rappelle qu’une forme factorisée s’écrit comme un produit de facteurs
« simples » et quune forme développé s’écrit comme une somme de « termes
simples. »

1.2.1 Définition

Une fonction trinémiale est une fonction que I'on peut écrire sous la forme développée z + az? + bz + ¢ ot a,
b et ¢ sont des coefficients constants (ne dépendant pas de x) avec a # 0.
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Nous pouvons donc écrire la définition suivante :

Définition : Fonctions trinémiales, parabole

Soit f une fonction définie sur R.
On dit que f est une fonction trinémiale lorsqu’il existe trois nombres a, b et ¢ avec a # 0, tels que, pour
tout x,

f(z)=ax*+bz+c

La courbe représentative d’une telle fonction dans un repére orthonormé s’appelle une parabole.

Les coefficients a, b et ¢ ne dépendent pas de x. La condition a # 0 est impor-
/.\ tante. En effet, dans le cas ot a =0, f est une fonction affine x ~ bx + c.

Entrainons-nous & reconnaitre des fonctions trindmiales.

# Exercice 4
Dire si les fonctions suivantes sont trinémiales. Dans le cas ou elles sont trinémiales, préciser les valeurs
de a, b et c.
flizea®-2c-3 forxm 32—z fa:x e -zt + (z+1)(z+2)
foizxes (z+1)(x-2) -3z fsix—>Va2+1 ferxm(z+1)(x-1)+x(z+1)
Une fonction trinémiale peut s’écrire sous plusieurs formes dont chacune posséde des applications propres.
Dans la suite du chapitre, nous allons nous intéresser aux trois formes principales : développée, factorisée et
canonique.
Avant d’aller plus loin dans notre étude nous devons établir quelques propriétés de la fonction carré.
1.2.2 Etude de la fonction z + 22

On définit la fonction carré par :

Proposition : Sens de variation

La fonction carré est croissante sur [0;+oo[ et décroissante sur | — o0;0].

Proposition : Extrémum

La fonction carré admet un minimum en 0 qui vaut 0.

Proposition : Propriétés géométriques de la courbe

Soit Ci, la courbe de la fonction carré dans un repére orthonormé (O; T; J) .
L’aze des ordonnées est un axe de symétrie de Cg.
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1.2.3 Forme canonique

Cette forme est particuliérement utile pour :
e l’étude des variations;
e l’étude des propriétés géométriques de la courbe représentative ;
e la recherche des antécédents.

Théoréme : Forme canonique d’une fonction trinémiale

Soient a, b et c trois nombres fixés, avec a # 0.
Soit la fonction trinémiale f: x  ax® + bx + c.

On calcule
_ b
= 2a
,3 _ —b%+4ac
- 4a

fl@)=a(z-a)’+p

On dit que Uécriture a(x — a)? + 3 est la forme canonique de f(x).

Alors, pour tout x :

En remarquant que f(a) = a(a—a)? + 3 = /3, on dispose d’une seconde maniére, parfois plus simple, de
calculer .
Cet exercice nous donne une preuve de ’existence de la forme canonique dans certains cas concrets.

@ Exercice 5

1. Considérons la fonction g : x v x? — 6x + 4.

(a) Recopier et compléter la suite d’égalités, valables pour tout x : Pour tout x :
22 -6z =2®-2x(3x)+3% -
= (z - ...)2 ..
(b) En déduire la suite d’égalités, valables pour tout x :

g(z) =2* -6z +4
:(x—...)2_...+4

= (x_...)Q_...

(c) Identifier les valeurs de a, o et 3.

2. Réaliser éventuellement la méme séquence d’opérations afin d’obtenir les formes canoniques des
fonctions :

fiiz-a2?+3 forza?+42-5 faiz e 222 + 2z + 1

Il nous reste maintenant a nous entrainer a calculer des formes canoniques en utilisant (ou pas la formule).

# Exercice 6

Donner les formes canoniques des fonctions suivantes. Préciser les valeurs de a, a et (5 :

glzx»—>x2—4x+1 g2:a:»—>2a:2—3:17
gz (x+1)(x+2) gr:xe (x+1)(x-2)-3z
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A partir de la forme canonique, on déduit facilement le tableau de variations ainsi que les propriétés géomé-
triques de la courbe représentative.

Proposition : Extrémum et tableau de variation
Soient a un nombre non-nul fixé, o et 5 deuxr autres nombres fixés.

On consideére la fonction
gix-a(z-a)?+p

On note P sa courbe représentative. On a alors les propriétés suivantes :

. mazrimum si o est négatif,
e [a fonction g prend la valeur B en x =« et cette valeur est un o ) Sy
minimum st a est positif

e la parabole P admet wun sommet au point S de coordonnées («,(3) et elle est
tournée vers le haut si a est positif,
tournée vers le bas  si a est négatif.

e [a parabole P admet pour azxe de symétrie la droite verticale d’équation = = «.
Enfin, le tableau de variations de g s’écrit :

€T —00 « +00

+00 +
sia >0 \ /
&)
B
sta <0 / \

(e.¢]

(o¢]

@ Exercice 7
Soit la fonction h: 2 — —2(x - 3)? +3

1. Déterminer les valeurs de «, B et a, les trois coefficients de la forme canonique.
2. Déterminer le tableau de variations de h, son extrémum.

3. Déterminer, par le calcul, les éventuels antécédents de 1 par h.

1.2.4 Forme factorisée

L’objectif de ce paragraphe est d’étudier le signe des fonctions trindmiales, en cherchant a les factoriser. En
guise d’introduction, un rappel sur les tableaux de signes.

1.2.4.1 Rappels sur les tableaux de signes

Les tableaux de signes permettent de déterminer le signe d’une expression factorisée.

Prenons un exemple concret pour expliquer la démarche.

Imaginons que 'on désire déterminer le signe de la fonction h:x — (2 -z)(z - %)

Nous allons déterminer séparément le signe de (2 - x) et de (x — %) puis utiliser ce que nous savons sur le
signe d’un produit.
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Pour tout z :

2-2)>20<—=(2-2)+x>0+x
2>z
1z €]-00;2]
Ainsi (2 - ) est positif ou nul si et seulement si z €] — 00;2]. Dans les autres cas, (2 — ) sera donc négatif.

En particulier (2 —z) change de signe pour la valeur 2.
Pour tout z, nous avons aussi :

(x—%)gO<:>(x—%)+§20+g
3
T2 =
2
3
1€ [5;4-00[

Ainsi (z - %) est positif ou nul si et seulement si z € [2;+oco[. Dans les autres cas, (z — %) sera donc négatif.
En particulier (x — %) change de signe pour la valeur 3.
Maintenant que nous connaissons parfaitement le signe des facteurs (2 — z) et (x — %), nous pouvons en
déduire le signe du produit en utilisant la loi des signes.
Nous dressons donc un tableau de signes avec les valeurs 2 et %, sachant que % < 2. Dans ce tableau :

e la premiére ligne correspondra aux différentes valeurs de z;

e la seconde ligne contiendra le signe de (2 -xz);

e la troisiéme ligne contiendra le signe de (x — %)

e la derniére ligne contiendra le signe du produit de (2 -=z) et (z — %) et se déduira des précédentes en

utilisant la loi des signes

Nous obtenons donc :

x —00 3 2 +00
(2-2) + + 0 -
(z-3) - 0 + +
(2-z)(z-32) - 0 + 0 -

@ Exercice 8

Selon le méme modéle que sur ’exemple précédent, réaliser le tableau de signes de la fonction
t:x—>-2(x-1)(3z-2)

En déduire les solutions de I'inéquation t(x) > 0.

1.2.4.2 Comment obtenir la forme factorisée d’une fonction trindémaiale

Avant d’énoncer le théoréme de factorisation des fonctions trinémiales, un exercice qui introduit la méthode
générale, en s’appuyant sur les principales identités remarquables.

# Exercice 9
1. Dans les cas suivants, déterminer les formes factorisées des fonctions :

fiixeaz?-5 foix—a?-3 f3:x a2 -4z +2
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2. On considére la fonction g : x + x> — 62 + 1.

Déterminer la forme canonique de g puis, en exploitant une identité remarquable, en déduire la
forme factorisée de g.

On peut maintenant énoncer le théoréme de factorisation des fonctions trindmiales.

Théoréme : Factorisation d’une fonction trinomiale

Soient a, b et c trois nombres fixés avec a # 0.
Soit une fonction f qui & tout x associe f(x) = ax® + bx + c.
On calcule A = b? — dac puis on distingue deuz cas :

(cas n° 1) Si A <0, on ne peut pas factoriser f ;

(cas n° 2) Si A >0, on peut factoriser f en calculant :

-b+VA
2a

-b-VA

2a

ry =
ro =

On a ainsi, pour tout x :
f(@) =a(z-r1)(z-72)

Et on dit que ry et ro sont les racines de f.

On distingue souvent le cas particulier A =0 et, dans ce cas, le nombre r1 = ro s’appelle la racine double
de f.

Ce théoréme posseéde un corollaire immeédiat.

Corollaire : Signe d’une fonction trinémiale

On reprend exactement les mémes hypothéses et notations.

Le signe de [ s’obtient en discutant les valeurs de A :

(cas n° 1) Si A <0, f ne s’annule pas et est toujours du signe de a ;

(cas n°2) Si A >0, f(z) est du signe de —a pour x compris entre r1 et ro et du signe de a ailleurs et f(x)
s’annule pour x =r1 ou x =13.

On distingue parfois le cas particulier A =0 pour lequel f(z) est du signe de a pour tout x et s’annule en
x = aq.

En pratique, on exploite le résultat précédent pour résoudre une équation du
type f(x) 20 ou f(z) = 0.

# Exercice 10

Soit la fonction trinémiale f:x + 32> +6x -9

1. Déterminer, si possible, les formes canoniques et factorisées de f.
2. En déduire le tableau de variations de f, et le tableau de signes de f.

3. En utilisant la forme développée, factorisée ou bien canonique de f, résoudre

f(x)20 f(x) =15 f(x)=0



Chapitre 2

Logique et ensembles

« If there’s hell below, we're all gonna go.»
Curtis MAYFIELD (1942-1999)

« Les hommes naissent et demeurent libres et égaux en droits. Les distinctions
sociales ne peuvent étre fondées que sur I'utilité commune. »
Article premier, Déclaration des Droits de ’'Homme et du Citoyen de 1789

2.1 Logique

2.1.1 Différents énoncés mathématiques

Un énoncé, ou une proposition, est une phrase mathématique. Il y a trois types d’énoncé :

e ceux que l’on se donne comme vrai;

e ceux que 'on prouve;

e ceux que l’on pense étre vrais, que l’on pense pouvoir prouver mais qui ne le sont pas encore.
Les éléments de bases que l’on se donne comme vrais sont les aziomes et les définitions. Une définition
présente un objet mathématique tandis qu’'un axiome est une loi fondamentale.
Exemples : définition d’un triangle équilatéral, axiome de la droite parallele & une droite passant par un
point.
En occident, le premier ouvrage connu qui établit clairement la distinction entre ce que ’on se donne comme
vrai et ce que 1’on peut prouver a été écrit par EUCLIDE et concerne la géométrie.
Parmi les éléments que ’on prouve, on trouve

e des propositions : ce sont des résultats a priori pas trop compliqués & prouver;

e des théorémes : ce sont des résultats plus fondamentaux, a plus forte portée et souvent plus complexes ;

e des corollaires : ce sont des propositions que I’on déduit directement des théorémes;
des lemmes : ce sont des propositions utiles pour prouver des théorémes.
Les dénominations de lemmes, théorémes, corollaires peuvent varier en fonction des auteurs, des époques et
surtout du choix des axiomes. Ainsi, si on change les axiomes et les définitions, ce qui apparaissait comme un
axiome auparavant peut se prouver. C’est le cas par exemple de certains axiomes de la géométrie euclidienne.
L’un des enjeux de la fabrication des axiomes est la simplicité. Avec un minimum de mots et de symboles,
on veut pouvoir construire une théorie qui soit la plus étendue possible et qui ne présente aucune ambiguité

ou contradiction.

# Exercice 0

Donner des exemples de définitions, de théorémes, de corollaires étudiés au collége et au lycée.



12 CH.2 LOGIQUE

2.1.2 Les quantificateurs

Dans un énoncé mathématique, les quantificateurs sont semblables aux articles dans un texte en langage
courant.

Il existe deux types de quantificateurs : 'universel qui s’écrit « V » , « pour tout » ,« quel que soit » ou
« soit » , et Iexistentiel qui s’écrit « 3 » ou « il existe ».

Le quantificateur universel introduit un élément quelconque d’un ensemble. Un énoncé comprenant un quan-
tificateur universel a donc une portée universelle.

(Exemple 0) Tous les hommes naissent libres et égaux en droit.

(Exemple 1) Tous les chemins meénent a Rome.

Dans un énoncé le quantificateur existentiel garantit simplement 1’existence d’un élément vérifiant la pro-
priété. Il a donc une portée plus réduite que le quantificateur universel.

(Exemple 2) 1l existe un chat qui aime les haricots verts.
(Exemple 3) Il existe une licorne par dela les nuages.

(Exemple 4) Tl existe quelqu’un qui sait prouver le grand théoréme de Fermat.
( )

Exemple 5) 1l existe un pays sans armée.

# Exercice 1

Dans les phrases suivantes, préciser ’ensemble d’appartenance des objets, le ou les quantificateurs
utilisés ainsi que la validité de la phrase.

a) Pour tout nombre réel z, 2 > 0.

b) Pour tout nombre entier n, n?® +n est pair.

c) Il existe un nombre x tel que 2% = —1.

d) Pour tout réel z, 2% > x.

e) 1l existe un rectangle qui n’est pas un parallélogramme.

f) I existe un chat qui est gris la nuit.

g) Dans toutes les villes, il existe un poéte qui chante toutes les nuits.

# Exercice 2

1. On considére les deux énoncés « il existe une paire de chaussures qui convient & tous les éléves de
cette classe » et « pour n’importe quel éléve de cette classe, il existe une paire de chaussure qui
lui convient. »

Lequel de ces deux énoncés est le plus fort ?
2. On considére une fonction réelle f qui vérifie I’énoncé suivant :
« il existe deux nombres a et b tels que pour tout z, f(x) =ax+b. »
a) Comment appelle-t-on une telle fonction ?

b) Que peut-on dire d’une fonction qui vérifie « pour tout z, il existe a et b tels que f(x) = ax+b ».

Dans un énoncé mathématique, ’ordre des objets et des quantificateurs est
important. En général, aprés un quantificateur existentiel, on insére le mot
« tel que » pour bien préciser que ce qui suit fait référence a 'objet en question.
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2.1.3 Opérateurs logiques et prédicats
2.1.3.1 Connecteurs logiques : et, ou, négation

Un prédicat est une phrase qui est soit vraie, soit fausse. On parle aussi de proposition logique.

Définition : Conjonction, disjonction, contraire

Soient A et B deux prédicats.

La conjonction de A et B, notée A A B est le prédicat qui n’est vrai que st A et B le sont tous les deuz.
La disjonction de A et B, notée Av B est le prédicat qui n’est vrai que si au moins ['un des deux prédicats
lest.

Le contraire de A, noté - A est le prédicat qui n’est vrai que si A est fauz.

(Exemple 6) Un systéme d’équations ou d’inéquations est une conjonction.

Pour faire du calcul sur les connecteurs logiques, on dispose d’un outil : la table de vérité.

Son principe est simple : pour chacune des combinaisons des valeurs logiques de A et B, la table de vérité
donne le résultat du connecteur logique entre A et B. Ainsi, on peut déterminer les tables de vérités des
opérateurs introduits jusqu’a présent.

A/B|AAB A|B|AvVB A|-A
ViV Vv ViV v VI F
VIF F VIF |4 v
F|V F PV |4
F|F F F|F F

Proposition : Propriétés des opérateurs de conjonction, disjonction, contraire

1ls possédent les propriétés suivantes :

AAB=BAA (commutativité de N)

AvB=BVA (commutativité de v)
(AANB)AC=AAN(BAC) (associativité de A)
(AvB)vC=Av(Bv(C) (associativité de V)
Av(BAC)=(AvB)A(AvC(C) (distributivité de v sur A)
AAN(BvC)=(AAB)V(AAC) (distributivité de A sur V)

~(AAB)=(-A4) v (-B) (Loi de Morgan)
-(Av B)=(-A)A(-B) (Loi de Morgan)

(mA)AA=F
(~A)vA=V
~(-A)=A4

# Exercice 3
En utilisant des tables de vérité prouver les résultats de distributivité ainsi que I’'une des lois de Morgan.
A ce stade, on sait comment combiner des propositions a 'aide de connecteurs. Il est également important

d’étudier D’effet du contraire sur les quantificateurs. On va examiner en pratique la phrase « tous les oiseaux
volent. »
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Comment décrire tout ce qui contredit cette phrase? Bien siir, « aucun oiseau ne vole » est contradictoire
mais cet énoncé est trop restrictif car il ne représente pas tout ce qui contredit la phrase de départ. Il suffit
en effet de trouver au moins un oiseau qui ne vole pas pour contredire la phrase. Ainsi, le contraire de « tous
les oiseaux volent » sera « il existe un oiseau qui ne vole pas. »

De méme, le contraire de « il existe un enfant qui n’aime pas les frites » sera « tous les enfants aiment les
frites. »

En pratique, pour construire le contraire logique d’une proposition, on doit
remplacer tous les quantificateurs universels en existentiels et réciproquement,
sans changer les ensembles d’appartenance des objets.

# Exercice 4

Ecrire les contraires logiques des énoncés de I'exercice 1.

2.1.3.2 Implication et équivalence

On a vu au collége le théoréme de Pythagore :

« Si ABC est un triangle rectangle en A alors AB% + AC? = BC?. »

ainsi que la réciprogue du théoréme de Pythagore :

«Si AB% + AC? = BC? alors ABC est un triangle rectangle en A. »

On appelle implication la phrase :

« Si ABC est un triangle rectangle en A alors AB? + AC? = BC? » . On peut aussi I’écrire :
« ABC est un triangle rectangle en A implique AB? + AC? = BC?. »

On parle d’équivalence lorsqu’une implication et sa réciproque sont vraies.

Avant d’aller plus loin, un petit exercice.

# Exercice 5
Nous allons supposer vraie la phrase suivante :

« Si mon chat a faim alors il miaule. »

a) Vous constatez que votre chat miaule, que pouvez-vous en déduire ?
b) Vous constatez que votre chat ne miaule pas, que pouvez-vous en déduire ?

c) Ecrire la proposition réciproque.

Définition : Implication, condition nécessaire, condition suffisante

Soient A et B deuz prédicats. On définit 'implication A = B par sa table de vérité :

A B|A=—B
VIV V
VIF F
F\|\V V
F|F Vv

On dit que B est une condition nécessaire ¢ A et on dit que A est une condition suffisante ¢ B.

# Exercice 6

a) Montrer que la table de vérité de (-B) = (=A) est identique a celle de A = B.

b) Montrer également que la table de vérité de (-A) v B est aussi identique a celle de A =— B.
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¢) Déterminer uniquement a l'aide des opérateurs simples (et, ou, non) une expression du contraire
de A =— B.

Définition : Equivalence

On reprend les mémes hypothéses.

On dit que A et B sont équivalents lorsque A implique B et B implique A.
Dans ce cas, on dit que A est une condition nécessaire et suffisante de B.
On note A <= B cette équivalence.

Dans ce cous, une équivalence s’écrira souvent « si et seulement si. » Dans le
cas du théoréme de Pythagore, la double implication s’énonce :
« Un triangle ABC est rectangle en A si et seulement si BC? = AB? + AC? »

@ Exercice 7

Rappeler les tables de vérité de A— B et de B — A.
En déduire la table de vérité de A — B.

Ainsi, A < B lorsque A = B et B = A sont vraies simultanément.

Proposition : Propriétés de ’implication et de I’équivalence
Soient A, B et C trois prédicats. Alors

A=— A (réflexivité)

(A== B)A (B == A) est identique « A <= B (antisymétrie)
(A= B)A(B=C) entraine A= C (transitivité)
A <= B est identique o B <— A (symétrie de l’équivalence)

@ Exercice 8

Montrer, a l’aide d’une table de vérité, que (A== B) et (B=—= C)) = (A = C) est toujours
vraie.

2.1.4 Les différents raisonnements
2.1.4.1 Pour montrer une implication dans le sens direct

La démonstration directe est, comme son nom l’indique, la plus directe et souvent la plus simple. Pour
montrer que A implique B, il faut supposer que A est vraie puis, par déductions successives arriver a prouver
que B est alors forcément vraie.

Prenons un exemple! On veut montrer que, pour tout nombre x, si x € [0; 1] alors 2% < .

Pour cela, on considére z € [0; 1] quelconque. Dans ce cas x — 1 est négatif ou nul (car z < 1) et comme z
est positif ou nul, on en déduit, par la loi des signes, que z(z —1) <0, ce qui revient & dire x>
dire 22 < x.

Dans ce cas, le raisonnement est direct, c’est a dire que partant de I’hypothése z € [0; 1], on aboutit a la
conclusion z? < z.

-2 <0, cest &
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Cela demande parfois un effort d’imagination. Peu importe que A soit effecti-
vement vraie ou pas. Par exemple, la phrase « si les tigres volent alors ils peuvent se
poser dans les arbres » peut trés bien étre vraie alors méme que, dans la vraie vie, les
chiens ne savent pas voler.

@ Pour montrer A implique B, on se place donc dans un monde ou A est vraie.

Prenons un second exemple pour illustrer la notion de disjonction de cas.

On veut montrer « Ya,beR, axb=0<=a=0o0ub=0» en utilisant le fait que tout réel non nul possede
un inverse.

Pour cela, on fait une disjonction de cas sur la valeur de a. Si a = 0 la conclusion est vraie (on a bien a =0
oub=0).

Si a # 0, a posséde un inverse. On peut donc multiplier I’égalité ab = 0 par 1 Et on obtient 1 x ab = 1 x 0,
c’est a dire b= 0. “ @ @
Enfin, considérons un troisiéme exemple. On veut prouver que pour tout x, Va2 +1 > .

Notons que z? + 1 > 0 entraine l’existence de la racine carrée. On considére ensuite deux cas, selon le signe
de z.

Si x <0, on sait que V2 +1>0 et donc Vo2 +12>0>x, ce qui prouve I'inégalité.

Si 2 >0, on peut élever I'inégalité au carré car la fonction carré est croissante sur [0; +oo[. On obtient ainsi
2 +1> 22, ce qui est vrai également.

Le principe de la démonstration par disjonction de cas se justifie par cette proposition.

Proposition : Disjonction de cas

Sotent Ay, Ag et B trois prédicats. Alors :

(A1 v Ay) = B est identique 4 (A} = B) A (Ay == B)

# Exercice 9

Prouver cette proposition a I’aide d’une table de vérité.

2.1.4.2 Pour montrer une équivalence

Une équivalence est en fait composée d’une implication et de sa réciproque. En régle général, pour montrer
une équivalence, il faut en théorie prouver les deux implications séparément.

Il arrive cependant que l'on puisse raisonner par équivalences successives. C’est le cas notamment lors de la
résolution d’équations. Prenons un exemple. On cherche les nombres x qui vérifient 2z +3 = —x + 2. Pour tout
x, on a les équivalences successives :

20+3=-2+2 <— 20+3+x-3=-z+2+2x-3

— 3zr=-1

3z -1
— — = —
3 3

-1

— r=—

0 1l est parfois délicat de raisonner par équivalences successives. Il faut étre cer-
. tain & chaque étape que I’équivalence est bien fondée.
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2.1.4.3 Raisonnement par contraposée et par I’absurde

Proposition : Contraposée, contraire

La proposition A = B a la méme table de vérité que (-B) = (=A). On dit que (-B) = (-A) est la
contraposée de A — B.

Le contraire logique de A = B est A (-B).

Démonstration. Nous avons déja prouvé cette proposition dans un exercice précédent. O

Ces raisonnements concernent les implications. La proposition qui précéde nous indique que montrer A =—> B
est identique & montrer -B == - A. Dans certains cas, cette seconde formulation est plus facile & prouver.

@ Exercice 10

On considére les propositions suivantes :
a) S’il pleut alors je suis mouillé.
b) Si je mange de la soupe alors je grandis.
c¢) S’il 'enfer existe alors nous irons tous en enfer.
d) S’il y a des frites a la cantine et que j’ai de I’argent sur mon compte alors je réserve mon repas.

e) Si un quadrilatére est un carré alors tous ses cOtés sont de méme longueur et ses cOtés opposés
sont paralléles deux & deux.

1. Ecrire la contraposée de chacune de ces propositions.

2. Ecrire le contraire logique de chacune de ces propositions.

Le mot absurde est un synonyme de faux. En langage courant, il désigne quelque chose qui présente des
contradictions. Ainsi, pour montrer qu’une proposition est vraie, il suffit de prouver que son contraire est
faux.

Prenons deux exemples de raisonnement par ’absurde.

On considere ’ensemble des nombres réels et on souhaite prouver que 0 ne posséde pas d’inverse.
On suppose qu'il existe un nombre m qui est 'inverse de 0. On en déduit que m x 0 = 1. Mais on sait que
0 xm =0. On aboutit a ’égalité 1 = 0 qui est fausse.

Autre exemple : on considére un triangle ABC dont les cotés ont pour longueur AB =3, AC =4 et BC' =6.
On souhaite déterminer si ce triangle est rectangle. Pour cela, on le suppose rectangle. Dans ce cas, [BC]
est forcément 1’hypoténuse car c’est le plus long coté. Par application du théoréeme de Pythagore, on devrait
avoir AB? + BC? = AC?, ce qui est faux. Le triangle n’est donc pas rectangle.

En pratique, pour prouver une implication A = B par ’absurde, on suppose que A et le contraire de B
son simultanément vrais et I’on montre que ’on aboutit a une contradiction.

En effet, on a vu plus haut que I’énoncé A = B est identique & —=A v B. Or le contraire de -=A v B est,
d’apres la loi de Morgan - ((=A) A B), c’est a dire AA-B

On va reprendre un dernier exemple que ’on doit & Nabila Benattia. Lorsque Nabilla dit « Non mais allo?
T’es une fille et t’as pas de shampooing? », elle veut signifier qu’il est absurde d’étre une fille et de ne pas
avoir de shampooing, autrement dit qu’étre une fille implique d’avoir un shampooing.
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2.2 Ensembles

2.2.1 Notations

Quand on écrit x € A, cela signifie que = appartient & A. x est un élément et A est un ensemble.

Cet énoncé est différent de B c¢ A qui veut dire que B est inclus dans A. Dans ce cas A et B sont tous les
deux des ensembles.

On délimite les éléments d'un ensemble par des accolades. Par exemple : {Héla; 7w} désigne l’ensemble qui
contient Héla et le nombre 7. En pratique, un ensemble peut contenir absolument n’importe quoi, y compris
des ensembles.

L’ensemble qui ne contient aucun élément s’appelle I’ensemble vide, on le note &.

Enfin, on peut fabriquer des ensembles en appliquant une fonction aux éléments d’un ensemble.

Par exemple, ’ensemble {3:2 avec r € [R} désigne ’ensemble des carrés des nombres réels.

2.2.2 Inclusion et égalité

Définition : Inclusion et égalité

Soient A et B deuz ensembles.
On dit que A est inclus dans B et on note A c B lorsque, pour tout x € A, x € B.
On dit que A est confondu avec B lorsque Ac B et B c A.

# Exercice 11
Etablir des éventuelles relations d’appartenance ou d’inclusion :
a) {Héla} et {Héla; =}.
b) @ et {Héla; @}.
c) {Héla} et {{Héla}; la reine d’Angleterre}.
d) {Héla} et {les éleves de cette classe.}

e) Héla et {les éléves de cette classe.}

2.2.3 Opérations sur les ensembles

2.2.3.1 Union, intersection, complémentaire, ensemble vide

Définition : Intersection, union, complémentaire d’ensembles, ensemble vide, parties de F

Considérons deux ensembles E et F'.
L’ensemble E U F' est formé des éléments appartenant 4 E ou a F.
L’ensemble En F' est formé des éléments appartenant a E et F' simultanément.

On dit que E c F lorsque tous les éléments de E appartiennent aussi & F. Dans ce cas, F\E désigne
l’ensemble des éléments de F n’appartenant pas o E. On note aussi parfois cet ensemble E¢ ou F, lorsqu’il
n’y a pas d’ambiguité sur l’ensemble F'.

L’ensemble qui ne contient aucun élément est noté @.

Enfin, l'ensemble qui contient tous les sous-ensembles de E s’appelle l'ensemble des parties de E. On le

note P(E).
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Proposition : Propriétés de 1’inclusion

On considére trois ensembles A, B et C' quelconques.

AcBet BcC= Ac(C (Transitivité)
AcA (Réflezivité)
AcBetBcA < A=B (Antisymétrie)

Pour montrer que A c B, on prend un élément de A quelconque et on montre
qu’il appartient nécessairement a B.
Pour montrer A = B, il faut montrer la double inclusion.

Proposition : Propriétés élémentaires des opérations sur les ensembles
On dispose en outre des résultats suivants, trés similaires G ceux des opérateurs logiques pour trois sous-
ensembles A, B et C' d’un ensemble ) :
AnB=BnA AuB=BUA
(AnB)nC=An(Bn() (AuB)uC=Au(Bu()
Au(BnC)=(AuB)n(AuC) An(BuC)=(AnB)u(AnC)
(AnB)“=A°u B (Loi de Morgan) (AuB)“ = A°n B¢ (Loi de Morgan)
ANnA=p A°UA=Q
(A)°=A
Si x1, g, -+, Ty, sont n éléments, 'ensemble {x1; x9; - z,,} est ensemble qui contient uniquement ces n
élements. En particulier, les deux ensembles {x,,; x,-1; - 1} et {x1; wo; -+; =, } sont identiques, c’est &

dire que 'ordre dans lequel on écrit les éléments importe peu.

Définition : Ensembles disjoints

On dit que deuz ensembles A et B sont disjoints lorsque An B = &.

Définition : Partitionnement d’un ensemble

Soit Fn, Es, -, B}, des sous-ensembles d’un ensemble E.

On dit que ces sous-ensembles forment un partitionnement de E lorsque pour tout 1 <i<j<k, E;nE; =@
et E=F1UFEyu---UE,.

Dit autrement, les E; forment une partition de E lorsqu’ils sont disjoints deux a deuz et lorsque leur union
forme E.

# Exercice 12
En examinant cette classe, trouver :
a) deux sous-ensembles A et B tels que A et B ne sont pas disjoints ;
b) deux sous-ensembles A et B tels que A et B sont disjoints ;
c) trois sous-ensembles A, B et C qui forment une partition de la classe;
d) trois sous-ensembles A, B et C tels que C' c (An B).
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# Exercice 13

Pour traiter cet exercice, on pourra exploiter les résultats de logique présentés dans le paragraphe
précédent.

1. Montrer que (Ac B) <= B¢c A°.
2. Montrer que (An B) c A, puis Ac (AuB).
3. Déduire de la question précédente que (AuB)=(AnB) < A=B.

On remarque que les relations et les opérations entre les ensembles possédent leurs « images dans un mi-
roir »logique. On appelle dualité ce principe. Le tableau plus bas liste de maniére non exhaustive les corres-
pondances entre la logique et les ensembles.

A et B deux sous-ensembles de §2
Ve

Ensembles , Logique
reAnB | (zeA)A(zeB)
xeAuB 1+ (xeA)v(zreB)
reA® | -(zeA)
AcB ' (x e A)==(xz € B)

2.2.3.2 Produit cartésien

Définition : Produit cartésien de deux ensembles

Le produit cartésien de deux ensembles E et F' est constitué de l’ensemble des couples formés par un élément
de E et un élément de F'. On le note E x F'.

Quand on écrit (x; y) € ExF, cela signifie que x appartient & E et y € F. On parle alors du couple (x; y).

Dans ce cas l'ordre est important. En particulier, on n’a pas (z; y) = (y; x) (sauf si z =y).

I faut Dbien distinguer {Curtis Mayfield; la reine d’angleterre} et
(Curtis Mayfield; la reine d’angleterre).

Dans le premier cas, c’est I’ensemble formé par ces deux personnes donc l’ordre im-
porte peu. On parlera de la paire {Curtis Mayfield; la reine d’angleterre}. Dans 'autre
écriture, on désigne le couple (Curtis Mayfield; la reine d’angleterre) appartenant par
exemple au produit cartésien Chanteurs x Femmes portant une couronne.

# Exercice 14

On considére I'ensemble E des éléves de cette classe et ’ensemble L des lettres de ’alphabet.

Déterminer des sous-ensembles de E constitués de trois éléments, des sous-ensembles de L constitués
de deux éléments, des éléments de E x L, des éléments de E x E, des éléments de L x L.

Donner un exemple d’élément de L. Combien d’éléments comporte L° ?

Le produit cartésien de F par lui-méme est noté E2. Le produit cartésien de E par lui-méme n-fois de suite
est noté E™. Un élément de cet ensemble est constitué de n éléments de E' (non nécessairement distincts) et
sera appelé n-uplet.



Chapitre 3

Géomeétrie du plan : introduction

« Tristan vint sous l'arbre et jeta dans I'eau les copeaux et les branchages. Mais,
comme il s'était penché sur la fontaine en les jetant, il vit, réfléchie dans I'eau, I'image
du roi. Ah! s'il pouvait arréter les copeaux qui fuient ! Mais non, ils courent, rapides,
par le verger. La-bas, dans les chambres des femmes, Iseut épie leur venue; déja, sans
doute, elle les voit, elle accourt. Que Dieu protége les amants !>

Joseph BEDIER, Le roman de Tristan et Iseut

3.1 Vecteurs, bases et angles

3.1.1 Rappels sur la géométrie cartésienne

Ces deux formules sont bien sir & connaitre. Elles se démontrent a 'aide des théorémes de Thalés et de
Pythagore.

Proposition : Formules du milieu et de la distance

On munit le plan d’un repére.

Soient A (7] et B [*? deuz points.
Ya Yn

Alors le milieu de [AB] a pour coordonnées

m (l’a + xb)/2
[45] (ya + yb)/2

De plus, si le repére est orthonormé la distance AB vaut :

AB =/(zp - 74)? + (Yo — Ya)?

# Exercice 0
\ ) ) 1 5/2 -1
On donne, dans un repére orthonormé, les coordonnées de A 3 B 7 et C 5/2)

Quelle est la nature du triangle ABC'?

Le programme scolaire officiel du lycée définit les vecteurs & partir des translations. Il existe d’autres manieres
de procéder. On ne s’étendra pas sur ces subtilités. Retenons simplement la relation fondamentale entre
vecteurs et parallélogramme.
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Proposition : Parallélogramme et vecteurs

Soit ABC'D un quadrilatére.

. . —> >
Alors, ABCD est un parallélogramme si et seulement si AB = DC.

[/

— —
Dans ce cas, on dit que AB et DC' sont les représentants d’'un méme vecteur.

On rappelle également la relation de Chasles qui nous fournit un moyen de sommer des vecteurs.

Proposition : Chasles
Sotent A, B et C trois points. On a :

—

E+B—C>’=A

# Exercice 1

Soient A, B et I trois points.
Ecrire au moins trois égalités entre vecteurs qui constituent des conditions nécessaires et suffisantes

pour que I soit le milieu de [AB].

La formule suivante permet de calculer les coordonnées d’un représentant d’un vecteur.

Proposition : Coordonnées de vecteur

On munit le plan d’un repére.

Sotent A (:va) et B (zb) deux points. Alors
b

Ya
(7
Yo = Ya

On rappelle les coordonnées de la somme de vecteurs et de la multiplication d’un vecteur par un réel.

Proposition : Somme de vecteurs, produit par un réel
On munit le plan d’un repére.

4
Soient U (:c) et v (z,) deur vecteurs. Soit A un nombre réel. Alors :

. _fx+2 %()\:L")
U+ , Al
y+y Ay
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Les propriétés des opérations sur les vecteurs sont trés proches des propriétés de "addition et de la multipli-
cation de réels.

Proposition : Propriétés des opérations sur les vecteurs

Soient 4, U et W trois vecteurs et \ et p deuz réels.
On note 0 le vecteur nul de coordonnées (8) Alors :

e ['addition de vecteurs est commutative et associative :

U+0=0+1 (d+0)+w=1u+(0+w)

0 est I’élément neutre de Uaddition et 1 est l’élément neutre de la multiplication par un réel :

u+0=1a la=1u

la multiplication par un réel est doublement distributive :

A(U+70) = A+ A0 (A + )t = \i+ pt

la multiplication par un réel est associative :

(A xp)i = A(pi)

i posséde un opposé noté —i qui vérifie :

i+ (~t) =0 (-1)ii = i

Enfin, quelques rappels sur la norme d’un vecteur.

Définition : Norme d’un vecteur

Soit un vecteur U et deuz points A et B tels que i = AB.
On pose ||u| = AB. En particulier cette définition ne dépend pas du représentant choisi.

N . R p N 4
Dans le cas o le plan est muni d’un repére orthonormé et ot i ( ), on a

il = vz +y?

Quelques propriétés de la norme d’un vecteur.

Proposition : Propriétés de la norme d’un vecteur

Soient i et ¥ deux vecteurs et A un nombre. La norme vérifie les propriétés suivantes :

|+ <|a|+]|o| (inégalité triangulaire)
[ A = |\ (multiplication par un réel)
Ji] =0 «=1u=0

3.1.2 La colinéarité, famille libre, famille liée

Définition : Colinéarité

On dit que deux vecteurs i et ¥ sont colinéaires lorsqu’il existe un réel A tel que % = A0 ou U = \i.
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En pratique, on identifie des vecteurs colinéaires en vérifiant si leurs coordonnées sont proportionnelles. Lors-
qu’on trace des représentants de deux vecteurs colinéaires, on remarque qu’ils partagent la méme direction.

Proposition : Critére de colinéarité
!

On suppose que (g:;) et (z,) sont les coordonnées respectives de i et V.

Alors, i et ¥ sont colinéaires si et seulement si vy’ = yx'.

La colinéarité comme son nom l'indique détermine si deux vecteurs partagent la méme direction.

Proposition : Droites paralléles et colinéarité
Soient quatre points A, B, C et D. On suppose que A+ B et C + D.

Alors le point C' appartient a la droite (AB) si et seulement si AB et AC sont colinéaires.

De méme, les droites (AB) et (CD) sont paralléles si et seulement si AB et CD sont colinéaires.

# Exercice 2

On munit le plan d’un repére.

Dans les cas suivants, dire si les droites (AB) et (C'D) sont paralléles. Dans le cas ou elles ne le sont
pas, déterminer les coordonnées de leur intersection.

a)

b)

d)

Définition : Famille libre, famille liée, base

Soit U et Uy deux vecteurs.

On dit que ces deux vecteurs forment une famille libre lorsque

V(A1 Ao) € RE Aty + Aotla =0 ==X\ =0 et Ay =0

Dans le cas contraire, on dit que ces deux vecteurs forment une famille liée.
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# Exercice 3

1. Ecrire la définition formelle de « ) et s forment une famille liée. »

2. En déduire que deux vecteurs sont liés si et seulement si ils sont colinéaires.

Définition : Base du plan
Lorsque deux vecteurs €1 et €3 forment une famille libre, on dit que (€1; €3) est une base du plan.

Dans ce cas, pour tout vecteur i, il existe un unique couple (x; y) € R? tel que

U =xe] + Yyey

On dit que (x; y) sont les coordonnées de i dans la base (€1; €3).

2)carﬁ:2€1—€2

@ Exercice 4

On munit le plan d’un repére orthonormé (O; 7; 7) .
. L1 L1

Soient les vecteurs €] 1 et €3 1)
1. Prouver que (€1; €3) forment une base.

2. Soit le vecteur 4 de coordonnées (i) dans (O; 7; J) .

Déterminer les coordonnées de 4 dans (€1; €3).

3.1.3 Deux fagons de représenter les points

3.1.3.1 Coordonnées cartésiennes

Définition : Repére du plan, repére orthonormé

Un repére du plan est donné par un point O et deuzr vecteurs libres i et ©. On le désigne par (O;u;0).
Dans ce cas, pour tout point M il existe un unique couple (x; y) € R? tel que

—
OM = xi + yv

On dit que (O;1;0) est un repére orthonormé lorsque || = ||o]| =1 et (u; ¥) = +

N[N

m
On dira que le repére orthonormé est direct lorsque (i; 0) = +—.
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3.1.3.2 Rappels sur la trigonométrie

Soit (Oj; 7; j) un repére orthonormé. On définit T" le cercle de centre O et de rayon 1. On dit que T" est le
cercle trigonométrique du repére (O; 7; j) .

On définit le sens positif de déplacement sur le cercle comme étant de I vers J par le plus court chemin.
A

J
K
Q
POQ est la longueur de I'arc orienté
P
0 I i

Soient P et @) deux points de I'.

On définit une mesure de 'angle Im en radians comme étant le déplacement de P vers @), c’est a dire la
longueur d’un arc de I' reliant P & () munie d’un signe + si le chemin est parcouru dans le sens positif ou
bien d’un signe — dans le cas contraire.

La mesure principale de I'angle POQ est 1'unique mesure de cet angle appartenant a l'intervalle | — ;7]
Soient 4 et ¥ deux vecteurs tels que 4 # 0 et ¥ # 0.

——
Il existe deux uniques points M et N tels que { g_j\é

1]
ST J]

M’ et N’ désignent les intersections respectives des demi-droites [OM) et [ON) avec le cercle trigonomé-
trique.
On appelle angle de i et ¥ angle M’ON’. On note cet angle (4;0).
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J
M N

Proposition : Relation de Chasles
Soient U, U, w trois vecteurs tels que U # 0 etv+0 et w=0.

On a :
(4,9) + (0,w) = (u,w)

Proposition : Propriétés des angles

Sotent U, ¥ deux vecteurs tous non nuls.

Ona :
(d,u)=0 (d,-t)=m (d,v) =—(v,14) (d,-v) = (u,0) +7

U et U sont colinéaires <= (14,7) =0 ou (4U,0) =7

Définition : Cosinus et sinus

Soit un réel x.
1l existe un unique point M sur le cercle trigonométrique tel que IOM a pour mesure x en radian.
On définit les réels cos(x) et sin(xz) comme étant les coordonnées de ce point M.

Pour z ¢ R\ {% +km avec k € Z}, on définit également tan(z) = sin(z)

cos(x)

Plus généralement, les sinus et cosinus d’un angle seront les sinus et cosinus d’une mesure de cet angle.

Ce dessin illustre la lecture graphique de sinus, cosinus et tangente.
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\]

3.1.3.3 Coordonnées polaires

L’exercice suivant introduit le procédé de normalisation.

# Exercice 5

On se place dans le plan muni d’un repére orthonormé (O; 7; j) .

1. Soit 4 (Zj) un vecteur non nul.
Déterminer, en fonction de x et y, 'unique nombre X\ >0 tel que | Al = 1.

2. Soit le point A (g)

Déterminer les coordonnées de 'unique point A tel que A est sur demi-droite [OA) et OA=1.

Définition : Coordonnées polaires
Soit (O; 7; J) un repére orthonormé direct. Soit M un point du plan distinct de [origine.
OM =p

On définit les coordonnées polaires de M par l'unique couple (p; 0) € R*x]—m; 7] tel que{ ;. ——
(z; OM) =0

Par convention, on dira que (0; 0) sont les coordonnées polaires de O.
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Proposition : Lien entre coordonnées polaires et cartésiennes

On reprend les mémes hypothéses. Dans ce cas, les coordonnées cartésiennes de M dans le repére (O; T; J)

sont données par
pcos(0)
M (psin(@))

Réciproquement, connaissant les coordonnées (;) de M dans le repére (O; 7; j) , on peut déterminer les
valeurs de p et de 0 en calculant
p=\w*+y?

et en trouvant la mesure principale de 0, solution de :

{x = pcos(f)
y = psin(0)

# Exercice 6

On munit le plan d’un repére orthonormé direct (O; 7; J) .
Déterminer les coordonnées polaires des points suivants. On pourra utiliser la fonction arctan.

A 2) B ‘01) c 2)
D \}g E f) F iﬁ))
() (i) ()

3.2 Produit scalaire et déterminant

3.2.1 Produit scalaire

On va adopter un cheminement historique pour présenter le produit scalaire.

Théoréme : Al Kashi
Soit ABC' un triangle. Alors :

BC? = AB* + AC? - 2AB x AC x cos (BAC)

Ce théoréme s’appelle aussi théoréme de Pythagore généralisé car il permet
@ d’obtenir n’importe quel coté en fonction des deux autres. Et on retrouve 1’éga-
lité de Pythagore si et seulement cos (m) = 0, c’est a dire lorsque le triangle est
rectangle en A.
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Définition : Produit scalaire

On munit le plan d’un repére orthonormé.

On appelle produit scalaire de deux vecteurs 4 et v le nombre

o |osia=00ouv=0
-’l}:
|| ||o] cos (u; ©) sinon

Proposition : Premiéres propriétés du produit scalaire

On reprend les mémes hypothéses. Alors, pour tout \ >0

- = |a)? U-0=0-1 i

!
~
|
S
N’
Il
|
~
S
ot
p—

Démonstration. On prouve ces propriétés a partir de la définition du produit scalaire et de petits raisonne-
ments sur les angles. En effet, pour @ et ¢ tous non nuls, on a :

(v; @) = - (d; v) (i —¥) =+ (1; D)
O
Lemme : Formulation du produit scalaire a I’aide de la norme
Mémes hypothéses :
I T ST S
iv=g (la+3)” - la|”~[a]°)
Démonstration. On prouve ce résultat a I’aide du théoréme d’Al Kashi.
. . . . . H H — . . — — - H —_
Soient ainsi trois points A, B et C tels que CA =4, AB =9, et ainsi 1+ 9 = CA+ AB = BC.
Le théoréme d’Al Kashi donne donc :
9 9 2 —_— —2 — |2 —>2 —_— —
BC? = AB? + AC - 2AB x AC x cos (BAC) « |BC| = |4B| +||CA|" - 248 - aC
L2 =2 L e o\ =
— |u+o]" = )"+ [7]" -2(-u) - v
L2 =2 L e l2 L oe
— |u+3|"=|a|”+ |7 +2u-v
L2 a2 a2 o
> |a+o|" - [a]” - 9] = 2a-
On obtient bien 1’égalité du lemme. g

Ce lemme posséde une conséquence importante.

Proposition : Produit scalaire exprimé en fonction des coordonnées

On se place dans un repére orthonormé.
!

On suppose 4 (;) et v (;,) Alors :

-0 =xx +yy

On va prouver ce résultat en exercice.
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# Exercice 7
On se place sous les hypothéses de la proposition précédente.
1. Calculer |[i+%|?, en fonction de z, ', y et y'.
2. En déduire Pexpression de |i+ 9| - ||i|* - |3, en fonction de z, 2, y et y'.

3. Finalement, en exploitant le lemme, retrouver I’expression de i - v, en fonction de x, x’, y et y'.

Proposition : Propriétés du produit scalaire

On garde les mémes notations et hypothéses. Soient G, ¥ et W trois vecteurs et A un réel.
Le produit scalaire vérifie :

-0 =01 (commutativité)
G- (5+®) =00+ (distributivité)
(M) - v =\ (u-0) (associativité)
- = | (lien avec la norme)

En pratique cela signifie que le produit scalaire vérifie sensiblement les méme
propriétés que le produit de deux nombres. On pourra donc utiliser les identités
remarquables, développer et factoriser des expressions.

# Exercice 8
Soient u et v deux vecteurs. En exploitant le lien entre norme et produit scalaire, prouver que :

|a+3|* - |a-o|* = 44 -

Définition : Orthogonalité

On dit que deuz vecteurs @ et ¥ sont orthogonaux lorsque @ - = 0.

!
_ |z x . . L \ ;
Toujours dans le cas o ( et |, | sont les coordonnées respectives de i et ¥ dans un repére orthonormé,
Yy Yy

les vecteurs i et ¥ sont orthogonaux si et seulement si xx' +yy' = 0.

@ Exercice 9

s (2) s (2) e (2

Le triangle ABC' est-il rectangle en A7

@ Exercice 10

Démontrer le théoréme d’Al Kashi.

@ Exercice 11

Soient A et B deux points distincts. On note I le milieu de [AB]
Enfin M désigne un quatriéme point.

Montrer I’équivalence AM-BM =0 < IM?=AI?
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# Exercice 12

ABCD est un parallélogramme.
—_— = —> —
Prouver que AB- BC + BA- AD = 0.
En utilisant la premiére forme du théoréme d’Al Kashi, en déduire que AC? + BD? =2 (AB2 + ADQ).

# Exercice 13

Soit A, B, P et () quatre points tels que A + B.
— — —
On construit les points P’ et Q' de la droite (AB) tels que PP" et QQ' sont orthogonaux a AB.

s s s ——>
Prouver que AB - PQ) = AB - P'Q’.

3.2.2 Déterminant

Nous avons vu précédemment un critére permettant de déterminer si deux vecteurs forment une famille libre.
Il s’agit du « produit en croix » déja étudié au collége pour repérer des situations de proportionnalité.
La notion de déterminant précise ce critére et lui donne d’autres applications pratiques.

Définition : Déterminant de deux vecteurs du plan

Soient i et ¥ deuz vecteurs du plan orienté.
On définit le déterminant de u et v, noté [u; U] par :
e [U; U] =0 lorsque =0 ouv=0;
o [u; U] =|u| x |9 x sin (u; ¥) dans les autres cas.

Proposition : Le déterminant est antisymétrique

Mémes hypotheses :
[4; 0] =-[5; 1]

Cela se prouve directement, & partir de la définition.

Proposition : Déterminant et famille

Mémes hypothéses :
[U; v] =0 < {u; 0} est une famille liée

De plus, on a l'implication

(u; v) est une base orthonormée directe =—> [u; v] =1

# Exercice 14

Prouver par un contre exemple que la réciproque de la proposition qui précéde n’est pas vraie.
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Proposition : Interprétation du déterminant comme une aire
Soient U et ¥ deuz vecteurs tous les deuz mon nuls. Soit OUO'V un parallélogramme tel que
o (O est un point quelconque
—
o U est tel que OU =1
—
o V est tel que OV =7
Alors [u; ©] correspond a l'aire du parallélogramme OUQO'V affecté d’un signe + si la mesure principale
de (u; v) est dans [0; 7] et d’'un signe - dans les autres cas.
On dit aussi que OUO'V est un parallélogramme délimité par les vecteurs i et .

V o’

l’aire de OUO'V vaut |[4, 9]

Proposition : Lien entre déterminant et produit scalaire

Soient G et U tels que @+ 0. Soit u' le vecteur de méme norme que G tel que (ﬂ; J’) =

5-
Alors [u; 0] =7-u'.
Démonstration. Dans le cas ol ¥ est nul, cette égalité est vraie.
Dans le cas contraire, on vérifie facilement que (17; J’) =—(u; v)+ g et on a ainsi cos (T); d’) = sin (u; ).
On obtient donc - u/ = |v| x |u/] x cos (¥; 7;’) = |lu| x |v| x sin (4; 9) = [4; 0]. O

L’une des conséquences de cette formule est que le déterminant est linéaire par rapport & la seconde variable.
La linéarité par rapport & la premiére variable se prouve en utilisant ’antisymétrie. On dit alors que le
déterminant est bilinéaire.

Proposition : Le déterminant est bilinéaire

Soient i, U et W trois vecteurs. Soit A un réel.

@ Exercice 15

Soit (%; 7) une base orthonormée directe.

1. En utilisant la définition du déterminant, calculer

] I G R V]
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x x
2. Soient i (y) et v (y') deux vecteurs.

En exploitant la question précédente et la bilinéarité du déterminant, calculer, en fonction de x,

y, ',y la valeur de
[@; 7]

Cet exercice nous permet d’établir la formule suivante.

Proposition : Calcul du déterminant a partir des coordonnées
l4

On suppose que 4 et U ont pour coordonnées respectives (z) et (i,) dans une base orthonormée directe.

Alors
[4; 9] ==y’ - ya’
De plus, on note

z x

y oy

‘ !/ !/
=zy —yx

Proposition : Formule du changement de base pour le déterminant
!/

. L . . x x L.
On considére deuz vecteurs U et ¥ de coordonnées respectives (y) et (y') dans une base (€1; €3).

Alors

# Exercice 16
Prouver cette formule et utilisant les égalités { , Pantisymétrie, et la bilinéarité du

déterminant.

# Exercice 17

On se place toujours dans un repére orthonormeé.

. . 1 -1 2
Soient les points A (1), B ( 9 ) et C (5)

Déterminer I'aire du triangle ABC.
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3.3 Droites et cercles

3.3.1 Deux équations de droites

3.3.1.1 A partir de la colinéarité

(D)

S

Définition : Droite définie par un point et un vecteur directeur

Soit un vecteur 4 non nul et un point A.

Alors, l'ensemble des points M tels que u et AM sont colinéaires forment une droite.
On dira que 4 est un vecteur directeur de cette droite.

Partant de cette définition, il est possible de construire de deux maniéres ’équation de la droite passant par
A et de vecteur directeur .

Proposition : Equation paramétrique de droite définie par un vecteur directeur

On garde les notations et hypothéses. On note (;u) les coordonnées de 4 et (za) les coordonnées de A.
u a

Soit M (:;) un point.

Alors, M appartient a la droite passant par A et de vecteur directeur d si et seulement si il existe un réel
—
A tel que AM = A\i. Cela se traduit en coordonnées par :

T—T, = ALy T = X+ ATy
p———g
Y~ Ya Ya + AYu

Il
>
<
IS
<
Il

On dit que le systéme précédent est une équation paramétrique de la droite (D), le paramétre étant ici \.

Proposition : Equation cartésienne de droite définie par un vecteur directeur

On garde les mémes hypothéses et notations.
M appartient a la droite passant par A et de vecteur directeur d si et seulement si
xu(y - ya) = yu(x - xa)

Cette condition peut se réécrire de maniére équivalente Y, — oY = YuTa — Tula-
On dit que l’équation précédente est une équation cartésienne de la droite (D).
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On rappelle que les équations de droite sont des conditions nécessaires et
suffisantes d’appartenance a la droite. Par exemple, considérons la droite

. 1 i . .
D :x-y =5 Le point M (1) n’appartient pas & D car 1 —1 # 5 mais le point

N (fli) appartient & D car 6 -1 = 5.

Entrainons-nous & manipuler ces équations.

# Exercice 18

On munit le plan d’un repére (O; 7; 7) .
Soit (D) la droite définie par :

3+ 3t
-1+2t

Y

M(x) € (D)<= 3t e [R/{ ;
1. Montrer que cette équivalence peut se réécrire :
—
M e (D) < 3t € R/ AM =ti
On précisera les coordonnées de A et 1.

2. Tracer la droite (D) sur votre feuille.

3. Déterminer également une équation cartésienne de (D).

@ Exercice 19

On munit le plan d’un repére (O; 7; 7) .

Soit (D) la droite définie par :

M (:;) € (D)<=2zx+3y=4

1. Déterminer un vecteur directeur de (D) ainsi qu’un point de (D).
2. Tracer la droite (D) sur votre feuille.

3. Déterminer également une équation paramétrique de (D).

@ Exercice 20

On suppose que le plan est muni d’un repére orthonormé.

. 1 - (4
1. Soit A (_3) etd (5)

Déterminer une équation paramétrique et une équation cartésienne de la droite D passant par A
et de vecteur directeur D.

2. On considére maintenant la droite D' d’équation y = —x+1. Déterminer une équation paramétrique
de cette droite.

3. Calculer les coordonnées de 'intersection de D et D’.

Réciproquement, on peut par lecture d’une équation cartésienne ou paramétrique déterminer les coordonnées
d’un vecteur directeur et d’un point.

Proposition : Vecteur directeur lu a partir d’une équation cartésienne

Soient a, b et c trois nombres. On suppose que a et b ne sont pas tous les deuxr nuls.

. . . - [-b
Alors la droite d’équation ax + by = ¢ a pour vecteur directeur d ( a )
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# Exercice 21

Soit une droite affine de coefficient directeur m € R.

Déterminer, en fonction de m, les coordonnées d’un vecteur directeur de la droite.

0 Pour une droite donnée, il existe une infinité d’équations paramétriques ou car-
o tésiennes car il existe une infinité de choix pour le point et le vecteur directeur.

3.3.1.2 A partir de ’orthogonalité

(D)

Définition : Droite définie par un point et un vecteur normal

Soit un vecteur 1. non nul et un point A.

—
Alors, 'ensemble des points M tels que 1 et AM sont orthogonaux forment une droite.
On dira que i est un vecteur normal de cette droite.

Connaissant les coordonnées de A et du vecteur normal 7 dans un repére orthonormé, il est trés facile de

déterminer une équation cartésienne d'une telle droite (D) en utilisant le critére d’orthogonalité sur les
—
vecteurs 7 et AM.

Proposition : Equation cartésienne de droite définie par un vecteur normal

On reprend les notations et hypothéses. On munit le plan d’un repére orthonormé.

On suppose que (za) et (zn) sont les coordonnées respectives de A et 7. Soit un point M (Zj)
a n

Alors M appartient a la droite passant par A et de vecteur normal 7 si et seulement si

xn(x - xa) + yn(y - ya) =0

Ce que l'on peut éventuellement réécrire T, + Yny = TnTa + YnVYa-

Dés que l'on exploite la formule du produit scalaire & partir des coordonnées,
il est absolument nécessaire d’étre dans un repére orthonormé. Ainsi, les équa-
tions cartésiennes de droites définies par un vecteur normal ne seront exploitables que
dans un repére orthonormeé.

De la méme maniére que pour le vecteur directeur, on peut déduire d’une équation cartésienne les coordonnées
d’un vecteur normal.
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Proposition : Vecteur normal lu a partir d’une équation cartésienne

Soient a, b et ¢ trois nombres. On suppose que a et b ne sont pas tous les deuxr nuls.

Alors la droite d’équation ax + by = ¢ a pour vecteur normal 7 (Z)

Entrainez-vous a résoudre les exercices suivants.

# Exercice 22
Soient la droite (D) définie par I'équation cartésienne 2x+3y = 5 et la droite (D") définie par I'équation

réduite y = 536

1. Déterminer un vecteur normal de (D) et un vecteur normal de (D').

2. En déduire que (D) et (D') sont perpendiculaires.

# Exercice 23

On munit le plan d’un repére orthonormé.

. . 1 0 -2
Soient les points A (1), B (3) et C (_2).

1. Faire un dessin.
2. Déterminer une équation cartésienne de la hauteur issue de A.
3. Déterminer une équation cartésienne de la médiatrice de [BC].

4. Déterminer une équation paramétrique de la médiane issue de A.

Pour finir, on dispose du petit résultat pour caractériser les positions relatives de droites.

Proposition : Positions relatives de droites

Deuzx droites sont paralléles lorsque 'une des propositions équivalentes suivantes est vérifiée :
e leurs vecteurs directeurs sont colinéaires ;
o leurs vecteurs normauz sont colinéaires ;
o e vecteur normal de 'une est orthogonal au vecteur directeur de l’autre.
Deuz droites sont perpendiculaires lorsque 'une des propositions équivalentes suivantes est vérifiée :
o leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux ;
o [eurs vecteurs normauz sont orthogonauz ;
o e vecteur normal de 'une est colinéaire au vecteur directeur de ['autre.

La proposition qui suit nous donne un outil simple pour « fabriquer » un vecteur orthogonal & un vecteur
donné.

Proposition : Vecteur orthogonal a partir des coordonnées

Soit 1+ 0 de coordonnées (Z) dans un repére orthonormé direct.

-b . I
Alors 17( a) est l'unique vecteur tel que |ul| = ||v| et (4; )

@ Exercice 24

En analysant |v|, @- v, det (4; ¥), prouver la proposition précédente.
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3.3.2 Changement de repére

Plutdét que d’écrire une théorie fastidieuse au sujet des changements de repére, on va établir une méthode a
travers la résolution d’un exercice.

# Exercice 25

On considére un repére (O; 7; j) quelconque.

Soient les vecteurs (ilﬁ) et ¥ (_11).

Soit le point A (;)

1. Prouver que (u; v) forme une base.

!

Soit un point M dont les coordonnées sont (:yc) dans le repére (O; 7; j) et (:yc,) dans le repére
(A; u; v).

L’objectif de I’exercice est de déterminer permettant de passer des coordonnées (y) aux coordon-
:U,
nées (y') et réciproquement.

—
2. (a) Déterminer les coordonnées du vecteur AM dans la base (1; J) en fonction de z et y.
(b) Déterminer les coordonnées des vecteurs 7 et j dans la base (1i; ).

(¢) En déduire la relation donnant x' et y' en fonction de x et y.

—
3. (a) Déterminer les coordonnées du vecteur OM en fonction de x’ et y' dans la base (i; ).

(b) En déduire la relation donnant x et y en fonction de =’ et y'.

Un second exercice pour s’exercer & cette problématique de changement de base.

# Exercice 26

On considére un repére (O; 7; j) quelconque.

. L (-1 (2
Soient les vecteurs ( 1 ) et v (2)

Soit le point A (_12)

1. Prouver que (u; v) forme une base.

/

Soit un point M dont les coordonnées sont (;) dans le repére (O; 7; j) et (‘;,) dans le repére
(4; u; 0).
2. Déterminer la relation permettant d’obtenir x et y connaissant x’ et y’.

3. De méme, déterminer la relation permettant d’obtenir ' et y' connaissant = et y.

3.3.3 Deux équations de cercle

Dans toute la suite on munit le plan d’un repére orthonormé (O; 7; ) .
On rappelle alors la définition du cercle étudiée au collége.
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Définition : Cercle

Soit C un point et v >0 un nombre.
Le cercle Q) de centre C et de rayon r est l’ensemble des points M situés a une distance r de C.

Dit autrement :
MeQ) «— CM-=r

3.3.3.1 Equation cartésienne

Proposition : Equation cartésienne du cercle

Soit C (“5

) un point et r >0 un nombre.
(&

Alors un point M (5;) appartient au cercle de centre C' et de rayon r si et seulement si

(iL‘ - xc)z + (y - yc)2 = TQ

La réciproque est vraie, c’est & dire qu’un ensemble de points définis par une telle équation cartésienne forme
un cercle.

Démonstration. C’est la traduction de la définition du cercle en utilisant la formule de la distance. O

@ Exercice 27

On munit le plan d’un repére orthonormé (O; 7; j) .
Soit I’équation cartésienne

1
x2+y2+x—4y+1 =0
Montrer qu’il s’agit de I’équation d’un cercle dont on déterminera les coordonnées du centre et le rayon.
-1/2
Soit le point A ( 2/ )

Quelle serait I’équation de ce cercle dans le repére (A;7; j) 7

@ Exercice 28

On munit le plan d’un repére orthonormé (O; 7; j) .

On considére ensemble des points M dont les coordonnées (;j) vérifient I’équation cartésienne
25
2x2+2y2—6x+10y+? =0

. 3% - 37 3/2
Onposeu:g,vzijetA(_wQ).

Déterminer ’équation vérifiée par ces mémes points dans le repére (A; u; 0)
Finalement, quel lieu décrivent les points M 7
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3.3.3.2 Equation paramétrique

Proposition : Equation paramétrique du cercle

Mémes hypothéses que précédemment.

Un point M appartient au cercle de centre C' et de rayon r si et seulement si il existe un angle 0 tel que

—— [rcos(0)
CM = (r sin(@))

Ce qui s’écrit de maniére équivalente :
A (Ferr cos(0)
Ye + rsin(f)
x=xc.+1cos(h)

. , t €] —m; 7] est une équation paramétrique du cercle.
Y =y +rsin(0)

On dit que {

La réciproque est vraie, c’est & dire qu'un ensemble de points définis par une telle équation paramétrique
forme un cercle.

@ Exercice 29

On munit le plan d’un repére orthonormé.

On considére I'ensemble des points M (gy:) dont les coordonnées vérifient

-6z +yt-4y=0

Montrer que cet ensemble forme un cercle dont on précisera le centre, le rayon, ainsi qu’une équation
paramétrique.






Chapitre 4

Applications et dénombrement

« On en déduira quelque chose qui est sans doute I'ultime vérité du puzzle : en
dépit des apparences, ce n'est pas un jeu solitaire : chaque geste que fait le poseur
de puzzle, le faiseur de puzzle I'a fait avant lui; chaque piéce qu'il prend et reprend,
qu'il examine, qu'il caresse, chaque combinaison qu'il essaye et essaye encore, chaque
tadtonnement, chaque intuition, chaque espoir, chaque découragement, ont été décidés,
calculés, étudiés par |'autre. »

Georges PEREC (1936-1982), La Vie mode d’emploi

4.1 Applications entre deux ensembles

4.1.1 Généralités

Définition : Application, image, antécédent
Soient E et F' deuxr ensembles.
Définir une application f de E dans F, c’est associer a chaque élément x de E un unique élément f(x) de

F.

On note f: E — F. On dit que E est l’ensemble de départ de f, F l’ensemble d’arrivée de f. f(x) s’appelle
l"image de x.

Enfin, pour tout élément y de F, un antécédent de y est, lorsqu’il existe, un élément x de E tel que f(x) = y.

Définition : Application injective, surjective, bijective
On dit que f est injective lorsque deux éléments distincts de E possédent nécessairement deux images
distinctes, ce qui s’écrit :

V(a; b) e E%, a+b=— f(a) % f(b)

On dit que f est surjective lorsque tout élément de F' posséde au moins un antécédent, ce qui s’écrit :

VyeF, 3z e E/ f(x) =y

Une application a la fois surjective et injective sera qualifiée de bijective.
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# Exercice 0

1. On considére Iapplication

Auteur: {Romans} - {Etres humains vivants ou morts}
roman ~ auteur de ce roman

a) Déterminer I'image des Misérables.
b) Déterminer un ou plusieurs antécédents de Virginie Despentes.

c) Prouver que cette application n’est pas surjective.
2. Dans les cas suivants, dire si les applications sont injectives, surjectives ou bijectives.

a) e)
A: {Eléves} - {Nombres entiers} ka: R — [0; +oo[
éléve — année de naissance x - 2l
b)
sin: R - R f)
r + sin(z) l: [0; +oo] — [0; +oo]
c) x = |z
sin: R - [-1; 1]
x +~ sin(x) g)
d) )
m: R\{0 R
B R > R \{0} - )
T - SU2 X [d ;

Proposition : Injectivité : définition par contraposée
Soit E et F' deux ensembles et f: E — F une application.
f est injective si et seulement si

V(a; b) € E?, f(a)=f(b) < a=0

exemple, on pourra écrire, pour tout x, e =1 <= x =0 car exponentielle est

@ Cette proposition est utile pour résoudre des équations par équivalences. Par
injective. Mais on ne peut pas écrire 2 =4 <= x =2 car la fonction carrée n’est pas

injective.

Proposition : Application bijective
Une application f: E — F est bijective si et seulement si chaque élément de F' posséde un unique antécédent

par f, ce qui s’écrit :
VyeF,zeE/ f(x)=y

# Exercice 1

A l'aide de patates, dessiner :
a) une application injective mais pas surjective ;
b) une application surjective mais pas injective;
¢) une application ni injective, ni surjective ;

d) une application bijective.
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4.1.2 Images et images réciproques

Définition : Image, image réciproque d’un ensemble, restriction d’une application

Soit une application g: E - F. Soit A c E un sous-ensemble de E et B c F' un sous-ensemble de F.
L’ensemble image g(A) de A est formé des images des éléments de A, ce que l’on peut écrire

9(A) = {g(x), v € A}.

L’image réciproque de B notée g~* < B > est formée de Uensemble des antécédents des éléments de B.
g l<B>={xeE/g(x) e B}.

Enfin, la restriction de g @ A notée g 4 est lapplication g4 : A > F qui a tout z de A associe g(x).

@ Exercice 2
On consideére la fonction f:x v~ x? —4a + 1.

1. Etablir le tableau de variations de f.

2. Déterminer les ensembles suivants :

F([15 3]) f(R) FH{(] = o0; 1)) F7H[0; +eol)

@ Exercice 3

Meémes notations. Montrer que g est surjective si et seulement si g(E) = F.

En déduire que g est injective si et seulement si I'application §: E — g(FE) qui, a tout x de E associe
g(x), est bijective.

# Exercice 4

Meémes hypothéses. A et B désignent cette fois des sous-ensembles de E.

Montrer que g(Au B) = (g(A) ug(B)).

Montrer que g(An B) c (¢9(A) ng(B)). Montrer que I'on a en général pas d’égalité. On pourra pour
cela considérer la fonction carré, A =[-2; 0] et B =[0; 2].

4.1.3 Composée et réciproque d’une application

Définition : Application composée

Partant de deux applications f: E - F et g: F - G, on peut fabriquer une application composée notée
go f qui a tout élément x de E associe un unique élément g (f(x)), que l'on note go f(x).

# Exercice 5

On définit les fonctions :

f: R"=>R g: R->R s: R-R
T \/T T 12 x + sin(x)
p: R->R qg: R->R t: R->R
rzax+1 THxT+3 T 2r

Déterminer, si possible, I’expression des fonctions go f, fog, sogop, fopog,gotogopo f.
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On dispose de la proposition suivante concernant les compositions d’applications et les propriétés de surjec-
tivité et injectivité définies plus haut.

Proposition :

La composée de deux applications surjectives est surjective.
La composée de deux applications injectives est injective.
La composée de deux applications bijectives est bijective.

# Exercice 6

A P’aide de patates, faire un schéma de deux applications f: E — F et g: F — G telles que f est
injective, g est surjective mais g o f n’est pas surjective, ni injective.

De méme, faire un schéma de deux applications f: E — F et g: F — G telles que f est surjective, g
est injective mais g o f n’est pas surjective, ni injective.

Définition : Application réciproque d’une application bijective, application identité
Soit f: E — F une application bijective. On peut construire une application g: F — E telle que :

e pour tout x de F, go f(x) ==

e pour tout y de F, fog(y)=y
On dit que g est Uapplication réciproque de f. On note parfois g = f~*
L’application identité de E noté idg est l'application qui a tout x de E lui associe lui-méme.
Ainsi, g vérifie

fog=idp et go f=idp

Démonstration. On construit g en associant & chaque élément y de F' 'unique antécédent de y par f. O

@ Exercice 7

Lorsque c’est possible, déterminer les applications réciproques dans les cas suivants :

f: R->R g: R->R h: R->R
T3 +2 T -x+4 T x?
q: R*>R" r: R*>R* s: RT—>R"*
ze 1 T \/T T z?

On a vu précédemment que f~! < A > désigne I’ensemble des antécédents des
éléments de A. Mais cette notation ne présage en rien de ’existence éventuelle
d’une réciproque pour I'application f. En I'occurrence, cet ensemble existe que f soit
bijective ou non.

Mais si on écrit f~1(A), cela signifie que Pon considére I'image directe de A par la
fonction f1, ce qui suppose que cette réciproque existe bel et bien.

En fait, la bijectivité de f est une condition nécessaire et suffisante & l’existence d’une réciproque, comme
I’indique la proposition plus bas.

Proposition : Caractérisation de la bijectivité

Soit f: E - F une application. On suppose qu’il existe une application g: F — E qui vérifie

gof=idp et fog=idp

Alors, [ est bijective et g est la réciproque de f.
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11 est important d’avoir go f =idg et f o g =idr comme le montre cet exercice.

# Exercice 8

A P’aide de patates construire deux applications f: E — F et g: F — E telles que go f = idg sans pour
autant que f soit bijective!

Construire aussi deux applications f: E - F et g: F - E telles que f o g =idg sans pour autant que
f soit bijective!

4.2 Dénombrement

4.2.1 Cardinal d’un ensemble fini

On dit qu’un ensemble E est de cardinal fini lorsque ’on peut numéroter ses éléments & ’aide de nombres
entiers par un procédé non infini. En pratique, faire une numérotation de F, c’est établir une bijection entre
E et un ensemble du type {1; 2; ---; n}. On note [[1; n]] 'ensemble des entiers compris entre 1 et n.

Définition : Cardinal fini d’un ensemble

Soit n un nombre entier et I/ un ensemble.
On dit que E est de cardinal n lorsqu’il existe une bijection entre l’ensemble des n premiers entiers et E.
Dans ce cas, on note card(FE) =n ou #E =n

(Exemple 0) Les éléves de cette classe forment un ensemble fini.

(Exemple 1) Les mots de douze lettres forment un ensemble fini (combien y en a-t-il 7).

Proposition : Applications et cardinaux

Soient E et F' deux ensembles de cardinauz finis. Alors :

card(E) > card(F)F si et seulement si il existe une injection de E vers F'.
card(E) < card(F)F si et seulement si il existe une surjection de E vers F.
card(E) = card(F)F si et seulement si il existe une bijection de E vers F.

Proposition : Cardinal et partitionnement

Siles By, Es, -, Ey forment un partitionnement d’un ensemble de cardinal fini E alors

card(Ey) + card(Es) + -+ + card(E}y) = card(E)

Proposition : Formule de I’union, du complémentaire

Soit X un ensemble de cardinal fini qui contient un sous-ensemble A. Alors A et X\ A sont de cardinaux
fini et on a la formule
card(X\A) + card(A) = card(X)

Soient E et F' deux ensembles finis. Alors EU F et En F sont également de cardinauz finis et on a la
formule
card(EU F) + card(En F) = card(FE) + card(F)
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(Exemple 2) Si dans une classe douze éléves sont des filles, quinze éléves vivent a Rueil et trois éléves sont
des filles qui vivent & Rueil alors le nombre d’éléves qui vivent & Rueil ou sont des filles est de

15+12-3=24
En effet, en notant F' I’ensemble des filles et R I’ensemble des éléves qui vivent & Rueil, on a :

card(F U R) = card(F) + card(R) — card(F n R)

Proposition : Cardinal et produit cartésien

Soient E et F' deuz ensembles de cardinauz finis n et p.
Alors E x F' est également de cardinal fini et on a

card(E x F') = card(FE) x card(F’)

4.2.2 Cardinal d’applications

Un petit exercice en entrainement.
# Exercice 9

1. Chaque éléve de cette classe (qui en compte 38) répond sans justifier 4 un vrai faux qui comprend
deux questions.

a) De combien de maniéres différentes peut répondre un éléve fixé 7

b) Sans tenir compte de I'ordre des copies, de combien de paquets de copies différentes peut
disposer le professeur ?

2. Un écran en noir et blanc comprend 240 000 pixels pouvant chacun prendre 256 valeurs de gris
différents. Combien d’images en noir et blanc différentes peut-on afficher ?

Proposition : Nombre d’applications entre deux ensembles finis

Sotent E et F' deuz ensembles de cardinauz n et p.
Alors, il existe p™ applications de E vers F.

On peut d’ailleurs utiliser la notation F¥ pour désigner I'ensemble des applications de E dans F.

Proposition : Nombre d’injections entre deux ensembles finis

Sotent E et F deuzr ensembles de cardinauz n et p.

Sin > p, il n'existe pas d’injections de E dans F'.

Dans le cas contraire, il existe px (p—1) x - x (p—-n+1) injections de E dans F.

(Exemple 3) 1l y a 36 x 35 x 34 maniéres de réaliser un podium dans cette classe. Cela correspond au
nombre d’injections de [[1; 3]] vers la classe.

Proposition : Nombre de bijections entre deux ensembles, factorielle

Soient E et F' deuz ensembles de méme cardinal n.

Alors il existe nx (n—1) x---x 1 bijections de E vers F.

On appelle factorielle de n le nombre n x (n—1) x---x 1. On le note n!. Par convention, on pose 0! =1,
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A Taide de factorielle, on peut réécrire le cardinal des injections d’un ensemble vers un autre, comme le
montre la proposition.

Proposition : Cardinal d’injections, écriture avec factorielle
Soit E et F' deur ensembles de cardinauz respectifs n et p avec p > n.
p!

Alors le nombre d’injections de E vers F est ———
(p-n)!

Démonstration. On sait que ce nombre est px (p—1) x-x (p—n+ 1). Travaillons sur ce produit :

px(p-1)x-x(p-n+1)=px(p-1)x-x(p-n+1)x

:px(p_l)><'><(p—n+1)X(p—n)x(p—n—l)x...xl
(p-n)x(p-n-1)x--x1

__ D
~(p-n)!

4.2.3 Nombre de combinaisons

Définition : Combinaisons de k£ éléments parmi n

Soient k et n deuz entiers.
On appelle nombre de combinaisons de k éléments parmi n le nombre de sous-ensembles a k éléments dans
un ensemble a n éléments.

Ce nombre vaut (Z) si ke [[0; n]] et O sinon.

~ n!
C(n-k)E!
On Uappelle aussi coefficient binomial.

Démonstration. Soit E un ensemble & n éléments.
Choisir k éléments numérotés de 1 a k, c’est réaliser une injection de [[1; k]] vers E. Il y anx (n—1) x - x

(n-k+1)=

L maniéres de faire ce choix.
(n-k)!
On sait également qu’il y a k! maniéres de numéroter k éléments.
Ainsi il y a k! fois plus d’ensembles & k éléments ordonnés que d’ensembles & k éléments non ordonnés. Or,
nous nous intéressons au nombre de sous-ensembles & k éléments sans prendre en compte 'ordre.
nx(n-1)x-x(n-k+1)

k! '

On obtient donc bien la formule O

@ Exercice 10

En se ramenant éventuellement a des considérations sur des applications, répondre aux questions.

a) Déterminer le nombre de maniéres de ranger les éléves de cette classe en une unique file.
b) Déterminer le nombre de mots de trois lettres (sans accentuation) que I'on peut former.
¢) Déterminer le nombre de groupes de quatre éléves que l'on peut former.

d) Déterminer le nombre de maniéres dont on peut séparer la classe en deux groupes notés A et B,
sachant que 'un des deux groupes peut éventuellement étre vide.

e) Méme question en supposant qu’aucun des deux groupes de ne peut étre vide.

f) & Déterminer le nombre de maniéres dont on peut constituer 11 groupes de colles numérotés de
1all.
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Proposition : Cas particulier : coefficient (;)
On a
n
(2) =14+2+3+-+(n-1)

Démonstration. Pour plus de simplicité, on considére I’ensemble [[1; n]] et on cherche le nombre de sous-
ensembles & deux éléments de cet ensemble.

Si on choisit le 1, on peut choisir le second élément parmi les n-1 restants. Cela fait n-1 combinaisons & deux
éléments contenant le 1.

Puis on choisit le 2, et on peut alors désigner le second élément parmi les n-2 suivants. En effet, on a déja
constitué le sous-ensemble {1; 2}.

Et ainsi de suite...

On obtient donc en tout (n—1) + (n—2) +---+ 1 sous-ensembles a deux éléments. O

Proposition : Propriétés des coefficients binomiaux

Soit n un entier et k € [[0; n]].

Alors on a (Z) = ((n?k)).

Si k>1, on a également une formule de récurrence sur les coefficients binomiauz (Z) = (EZ:B) + ((”];1))

qualifiée de triangle de Pascal.
Enfin, on dénombre 2" sous-ensembles dans un ensemble a n éléments et ce nombre correspond a

<)+ ()-C)

Démonstration. Choisir k éléments revient a ne pas choisir n — k éléments. Ainsi, a chaque sous-ensemble &
k élément correspond un unique sous-ensemble & n — k éléments. Ce qui prouve la premiére formule.
Pour prouver le triangle de Pascal, supposons que ’ensemble considéré est [[1; n]]. Parmi les sous-ensembles
contenant k éléments, il y a

e ceux contenant le 1, ce qui revient & choisir k£ — 1 éléments parmi les (n — 1) restants;

e ceux ne contenant pas le 1, ce qui revient & choisir k éléments parmi les (n — 1) restants.
Finalement, par partitionnement, on obtient (Z) = (Ez:ig) + ((";1)).
Pour montrer la seconde formule, il faut noter qu’a chaque sous-ensemble F' d’un ensemble F & n élément
on peut associer une unique application 7: E - {V; F} telle que 7(z) =V size Fet 7(z)=F siz ¢ F.
Ainsi, compter le nombre de sous-ensembles de E revient a compter le nombre d’applications de E vers
{V; F}.Orilyen a?2” car card ({V; F}) =2 et card(E) =n.
Mais de la méme maniére, on peut partitionner ces sous-ensembles en sous-ensembles de 0 éléments, de 1
¢éléments et ainsi de suite...
On retrouve donc bien la derniére formule. g



Chapitre 5

Etude de fonctions

« O mathématiques sévéres, je ne vous ai pas oubliées, depuis que vos vivantes lecons,
plus douces que le miel, filtrérent dans mon cceur, comme une onde rafraichissante.
J'aspirais instinctivement, dés le berceau, a boire a votre source, plus ancienne que
le soleil, et je continue encore de fouler le parvis sacré de votre temple solennel, moi,
le plus fidéle de vos initiés. Il y avait du vague dans mon esprit, un je ne sais quoi
épais comme de la fumée; mais, je sus franchir religieusement les degrés qui ménent
a votre autel, et vous avez chassé ce voile obscur, comme le vent chasse le damier.
Vous avez mis, a la place, une froideur excessive, une prudence consommée et une
logique implacable. A I'aide de votre lait fortifiant, mon intelligence s'est rapidement
développée, et a pris des proportions immenses, au milieu de cette clarté ravissante
dont vous faites présent, avec prodigalité, a ceux qui vous aiment d’un sincére amour.»

LAUTREAMONT (1846-1870), Les chants de Maldoror, I1.10

Ce cours introduit des outils pour les études de fonctions.
Il fera référence aux notions d’injection, de surjection, de bijection introduites au premier chapitre. On
exploitera également les transformations géométriques du plan introduites au chapitre précédent.

5.1 Variations, limites et dérivation

5.1.1 Variations, majoration, maximum

Définition : Fonction croissante, strictement croissante, décroissante, strictement décroissante
sur un intervalle

Soit une fonction f et soit I un intervalle inclus dans le domaine de définition de f.

On dit que f est croissante sur I lorsque Yu, v € I, u <v = f(u) < f(v).

On dit que f est strictement croissante sur I lorsque

Vu,vel,u<v= f(u)< f(v).

On dit que f est décroissante sur I lorsque Yu, v € I, u<v = f(u) > f(v).

On dit que f est strictement décroissante sur I lorsque

Vu,vel,u<v= f(u)> f(v).

On dit que f est (strictement) monotone lorsque f est (strictement) croissante ou bien (strictement) dé-
croissante.

Les exercices suivants permettent de manipuler ces notions et de rappeler quelques résultats.

@ Exercice 0

Prouver, en se ramenant aux définitions, qu’une fonction affine de coefficient directeur strictement
négatif est strictement décroissante.
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# Exercice 1

Prouver, en se ramenant aux définitions, que la fonction inverse est strictement décroissante sur |0; +oo|.

# Exercice 2

Prouver qu’une fonction strictement monotone est injective. On pourra se limiter au cas strictement
croissant.

@ Exercice 3

Prouver que si f est strictement croissante sur un intervalle I si et seulement si pour tout a et b de I,
on a

a<b < f(a)< f(b)

Indication: On pourra raisonner par contraposée sur I'une des implications.

@ Exercice 4

Prouver qu’une fonction f est strictement décroissante si et seulement si —f est strictement croissante.

Proposition : Opérations et sens de variation

Sotent deuz fonctions f et g définies sur un méme intervalle I. Soit A € R un nombre.

Si f et g sont croissantes sur I alors f + g est croissante sur 1. Si de plus l'une des deux fonctions est
strictement croissante alors f + g est strictement croissante.

Si f est croissante sur I alors Af est croissante pour \ > 0 et décroissante pour A < 0. Si de plus f est
strictement croissante alors f est strictement croissante pour X >0 et strictement décroissante pour A < 0.

On déduit le méme genre de résultat lorsque f et g sont décroissantes.

Définition : Majorant, minorant, maximum, minimum d’une fonction sur un intervalle

Soit une fonction f et soit I un intervalle inclus dans l’ensemble Dy de définition de f. M et N désignent
deuz nombres. Enfin, xg est un nombre de Dy.

On dit que M est un majorant de f sur I lorsque Yx € I, f(x) < M.

On dit que N est un minorant de f sur I lorsque Vx € I, f(z) > N.

On dit que f est bornée sur I lorsque f admet a la fois un majorant et un minorant.

On dit que f admet un mazimum en xo lorsque V& € Dy, f(x) < f(z0).

On dit que f admet un minimum en zo lorsque V& € Dy, f(x) > f(z0).

Proposition : Opérations et majoration

Soient deuz fonctions f et g définies sur un méme ensemble D. Soit X € R un nombre.
Si f et g sont majorées alors f + g est majorée.
Si f est majorée alors Af est majorée pour X\ >0 et minorée pour A <0.

Enfin, si f et g sont bornée alors f+ g et fg sont bornées.
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# Exercice 5

Pour chacune des fonctions suivantes définies sur 'intervalle I, préciser et justifier I’existence éventuelle
d’un majorant, d’un minorant, d’un maximum, d’un minimum.

On pourra facultativement justifier également I'absence de majorant, de minorant, de maximum, de
minimum.

1
fi:x > —, I=]0;+00[ foxr —2?+3x-5,1=R
x

1
f32$'—>+— I=R foix—>—2c-4|+5, =R
x

Proposition : Caractérisation d’une fonction bornée.

Une fonction est bornée sur I lorsque |f| est majorée.

# Exercice 6

Prouver cette proposition.

5.1.2 Limites

5.1.2.1 Deéfinitions intuitives

A ce stade, on ne définira pas les limites a I’aide de quantificateurs. On exploi-
! tera seulement une idée intuitive de de la limite.

a et 8 désignent +oo, —oo ou bien un nombre.
On dit que la fonction f a pour limite 8 en « lorsque f(x) se rapproche de 8 pour x se rapprochant de .
On dit aussi que f(z) tend vers § lorsque z tend vers a.
On pourra noter ainsi cette limite :

lim f(z) =f lim f = 3 f(@) —p
Par exemple, dire que f tend vers +oo en —oo signifie que les valeurs de f(x) deviennent infiniment grandes
lorsque les valeurs de x deviennent infiniment petites. Graphiquement, avec les orientations habituelles pour
les repeéres, cela signifie que la courbe de f « monte » infiniment & mesure que 1’on se déplace « vers la
gauche. »
Dans le cas d’une limite de f(z) quand x tend vers un nombre, on précise souvent si 'on s’approche de ce
nombre par valeur supérieure ou inférieure. Dans ce cas, on écrit a* ou a”
Ainsi, quand on écrit xEn{+ f(z) = +oo signifie que f(x) s’approche de I'infini quand x s’approche de —1 par
valeurs supérieures (on dit aussi par la droite). On pourra également écrire f(z) — +ooou li>m f(x) = +o0.

r—>-1 z—>-1
Lorsque la limite est nulle, on précise lorsque c¢’est possible si la fonction tend vers 0 par valeurs strictement

positives ou strictement négatives. Dans ce cas, on utilise la notation 07 et 0~ pour désigner la limite.
Graphiquement, voila & quoi ressemble une fonction ayant une limite finie [ en +oo.
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¥

On illustre le cas d’une fonction tendant vers +oco en +oo.

l\y

,><

Voici la représentation d’une fonction qui tend vers +oo a droite de zg et vers —oo & gauche de xg.

l\y

Lorsqu’une fonction posséde une limite finie £ en plus ou moins l'infini, on dit que sa courbe posséde une
asymptote horizontale d’équation y = £.

Lorsqu’une fonction posséde une limite infinie & gauche ou & droite d’un nombre a, on dit que sa courbe
posséde une asymptote verticale d’équation x = a.
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5.1.2.2 Opérations sur les limites

Les résultats suivants vont permettre de déterminer des limites de fonctions composées & partir de fonctions
élémentaires dont on sait déterminer aisément la limite.

Proposition : Limite d’'une somme de deux fonctions.

Soient f et g deuzr fonctions. Soient | et m deuz nombres réels.
Le tableau suivant donne la limite de la fonction f+ g connaissant les limites de [ et g en un nombre, la
gauche ou la droite d’un nombre, —oo ou bien +oo.

g tend vers
m —00 +00
f tend vers
l l+m —00 +00
—00 —00 —00 Indéterminé.
+00 +o00 | Indéterminé. +00

Proposition : Limite d’un produit de deux fonctions.

Soient f et g deuz fonctions. Soient [ et m deur nombres réels non nuls.
Le tableau suivant donne la limite de la fonction f x g connaissant les limites de f et g en un nombre, la
gauche ou la droite d’un nombre, —oo ou bien +oo.

limg
m” 0 ‘ m ‘ —oo | +o0 ‘

0 0 0 Indéterminé. Indétermané.
—o0 51 1>0 +oo 51 1>0
l 0 m . .
+o0 51 1<0 —oo st 1<0
—oo Indétermainé. {—oo SZ, m>0 +o00 —oo
+o0 51 M <0

+o0 Indéterminé. { i —oo 400

Proposition : Limite de I’inverse d’une fonction.

Soit f une fonction. Soit I un nombre réel non nul.
Le tableau suivant donne la limite de la fonction % connaissant la limite de f en un nombre, la gauche ou la
droite d’un nombre, —oo ou bien +o0o, & condition que f ne s’annule pas sur un voisinage du lieu considéré.

1
f(z) tend vers tend vers
f(2)
0* +00
0~ —00
0 indéterminé
1
I -
l
—00 O_
+00 0*
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# Exercice 7

Soit xo un réel. Déterminer les limites suivantes :

lim 22 lim -2z lim -2z
r—x0 T T—+00
. . 1 .
lim — lim 4+ — lim T
Tr—+o00 332 T—>+00 3;2 T—>-00] 4 =
X
ox2+2 . T o2+
lim lim lim
z>—co 3 + 1 z>0" T + 5 50t

On peut composer des limites comme ’expose le résultat suivant.

Proposition : Limite et composition de fonctions
Soient f et g deux fonctions. «, B et v désignent chacun un nombre, la gauche ou la droite d’un nombre,
—oo ou bien +oo.
On suppose que g est définie sur un voisinage de o, que f est définie sur un voisinage de (.
Si lim g(x) = B et lim f(x) =~ alors lim f (g(x)) =~.
gl -0 oo

5.1.2.3 Encadrement de limites

Théoréme : Théoréme des gendarmes

Soient f, g et h trois fonctions. Soit | un nombre. § désigne soit un nombre, la gauche ou la droite d’un
nombre, —co ou bien +oo.
On suppose qu’il existe un intervalle ouvert I inclus dans les trois domaines de définition de f, g et h, tel
que I est un voisinage de J et tel que
pour tout x € I, f(z) < g(z) < h(z).
Si lim f(z) = lim h(z) =1 alors lim g(x) = 1.

=0 =0 =0

Théoréme : Minoration par une fonction tendant vers +oo

Soient f et g deux fonctions. § désigne soit un nombre, la gauche ou la droite d’un nombre, —oo ou bien
+00.

On suppose qu’il existe un intervalle ouwvert I inclus dans les domaines de définition de f et g, tel que I
est un voisinage de § et tel que

pour tout x € I, f(x) < g(x).

Si l:i—rles f(x) = +o00 alors }ci_%g(x) = +00.

(Remarque 0) 1l existe une autre version de ce théoréme avec g(z) tendant vers —oo.

¢ Exercice 8
Soit la fonction f définie pour tout réel x par f(z) =x +2cos(z).

1. Montrer que f tend vers +oo quand x tend vers +oo.

2. La fonction f est-elle croissante 7 Justifier.

@ Exercice 9
Déterminer

. (1
lim xsm(—)

z—0% €T
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@ Exercice 10
Soit la fonction f définie pour tout réel x + 0 par f(x)=1- %

1. Montrer que f est strictement croissante sur R}.

2. La fonction f tend-elle vers +oco en +oo ? Justifier.

Les deux exercices précédents fournissent des contre exemples a des idées recues
qu’ont parfois les étudiants concernant des éventuels liens logiques entre sens

de variation et limite!

5.1.3 Dérivation

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I. Soient a et b deux nombres distincts de I.
Le taux d’accroissement de f entre a et b est le nombre :

f(b) - f(a)
b-a

7r(a;b) =

Le taux d’accroissement entre a et b
est le coefficient directeur de la corde.

Lorsqu’il existe, le nombre dérivé en a correspond a la limite de ce taux d’accroissement pour b se rapprochant
de a :

ey oy F(0) = fa)
f(a)_}i,l;l’?ﬁ

Si on note Cy la courbe de f, A et B les points d’abscisses respectives a et b, le taux d’accroissement de f
entre a et b correspond au coefficient directeur de la droite (AB).

Lorsqu’il existe, le nombre dérivé de f en a correspond au coefficient directeur de la tangente & C; au point
d’abscisse a. Dans ce cas, ’équation réduite de cette droite s’écrit :

y=f'(a)(z-a)+f(a)

D’autre part, on dira qu’une fonction f est dérivable sur I'intervalle I lorsque, pour tout x de I, f'(z) existe.
On pourra alors définir la fonction dérivée de f, notée f’, qui a tout = de I associe f'(z).
Toujours sous cette hypotheése, le signe de la fonction f’ sera lié au sens de variation de f.
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Proposition : Sens de variation et dérivation

Mémes hypothéses et notations.

Vo e I, f'(z) 20 < f est croissante sur I.
Vo eI, f'(x) <0 < f est décroissante sur I.

Vo e I, f'(x) =0 <= f est constante sur I.

On dispose également d’un résultat dans le cas ou la dérivée est de signe constant mais s’annule un nombre
fini de fois.

o Si f' est strictement positive sauf éventuellement en un nombre fini de points alors [ est strictement
croissante.

o Si f' est strictement positive sauf éventuellement en un nombre fini de points alors [ est strictement
décroissante.

On dispose également de formules permettant de calculer la dérivée de la somme, du produit, du quotient
de deux fonctions.

Proposition : Dérivation et opérations

Dans les formules suivantes, u, v et w désignent trois fonctions définies sur un intervalle ouvert I et

dérivables en un nombre t de I. D’autre part, o désigne un nombre fixé et on supposera que w(t) # 0.
On a alors les égalités :

(u+v) (t) =u'(t) +v'(t) (au)'(t) = au'(t)
1 / !
() (6) = ' (£)o(0) + ()2 () (1) =20
w w(t)?
u) u' (H)w(t) —u(t)w'(t)
(2) - 2
w w(t)
@ Exercice 11
a et b désignent deux nombres distincts et tous non nuls.
Déterminer et simplifier les taux d’accroissement suivants :
7f(a; b) frxw -3z 74(a; b) g: x>z
1
Th(a; b) h:xw—— Ti(a; b) k:xw— 12
x
En déduire les valeurs de
fila) g H(a) K(a)
@ Exercice 12
Dériver les fonctions suivantes sur leur domaine de dérivabilité.
1 1
fi:x e 423 - 1527 foix e (22 +1)(2® - x) faix— +
z+1 1-z
-2z +3 5 z +3)>
f42.’£l—> f5:$'—> foH( )

3z +2 22 +3x+2 ' z -2
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5.2 Transformation de fonctions

5.2.1 Etudes des invariants
5.2.1.1 Parité

On définit deux nouvelles propriétés des fonctions : la parité et 'imparité.

Définition : Fonction paire, impaire

Soit f une fonction définie sur un ensemble Dy possédant 0 comme centre de symétrie.
On dit que f est impaire lorsque pour tout x de Dy, f(-x)=—f(x).

On dit que f est paire lorsque pour tout x de Dy, f(-x) = f(x).

Comme ’explique la prochaine proposition, dire qu’une fonction est paire ou

impaire entraine que l'on peut se borner a ’étudier sur une « moitié » de son
ensemble de définition. En effet, le comportement de la fonction sur son ensemble de
définition se déduit par symeétrie.

Proposition : Parité, imparité et symétrie

Soit f une fonction dont l’ensemble de définition Dy posséde O comme centre de symétrie.
On note Cy la courbe de f dans un repére (O; 7; 7) .

f est impaire si et seulement si O est un centre de symétrie pour Cy.

f est paire si et seulement si l'axe des ordonnées est un aze de symétrie pour Cy.

On prouve cette proposition sous forme d’exercice.

# Exercice 13
Soit f une fonction dont I'ensemble de définition D posséde 0 comme centre de symétrie.
Soit x un nombre quelconque de Dy et soit M le point de Cy d’abscisse x.

1. a) Donner, en fonction de f et x, les coordonnées de M puis les coordonnées de M' le symétrique
de M par rapport a O.

Indication: Faire un dessin

b) Donner, en fonction de f et x, les coordonnées de M" le symétrique de M par rapport a I'axe
des ordonnées.

2. a) A quelle condition nécessaire et suffisante le point M’ appartient-il a C 7

b) A quelle condition nécessaire et suffisante le point M" appartient-il a Cy ?
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T Y M Y M
La fonction cube est impaire. VP -
Le symétrique de M par rapport & O est
sur la courbe
La fonction carré est paire.
Le symétrique de M par rapport aux or-
données est sur la courbe

# Exercice 14

n désigne un entier naturel.

Préciser leur domaine de définition puis dire si ces fonctions sont paires ou impaires :

2

friz e a? friwmat - faime =
x
faiz > |z| f5:x —sin(x) foerx—=+/lx| -1
1
: " : si " :
frowon fo 22 v sim (&™) forars

# Exercice 15

Déterminer 'ensemble des fonctions a la fois paires et impaires.

# Exercice 16

Soient m et p deux réels et la fonction f: x — mx + p.

a) A quelle condition f est-elle paire ?

b) A quelle condition f est-elle impaire ?

5.2.1.2 Périodicité

Si la notion de parité est reliée a I'idée géométrique de symeétrie, la notion de périodicité traduit une invariance
par translation le long de 'axe des abscisses. Voici sa définition

Définition : Fonction périodique, période
Soit f une fonction définie sur un ensemble Dy. Soit T un nombre réel strictement positif.

On dit que f est périodique de période T lorsque T est le plus petit nombre strictement positif tel que, pour
tout x de Dy, x +T appartient a Dy et f(x+T) = f(x).

Comme annoncé, on traduit la périodicité par une propriété géomeétrique de la courbe.
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Proposition : Périodicité et translation

Soit f une fonction dont l’ensemble de définition est Dy et soit T' un nombre strictement positif.

On note Cy la courbe de f dans un repére (O; 7; j) .

f est périodique de période T' si et seulement si T' est le plus petit nombre strictement positif tel que Cy est
inchangée par translation de vecteur 17 .

La encore un exercice va permettre de prouver cette proposition.

@ Exercice 17

Soit f une fonction dont I'ensemble de définition est Dy et soit T' un nombre strictement positif.
Soit x un nombre quelconque de Dy et soit M le point de Cy d’abscisse x.

1. Donner, en fonction de f et x, les coordonnées de M puis les coordonnées de M’ I'image de M
par une translation de vecteur T7.

Indication: Faire un dessin

2. A quelle condition nécessaire et suffisante le point M’ appartient-il & C I

by

La fonction est périodique de période 6.
Le translaté de M par une translation de vecteur 67 est sur la
courbe.

@ Exercice 18

w désigne un réel strictement positif.

Préciser leur domaine de définition puis dire si ces fonctions sont périodiques (on précisera I’éventuelle
période) :

fiizrex fa iz cos(2x) f3 iz~ sin(wzx)

fa:x > tan(z) f5 2~ sin(z?) fo 1z~ sin(3z) + cos(bx)

@ Exercice 19

Soit une fonction f définie sur R qui vérifie les propriétés suivantes :
e f est paire;
e f est périodique de période 2 ;
e pour tout x de [0; 1], f(z) =2z -1.
Tracer la courbe de f trés rapidement pour des abscisses couvrant l'intervalle [-6; 6].

Soit une fonction g définie sur R qui vérifie les propriétés suivantes :
e g est impaire;
e f est périodique de période 4 ;
e pour tout x de [0; 2], g(x) = (2 - x).
Tracer la courbe de g trés rapidement pour des abscisses couvrant lintervalle [-6; 6].
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5.2.1.3 Etude des propriétés graphiques

On a précédemment montré que la parité permet de déduire des propriétés de symétrie de la courbe. Ainsi,
dans un repére orthogonal (O; 7; 7) :

e la courbe d’une fonction paire est invariante par réflexion par rapport a 'axe des ordonnées ;

e la courbe d’une fonction impaire est invariante par symétrie par rapport a l’origine.
On a également établi que la périodicité de période T' d’une fonction se traduit sur la courbe par une
invariance par la translation de vecteur 77.
Une fonction possédant de telles propriétés est plus simple & étudier.
Par exemple, on peut déduire les variations et les limites d’une fonction paire sur R tout entier a partir
d’une étude sur R* par symétrie. De méme, il suffit d’étudier une fonction trigonométrique sur 'une de ses
périodes. Et ces simplifications se combinent.
Ainsi, pour connaitre complétement une fonction paire et périodique de période 2w, il suffit de ’étudier sur
[0; 7]. La parité permet d’en déduire le comportement de la fonction sur [-7; 7] et la périodicité nous
fournira son comportement sur R.

Mais il existe d’autres maniéres de déduire le comportement d’une fonction en utilisant des transformations
géométriques. Ces propositions nous en fournissent des outils.

Proposition : Translation

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
Soient o et B deux nombres. On pose I ={t+a; te I}.~
Alors la courbe de la fonction g définie pour tout x de I par g(x) = f(x—a)+f est l'image de la courbe de

f par la translation de vecteur

)

Par exemple, la courbe de z — |z — 1] + 3 est I'image de la courbe de = ~ |z| par une translation de vecteur
1 . .
( 3) comme l’illustre le dessin plus bas.

Ty

{Courbe de la fonction }

Ty

{Courbe de la fonction }

z > || z—|r-1+3

D

1 1

Démonstration. On note Cy et Cy les courbes de ces fonctions. On note 7 la translation de vecteur (g)

Soit M un point.
M(';j) €Cr —= f(x)=y
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T+«
y+p

A
Réciproquement, si N i, € Cg4, on vérifie facilement que T Y(N)eC Iz

En particulier 7(M) ( ) Maison a g(z+ ) = f(x—a+a) + = f(x)+ =y + . Ainsi, 7(M) €C,.

Ainsi, la courbe de g est bien 'image de la courbe de f par une translation de vecteur (g) O

@ Exercice 20

Tracer le plus rapidement possible les courbes des trois fonctions suivantes sur leur domaine de défini-
tion :

1
fiize (z-2)*-3 f23$Hx+2+3 fs3rx»Vr-3-1

Proposition : Changement d’échelle sur les abscisses, les ordonnées

On considére une fonction f définie sur un intervalle I dont la courbe est Cy et av# 0 un nombre.
On pose I = {57 azeI}.
On peut définir la fonction g pour tout = de I par g(x) = f(ax) et sa courbe Cy.

Dans ce cas on a
M(ch)ecf — M’ (xg/la)ecg

L’opération géométrique qui permet de passer de M a M’ n’est pas spécifiquement au programme, c’est une
dilatation d’un facteur % selon l'aze des abscisses.
De méme, on peut définir la fonction h qui a tout x de I associe h(zx) = af(x) et sa courbe Cp,.

Dans ce cas, on a ’équivalence
M x ECf — M" . eCh
Y ay

L’opération géométrique qui permet de passer de M a M" n’est pas spécifiquement au programme, c’est
une dilatation d’un facteur alpha selon l’aze des ordonnées.

Courbe de la fonction Courbe de la fonction Courbe de la fonction
x> f(x) x— f(2x) z e 12

f(1)
]
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5.2.2 Fonctions composées

5.2.2.1 Sens de variation et composition

Proposition : Composition et sens de variation

Sotent I, J et K trois intervalles.

Soit f:I>Jetg:J— K.

Si f est strictement croissante et g est strictement croissante alors go f est strictement croissante.

Si f est strictement croissante et g est strictement décroissante alors go f est strictement décroissante.
Si f est strictement décroissante et g est strictement croissante alors go f est strictement décroissante.
Si f est strictement décroissante et g est strictement décroissante alors go f est strictement croissante.
Les mémes énoncés sont vrais en supprimant le mot strictement.

@ Exercice 21

Prouver 'un des quatre énoncés.

# Exercice 22
En exploitant cette proposition et sans faire aucun calcul, dresser le tableau de variations de la fonction

h:xr> ————— +5surR. On précisera les limites éventuelles.

V(z-1)2+3

5.2.2.2 Parité et composition

Proposition : Parité et composition

Soient f une fonction définie sur un domaine Dy et g une fonction définie sur un domaine Dy c f(Dy).
Si f est paire alors go f est paire.

Si f est impaire et g est paire alors go f est paire.

Si f est impaire et g est impaire alors go f est impaire.

@ Exercice 23

Montrer ces trois énoncés.

# Exercice 24

Déterminer la parité des fonctions suivantes :

fl:a:v—>cos( :c2+1) forxwcos(3xz-1) fa:x - sin(3z-1)
f4::1:»—>sin(:1:2—5)+12 f5:x»—>|(\/:1:2—5)+12‘ fe:x _1
sin(z)

5.2.2.3 Périodicité et composition

Proposition : Périodicité et composition

Soient f une fonction définie sur un domaine Dy et g une fonction définie sur un domaine Dy c f(Dy).
Si f est périodique de période T alors go f est périodique de période au plus T.

Si g est périodique, on ne peut en général rien dire de la périodicité de go f.
Par exemple, la fonction cos(2?) n’est pas périodique.
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5.2.2.4 Dérivation d’une fonction composée

On se donne la possibilité de dériver des fonctions plus variées en énoncant le résultat suivant concernant la
dérivation de fonctions composées.

Proposition : Dérivation de fonctions composées

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a valeurs dans un intervalle ouvert J.
Soit g une fonction définie sur J et a valeurs dans un intervalle K.
Soit a un nombre de 1.

Si f est dérivable en a et g est dérivable en f(a) alors go f est dérivable en a et on a :

(90 f)'(a) = f'(a) x g (f(a))

En utilisant ou non le théoréme de dérivation composée, résoudre 1’exercice suivant.

@ Exercice 25

Déterminer pour chacune des fonctions suivantes :

— son domaine de définition

son tableau de variation

ses limites aux bornes de son domaine de définition que 'on placera dans le tableau de variation
les éventuelles équations d’asymptotes horizontales

frx—=V3zr+1 gire V2 +2-\/x

1
h:xw—y\[x-— wiz (22-3)° -z
x

5.2.3 Fonctions réciproques

5.2.3.1 Courbe d’une fonction réciproque

Proposition : Courbe d’une fonction réciproque

Soit f une fonction bijective d’un intervalle I vers un intervalle J et C sa courbe dans un repére orthonormé.
On note C' la courbe de la fonction réciproque de f.

Alors
M (x)EC — M’ (y)EC’
Y T

Dit autrement, C' est l’image de C par la réflexion par rapport a la droite d’équation y = x.

@ Exercice 26

Montrer la premiére équivalence.

Soit un point M (‘;) Prouver que le point M’ (i) est le symétrique de M par rapport a la droite

d’équation y = x.
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v
La courbe de racine est la
symétrique de celle de carré

7 A v
Ve
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M
2 A e
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5.2.3.2 Parité, sens de variation d’une fonction réciproque

Proposition : Parité et sens de variation d’une fonction réciproque

Mémes hypothéses.

Une fonction bijective impaire admet une fonction réciproque impaire.

Une fonction bijective strictement croissante admet une fonction réciproque strictement croissante.
Une fonction bijective strictement décroissante admet une fonction réciproque strictement décroissante.

5.2.3.3 Dérivation d’une fonction réciproque

Proposition : Dérivation d’une fonction réciproque

Soit f une fonction bijective d’un intervalle ouvert I vers un intervalle ouvert J.
Soit a € J tel que f est dérivable en f~1(a) avec f’(f‘l(a)) +0.
Alors 71 est dérivable en a et on a :

1

—1\/ a) =
) = Fmay

@ Exercice 27

Montrer que les fonctions suivantes sont bien définies et bijectives. Déterminer leurs fonctions réci-
proques ainsi que les dérivées de ces fonctions réciproques.

jiR - R gi [5 +oo[ — ]-oo; 5]

T - % z b —22 + 10z - 20
h: R - R s: R - R

r o~ a3 x + mx+pavec (m; p) e R* xR fixés
t: R\{-1} - R\{4}

T ]

z+1



Chapitre 6

Les barycentres

« Be Water, my friend.
Empty your mind.
Be formless, shapeless, like water.»

Bruce LEE (1940-1973)

Ce chapitre pourrait figurer dans le cours de physique, car on y parle de points, de masses et d’équilibre.

Pourtant l'intérét des barycentres dépasse le simple cadre physique et on peut trouver des applications de
cette théorie en géométrie, pour prouver des alignements, pour déterminer des propriétés de certains objets
en fonction de leur forme (étude de la convexité). Et on peut méme exploiter la notion de barycentre pour
établir un systéme de coordonnées trés similaires aux coordonnées cartésiennes.

Les exercices d’introduction de ce chapitre mobiliseront des raisonnements physiques afin de passer a une
formulation purement mathématique.

6.1 Barycentre de deux points
Un exercice de physique pour se familiariser avec la notion.

# Exercice 0

Dans les cas suivants, on imagine que les points A et B sont les attaches de deux plateaux identiques
de masses nulles sur lesquels on dispose des poids m, et my. On suppose également que ces deux points
sont reliés par une tige horizontale de masse nulle.

1. Dans chaque cas, faire un dessin puis déterminer la position du point d’équilibre, c’est a dire du
point auquel on doit suspendre la tige pour qu’elle ne bascule pas d’un cété, ni de Iautre.

(a) AB=4,mg,=3 et my=3; (d) AB=10,ma=%etmb=%;
(b) AB=5,mq,=2 et my=3; (e) AB=3,ma=\/i§etmb=\/§;
(c) AB=6,mg=1¢et my=2; (f) AB=8,m,=4x10"3 et my =1,2x1072;

2. Cette fois-ci, on donne la distance entre A et le point d’équilibre G, la masse de A, ainsi qu’une
relation vectorielle.

Faire un dessin afin de déterminer la position ainsi que la masse associée au point B.
a) AG=3,ma=1,A_B)=2A—é; d) AG=3,ma=1,CT4+3CTB)=();
b) AG =2, m, =2, AB = 24G ; e) AG=1,m, =1 54G - GB;
¢) AG =2, ma =2, GB = 240 ; f) AG=3,ma=1, BA=AG;
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Pour bien comprendre la notion de barycentre, on peut aussi s’appuyer sur les calculs de moyennes pondérées.

# Exercice 1
Ce semestre, Sarah a déja eu un 8, un 6, et un 4 (sur vingt) avec les coefficients respectifs 1, 1 et 2.
Les deux questions sont indépendantes.

1. On suppose que le dernier contréle est de coefficient 3.
Combien doit-elle avoir & ce controle pour atteindre la moyenne ?

2. On suppose maintenant inconnu le coefficient du dernier contréle auquel elle a obtenu 12.
Quel doit-étre son coefficient pour qu’elle atteigne la moyenne?

Définition : Systéme de deux points pondérés, barycentre

On note P le plan.

Un systéme de deux points pondérés est la donnée de deuz couples (A; «) et (B; ) de P xR tels que
a+p+0.

Le barycentre de ce systéme est 'unique point G tel que :
— —_—
aGA+ BGB =0

Dans le cas ot tous les poids sont égauzx, on parle d’isobarycentre.

Proposition : Barycentre et alignement

On reprend les mémes notations.

Dans le cas ot A et B sont distincts, le barycentre du systéme de points (A; «) et (B; ) est un point
de (AB). Plus précisément, ce point est sur le segment [AB] dans le cas ot les deuz poids sont de méme
signe.

Dans le cas ou A et B sont confondus, le barycentre du systéeme de points (A; «) et (B; ) est A= B.

@ Exercice 2

Sur les figures, les graduations sont réguliéres.
Déterminer des couples («; ) tels que G soit le barycentre de (A; «) et (B; )

a) G

A B
b) G

A B
c) G

A B
a) G

' B A

# Exercice 3

Soient A et B deux points distincts. Soit M un point du segment [AB].

Montrer que M est le barycentre de A et B. On exprimera les poids en fonction des distances AM et
MB.
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Proposition : Caractérisation du barycentre
Soient M et G deuz points. Soit (A; «) et (B; B) un systéme de points pondérés.

. ) _— — —
Alors G est le barycentre de ce systéme si et seulement si (o + 8)MG = aMA + SMB.

Proposition : Isobarycentre de deux points
L’isobarycentre de A et B est le milieu de [AB].

@ Exercice 4

Placer deux points A et B distincts sur votre feuille. Construire les barycentres des systémes de points
pondérés suivants :

(4; 1) (B; 1) (4;2) (B; -1) (4, -3) (B; 1)

@ Exercice 5

Soient A et B deux points distincts. On note G1, Go et G3 les points tels que
— 11— — — — 11—
AGl = gAB BGQ = QBA AG3 = gBA
1. Faire un dessin et placer les points A, B, G1, G4 et Gj3.
2. Déterminer des poids ay et B tels que G est barycentre du systéme (A; ay) et (B; B1).
3. Méme question pour Gy et Gs.

# Exercice 6
Soient A et B deux points distincts.
On considére ensemble des points M qui vérifient la condition suivante :

—> —>
« Il existe un réel A tel que AM = AAB. »

1. Comment appelle-t-on cet ensemble de points ?

2. Soit M un point de cet ensemble. Montrer que M est le barycentre de A et B. On exprimera les
poids affectés a A et B en fonction de \.

@ Exercice 7
Soit (A; «) et (B; B) un systéme de points pondérés.
On suppose que I'on a muni le plan d’un repére (O; 7; j) .

Déterminer les coordonnées du barycentre de ce systéme en fonction de a, 5 et des coordonnées de A
et B.

— — —
Indication: On pourra éventuellement exploiter I'égalité (o + 8)OG = «OA + OB

L’exercice précédent permet de prouver cette proposition.

Proposition : Coordonnées du barycentre de deux points

a

On suppose le plan muni d’un repére (O; 7; j) . Soient A (ma) et B (?jb) deuzr points.
b

Alors le barycentre G du systéme de points pondérés (A; «) et (B; B) a pour coordonnées :

G ((ama + Bay)[(a + ﬂ))
(o + Byp) [ (a + )




70 CH.6 LES BARYCENTRES

Tout comme dans le cas de la formule des coordonnées du milieu, les coordon-
nées du barycentre sont, en abscisse, la moyenne pondérée des abscisses et, en
ordonnée, la moyenne pondérée des ordonnées.

Proposition : Homogénéité du barycentre

Soit (A; «) et (B; ) un systéme de points pondérés dont le barycentre est G.

Soit p =0 un nombre.

Alors G est aussi le barycentre de (A; pa) et (B; pfB).

@ Exercice 8

Montrer que la réciproque est également vraie dans le cas ou A + B, c’est a dire que si le barycentre
de (A; «) et (B; B) est identique au barycentre de (A; ') et (B; ') alors il existe un réel p + 0 tel
que o = pa et B = pp.

6.2 Généralisation

On peut maintenant définir le barycentre d’un systéme de trois ou quatre points.

Définition : Barycentre de trois points

On note P le plan.

Un systéme de trois points pondérés est la donnée de trois couples (A; «), (B; ) et (C; ) de P xR tels
que o+ B +v % 0.

Le barycentre de ce systéme est l'unique point G tel que :

— — —
aGA + BGB +~vGC =0

Dans le cas ou tous les poids sont égaux, on parle d’isobarycentre des points A, B et C.

(Remarque 0)  On peut également définir des barycentres de quatre points ou plus dans le plan.

(Remarque 1)  On peut méme définir des barycentres pour des systémes de points pondérés de 'espace.

Il existe une caractérisation du barycentre similaire a celle d’'un systéme de deux points.

Proposition : Caractérisation du barycentre
Sotent M et G deux points.

Soit (A; «), (B; B) et (C; 7v) un systéeme de trois points pondérés.

Alors G est le barycentre de ce systéme si et seulement si :

(a+ﬂ+7)m=am+ﬁm+7]\7&

# Exercice 9

Prouver cette proposition.
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# Exercice 10

On suppose que I'on a muni le plan d’un repére (O; 7; 7) .

En exploitant cette proposition, déterminer les coordonnées du barycentre du systéme (A; «), (B; )

et (C; «y) en fonction des coordonnées de A, B et C et des poids a, 3 et 7.

Nous venons donc de prouver la proposition suivante.

Proposition : Coordonnées du barycentre de trois points

On suppose le plan muni d’un repére (O; 7; j) . Soient A za , B ib et C zc trois points.
a b c
Alors le barycentre G du systéeme de points pondérés (A; «), (B; B) et (C; ) a pour coordonnées :

G ((O‘xa + /Bxb + "Y:L‘c)/(Oé + 5 + 7))
(Yo + By +vYe) [ (o + B +7)

(Remarque 2) Cette formule se généralise aux systémes de quatre points pondérés ou plus.

Proposition : Homogénéité du barycentre

Soit (A; «), (B; B) et (C; ) un systéeme de trois points pondérés dont le barycentre est G.
Soit p+0 un nombre.

Alors G est aussi le barycentre de (A; pa), (B; pB) et (C; py).

(Remarque 3) Cette propriété se généralise aux systémes de quatre points pondérés ou plus.
# Exercice 11
Le quadrillage plus bas est formé de carrés.
On note G le barycentre de (A; 1), (B; 2) et (C; 3) et I le barycentre de (A; 1) et (B; 2).
1. Exploiter le quadrillage pour construire I.

2. Montrer que G est le milieu de [C1].
3. En déduire la construction de G.

A

On va maintenant voir un cas particulier de barycentre de trois points : le centre de gravité du triangle.

Proposition : Centre de gravité d’un triangle

Soient A, B et C trois points non alignés.

C.

Alors les trois médianes du triangle ABC sont concourantes en un point qui est ’isobarycentre de A, B et

On va prouver cette proposition.
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# Exercice 12

On se place sous les mémes hypothéses que la proposition précédente. On note G l'isobarycentre des
points A, B et C et I le milieu de [BC].

—> —

1. Prouver que GI et GA sont colinéaires. Que peut-on en déduire concernant le point G 7
Indication: On pourra exploiter la définition de I’isobarycentre et tirer profit de la relation de Chasles.

2. Conclure.

L’exercice qui suit montre qu’il existe un lien entre coordonnées cartésiennes dans un plan et barycentre.

@ Exercice 13

Soient A, B et C trois points non alignés.

Soit D un point tel que ABDC' est un parallélogramme.

1. Faire un dessin.

2. Montrer que D est le barycentre de A, B et C. On précisera les poids.
. . T -
3. Soit un point M (y) dans le repére (A; AB; AC).
Montrer que M est le barycentre de A, B et C'. On précisera les poids en fonction de x et y.

On généralise le concept de barycentre & un nombre quelconque de points.

Définition : Systéme quelconque de points pondérés, barycentre
On note P le plan.

n
Un systéme de n points pondérés est la donnée de n couples (Ai; @;)1<i<n de P xR tels que Zai + 0.
i=1
Le barycentre de ce systéme est l'unique point G tel que :

Dans le cas o tous les poids sont égauzx, on parle d’isobarycentre de ces n points.

@ Exercice 14

Enoncer et, si possible, prouver les propositions concernant :
e la caractérisation du barycentre par une relation vectorielle portant sur un point M quelconque;
e les coordonnées du barycentre pour un systéme de n points pondérés;
e la propriété d’homogénéité du barycentre.



Chapitre 7

Fonctions usuelles

« Ce qui a le plus manqué a la philosophie, c'est la précision. Les systémes philoso-
phiques ne sont pas taillés a la mesure de la réalité ot nous vivons. lls sont trop larges
pour elle. Examinez tel d'entre eux, convenablement choisi : vous verrez qu'il s'appli-
querait aussi bien 3 un monde ou il n'y aurait pas de plantes ni d’animaux, rien que des
hommes; ot les hommes se passeraient de boire et de manger; od ils ne dormiraient,
ne réveraient ni ne divagueraient ; o ils naitraient décrépits pour finir nourrissons; ou
I'énergie remonterait la pente de la dégradation; ou tout irait a rebours et se tiendrait
a l'envers. C'est qu'un vrai systéme est un ensemble de conceptions si abstraites, et
par conséquent si vastes, qu’on y ferait tenir tout le possible, et méme de I'impossible,
a coté du réel.»

Henri BERGSON, La pensée et le mouvant

7.1 Fonctions polynomiales et variantes

7.1.1 Fonctions polynémiales

Définition : Fonctions polynomiales, degré, coefficient dominant, racines

Soit f une fonction définie sur R.
On dit que f est polynomiale lorsqu’il existe un entier n et n+1 nombres notés ag, a1, -, a, tels que a, 0

et tels que
n
pour tout x € R, f(z) = Zakxk = ap+ a2 + agx’ + - + apa™.
k=0
L’entier n s’appelle le degré de le fonction polynomiale. Le nombre a, s’appelle le coefficient dominant.

Enfin, l’ensemble des solutions de l’équation f(x) =0 s’appellent les racines de f.

(Remarque 0) Les fonctions affines sont polynomiales.

(Remarque 1) Les fonctions trinomiales sont polynomiales.

7.1.2 Racine

Proposition : Fonction racine

La restriction de la fonction carré sur RY, a valeurs dans R, est bijective.

Sa fonction réciproque s’appelle la fonction racine.

Cette fonction est définie, continue et strictement croissante sur R*. Elle est dérivable sur R} et sa dérivée
est
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7.1.3 Valeur absolue

Définition : Fonction valeur absolue

. . ) zstx >0
La fonction valeur absolue est définie sur R et a tout réel x associe || =

—x sinon
Cette fonction est continue et paire sur R. Elle admet un minimum en 0 qui vaut 0.

Proposition : Définition équivalente
Pour tout x, on a |z| = V2.

Démonstration. /22 est, par définition, I'unique antécédent positif de 2 par la fonction carré. C’est donc
si x est positif ou —x dans le cas contraire.

En effet, onat’?=2? < t=zort=-zx U

Proposition : Propriétés de la valeur absolue

Soient a, b et ¢ trois nombres avec c+0. On a :

1 1
bl = Jal x ol

cl |
la+b| < |a| + |b| la]=0 < a=0

La troisiéme propriété s’appelle I’inégalité triangulaire.

# Exercice 0

Soient a, b et c trois nombres et n un entier. Dire, en le justifiant si les phrases suivantes sont vraies

ou fausses :
a) cosa| = |cosal f) la—b| < |a| + |
b) lexpal =expa
n n al- bl <la-b
¢) la”| =l g) lal = 16| < |a—b|
d) la+b+c <laf+ ] +c] A e
e) la| <5 < a<5 h) |a+b] :Z(k)lal 0]

k=0

7.2 Fonctions trigonométriques, exponentielle et variantes

7.2.1 Fonctions trigonométriques et trigonométriques réciproques

Pour les fonctions trigonométriques, se référer au formulaire.
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Proposition : Fonctions trigonométriques réciproques

La restriction de la fonction cos sur [0; w] a valeurs dans [-1; 1] est bijective. Sa fonction réciproque
s’appelle arcosinus. On la note arccos. Elle est strictement décroissante, dérivable sur | —1; 1[ et de
dérivée :
-1
T —
1-22

= E] a valeurs dans [-1; 1] est bijective. Sa fonction réciproque

La restriction de la fonction sin sur [ i)
s’appelle arcsinus. On la note arcsin. Elle est impaire, strictement croissante, dérivable sur | —1; 1[ et de
dérivée : )

T ——
1-22

; 2[ a valeurs dans R est bijective. Sa fonction réciproque s’appelle
arctangente. On la note arctan. Elle est impaire, strictement croissante, dérivable sur R et de dérivée :

La restriction de la fonction tan sur ]%— z

1
T —
1+ 22
On a de plus les deuzx limites suivantes :
T -7
lim arctan(z) = — lim arctan(z) = —
r—>+00 2 Tr——00 2

# Exercice 1

On donne un tableau de valeurs de sinus sur [0,1; 1,5] avec un pas de 0, 1.

4105 ]

0, 3 [ 1,4 [ 1,5 ]
39 [ 0,48 |

; )
;96 | 0,99 | T |

[= 0,10, 3]0,
[ sin(z) [[ 0,1 ][O, ,3 [0,

Sachant que T ~ 1,571, tracer sur la feuille de papier millimétré la courbe de sinus puis celle d’arcsinus.

210
2 [0

©
Clo
\1
R©
2L
m)—‘
~|
PH
%)—‘
o)—‘
NS
Ol

# Exercice 2

Soit x un réel. Déterminer les valeurs de

A(zx) = cos (arcsin(z)) T(x) = cos (arctan(z))

En déduire les formules de dérivation des fonctions arctan et arcsin.

@ Exercice 3

Soit la fonction U : x ~ arccos (cos(x)).

Quel est le domaine de définition de U ? Préciser ses éventuels invariants puis tracer son graphe.

7.2.2 Fonction exponentielle et logarithme

Dans un certain nombre de phénomenes, on retrouve 1’idée que la vitesse d’accroissement d’une grandeur est
proportionnelle & la grandeur elle-méme.

En physique, par exemple, dans certaines réactions nucléaires, plus il y a de particules libérées et plus il y a
de désintégrations (donc de libérations de particules).

En biologie, si 'on observe des bactéries qui se multiplient sur un substrat, la vitesse d’augmentation des
bactéries est proportionnelle au nombre de bactéries présentes.

Sur les réseaux sociaux, plus une rumeur est recue et plus elle est rediffusée.

On qualifie souvent ce type de grandeurs d’ezponentielles. On s’intéressera dans la suite de ce cours a la
fameuse fonction ezponentielle qui permet de comprendre et de décrire ce type d’évolutions.
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7.2.2.1 Définition et propriétés de la fonction exponentielle

Comme le détaille la proposition inscrite plus bas, la fonction exponentielle est la solution d’une équation
différentielle.

Proposition : Définition de la fonction exponentielle en tant que solution d’une équation
différentielle

On s’intéresse au probléme suivant :
On cherche une fonction f définie et dérivable sur R et qui vérifie

0 - 1
(E){f’(x) - f(z) VoeR

Alors, ce probléme posséde une solution unique que [’on appelle fonction exponentielle.
On notera exp(x) l'image de x par cette fonction.

On admettra ’existence de la solution. En revanche, on démontrera 'unicité de la solution une fois établies
quelques propriétés de la fonction exponentielle.

Proposition : Signe et sens de variation de exp

La fonction exponentielle est strictement positive sur R.
Ainsi, elle est strictement croissante sur R.

7.2.2.2 Equation fonctionnelle de la fonction exponentielle

On note parfois la fonction exponentielle par exp(x) = ¢” en posant e = exp(1). Cette notation se justifie par
I’'une des propriétés fondamentales de cette fonction qui transforme les sommes en produits, tout comme les
puissances étudiées au collége.

Proposition : L’exponentielle transforme une somme en produit

Soient a et b deux réels et n un entier.

On a :
exp(a+b) = exp(a)exp(db)
exp(-a) = !
P exp(a)
exp(na) = (exp(a))”

(Remarque 2) Si on pose e =exp(1), on vérifie que
exp(2) = exp(1 +1) = exp(1) exp(1) = exp(1)? = 2.
On a aussi exp(3) = exp(1 +1+1) = exp(1) exp(1)exp(1) = exp(1)® = €® et on peut généraliser (voir
I'exercice plus bas).

(Remarque 3) On aurait également pu définir ’exponentielle en résolvant le probléme qui consiste & cher-
cher toutes les fonctions f qui transforment les sommes en produits.

En exploitant I'avant derniére remarque, résoudre cet exercice.

# Exercice 4

Soient n et p deux nombres entiers avec p non nul.
On pose e = exp(1).
1. Montrer que exp(n) = exp(1)™ = €".
1

2. En dédui I N ——
n déduire que exp(-n) op()" e
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1 1
3. Montrer que exp (—) est la racine p-iéme de e, c’est a dire le nombre er.
p

n

4. Montrer que exp (ﬁ) =epr,
p

(Remarque 4) Cet exercice prouve la notation exp(x) = e* pour les nombres que I'on peut mettre sous la

n . .
forme —. On qualifie de rationnels ces nombres.

7.2.2.3 Limites remarquables de 1’exponentielle

On étudie maintenant les limites en +o00 et —oo de la fonction exp.

Proposition : Limites en +oco et —o0

La fonction exp posséde les limites suivantes en +oo et —oco.

lim exp(x) = +o0 lim exp(x) =0
Ir—>—00

T—>+00

L’exercice suivant permet de prouver ces limites.

# Exercice 5
Soit la fonction f:x +— exp(x) —x
1. a) Pour tout z, déterminer f'(x). Que dire du sens de variation de f'?

b) Résoudre f'(z) = 0 puis en déduire le tableau de signes de f' et enfin le tableau de variations
de f.

2. En déduire que pour tout x, exp(x) > .

3. Conclure concernant lim exp(x)
T—>+00

4. En notant que exp(—x) = ————, démontrer le résultat concernant lim exp(x).
) s

Le tableau de variations d’exponentielle est :

X —00 0 1 +00
A\ +00
¥ 6/
1/

exp(z) /

La proposition plus bas donne deux autres limites & connaitre absolument.

Proposition : Comparaison d’exponentielle par rapport aux fonctions x — z”

Soit p un nombre entier.
On a les deuzx limites suivantes :

i SP@)

lim zPexp(z)=0
T—+00 xP T—>—00

On prouve ces limites en résolvant cet exercice.
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# Exercice 6
P

x
Pour tout entier p on définit la fonction g, : x — exp(z) - —-
p!

1. Montrer que pour tout entier p, et pour tout x, g;Hl(:c) = gp(x).

2. En déduire, par récurrence, que pour tout p et pour tout x >0, g,(x) > 0.

exp(x
3. Conclure quant & lim p( )
T—>+00 ;[;P—l

4. En remarquant que lim aPexp(x) = lim (—z)Pexp(-z), conclure sur lim zPexp(x).
xr—>—00 r—>+00 T—>—00

On démontre également une autre limite & connaitre en résolvant I’exercice qui suit.

@ Exercice 7

Donner la formule du taux d’accroissement d’exponentielle entre 0 et x ou x désigne un nombre
quelconque non nul.
En déduire que :
exp(z) -1
lim —p( ) =

50 T

1

Proposition : Taux d’accroissement en 0

On a
ex—l_

x

lim 1

*
z—0

# Exercice 8
Soit la fonction f: x e '/®

1. Déterminer le domaine de définition et de dérivabilité de cette fonction.

2. Aprés avoir étudié le signe de sa dérivée et déterminé les limites nécessaires, dresser le tableau de
variations de f.

3. Calculer :
lim f'(z)

z—0*

7.2.2.4 Logarithme népérien

Définition : Logarithme népérien
La fonction exponentielle établit une bijection de R sur R}.

Sa fonction réciproque définie de R vers R s’appelle le logarithme népérien.
On peut donc la définir de cette maniére :

In: ]0; +oo[ - R
y - e -y
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Par définition, pour tout y > 0, on a e™®) = y. De méme, pour tout z, In (e”) =
x.
Comme exp(0) =1 et exp(1) = e, on a les valeurs remarquables :
In(1) = 0
In(e) = 1

On a établi précédemment qu’exponentielle « transforme des sommes en produits ». On peut en déduire tout

naturellement que le logarithme transforme les produits en somme.

Proposition : Propriétés du logarithme népérien

Soient a et b deux réels strictement positifs et n un entier :

In(ab) = In(a)+1n(b)
In (é) —In(a)
In(a") = nln(a)

En outre, la fonction logarithme népérien est strictement croissante et sa dérivée est

1
T —
x

lil’él In(x) = —o0 lim In(x) =+o0
=0t T—+00

On a également les limites suivantes & connaitre :

1
lim zIn(x) =0 lim n(z)
z—0*t Tr—>+00 €

Le logarithme posséde les limites suivantes aux bornes de son ensemble de définition :

@ Exercice 9

En utilisant éventuellement les équations fonctionnelles et les sens de variations de In et exp, résoudre

les équations suivantes :

a) e = 1 c) In(z) +In(3) =5 e) e’ +e
2
e’ 1 )
=3 d) e =4 f) In(2?) - In(z) = -5

# Exercice 10

Résoudre les inéquations suivantes :

a) In(z) —In(2) <4 c) 4e® < -3 e) ©
eT + e
b) 4e” <3 d) e +e% >3 £) e* 27 5 4

@ Exercice 11

Par des changements de variables judicieux, déterminer les limites suivantes :

. . In(x)
3
Jimn, /In(r) A
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# Exercice 12

Déterminer les limites suivantes :

lim zln(z) -« lim zln(z) - 2 lim In(z?) - In(3z)
x—>+00 x—>+00 T—>+00
In (2 In(z?) -1
lim El((z)) zhjgfw Ihjg{fx ln(ac) sin (xB _ exp(m))

@ Exercice 13

Etudier la fonction x + In(x) — 2% + 2 : domaine de définition, sens de variation, limites.
Donner le nombre de solutions de In(z) = 2% - 2.

# Exercice 14

On note C la courbe de In. On cherche a étudier la position de C par rapport a I'une de ses tangentes.
On fixe a > 0 un nombre et T, la tangente a C au point d’abscisse a.

On note f, la fonction dont T, est la courbe représentative.

1. Pour tout x > 0 déterminer f,(x).

2. Etudier le sens de variation de la fonction
Ag(x) = fa(z) —In(x). Conclure quant a la position de C par rapport a T,.

A4

Bl

()]
~— ]

/ Fonctlion exp

4o
\

) )

Fonction In ]

()

N
—

(/8]

@ Exercice 15

In(1 +
Déterminer lim M
z—0 x

Indication: On pourra reconnaitre un taux d’accroissement.
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7.2.2.5 Fonction z ~ a”, logarithme base «

Pour tout nombre a > 0, on peut définir la fonction x — a® de cette maniére :

Définition : Fonction z — a*

Soit a >0 un nombre. On définit la fonction x — a® en posant, pour tout nombre réel x, a” = et In(a),

# Exercice 16

Déterminer le domaine de dérivabilité puis la dérivée de la fonction x + a”.

# Exercice 17

Montrer qu’avec cette définition, et en se servant des propriétés d’exponentielle, on retrouve les valeurs

usuelles de a', a®, a™*.

Proposition : Equation fonctionnelle

On se place dans les mémes hypothéses. Alors, pour tout (x; y) € R?:

., a
a* =" x a¥ a® Y= — a®™ = (a®)?
a

@ Exercice 18

Montrer cette proposition.

Proposition : Limites et sens de variation

Mémes hypothéses. Le comportement de la fonction x — a® dépend de a.
e Sia>1, la fonction x — a”® est strictement croissante. De plus, dans ce cas :

lim a® = +00 lim a” =0"
xr—+00 T—>—00

e Siac[0; 1[, la fonction x — a® est strictement décroissante. De plus, dans ce cas :

lim a*=0" lim a® = +o0
2—>+00 T—>—00

Le comportement de x ~ a® est une généralisation du comportement d’une
suite géométrique de raison a.

En particulier, on retrouve les mémes limites en +oo et le méme sens de variation.

# Exercice 19
Soit a > 0 et la fonction x — a® associée. Soit y un nombre strictement positif.

Déterminer, en fonction de y, le nombre x tel que a* = y.

On appelle logarithme base a la fonction réciproque de x — a®. Elle posséde la
méme équation fonctionnelle que le logarithme usuel (népérien).
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7.2.3 Fonction partie entiére

Définition : Fonction partie entiére

Pour tout nombre réel x, on définit la partie entiére de x par

|z| =max{keZ/k<x}

La partie entiére de x est ainsi 'unique entier k tel que k <x < k + 1.

La partie entiére de x correspond & ’approximation par défaut de x & I'entier
le plus proche. Si x est un nombre positif, la partie entiére de z correspond
ainsi & I’écriture de décimale de = sans les chiffres apreés la virgule.

@ Exercice 20

Sans calculatrice, déterminer les parties entiéres des nombres suivants :

-84
A=1,25 B=-1,25 C:% D = /50
1 1
- F = /237 G-3/5 H -
0,0082 V5 12029

1 V12812
V15 -4 7

K =(1,20)'0 L =100 x0,9*

Proposition : Propriétés de la partie entiére

La fonction partie entiére est croissante et elle a les deux limites suivantes :

lir+n |z] = +00 lir_n |z] = —o0

# Exercice 21

Dire, en le justifiant, si les phrases suivantes sont vraies ou fausses.
a et b désignent des nombres réels et n et p sont deux entiers relatif

a) la+b]=|a]+[b]. d) [nal=nlal.
b) laxb]=[a]x]b]. )laJ= la].
¢) la+n]=|al+n. f) la]<0=a<0.

# Exercice 22
10"z
10™

—

Soit x un nombre réel positif. Pour tout nombre entier n, on pose a, =

1. Ecrire les valeurs de ag, a1, ap dans le cas de x = V2.
1
2. Montrer, pour tout n, que x > a,, et que Ton > Ap+1 — Gn 2 0.

3. Que représente la suite des ay, ?



Chapitre 8

Nombres complexes : généralités

« Le dessein qui le guidait n’'était pas impossible, bien que surnaturel. Il voulait réver
un homme : il voulait le réver avec une intégrité minutieuse et l'imposer a la réalité. Ce
projet magique avait épuisé tout l'espace de son dme; si quelqu’un lui avait demandé
son propre nom ou quelque trait de sa vie antérieure, il n'aurait pas su répondre.»

Jorge Luis BORGES, Les ruines circulaires (extrait de Fictions)

8.1 Perspectives historiques

8.1.1 Un peu d’histoire des nombres

L’apparition historique des ensembles successifs de nombres suit approximativement 1’ordre dans lequel on
les découvre & ’école.

A T'école primaire, les enfants savent manipuler des nombres entiers naturels (ensemble noté N) et faire les
opérations courantes sur les entiers :

2+3=5,13x4 =52, 1564-12 = 142. Mais a cette époque, il leur est interdit de soustraire 15 & 3. Pour pouvoir
étendre la soustraction a I’ensemble des nombres, il leur faut attendre le collége et l'introduction des nombres
relatifs. Ainsi, au collége, on a posé 5 —7 = -2 et on a pu étendre les opérations usuelles sur les entiers & ce
nouvel ensemble appelé entiers relatifs (noté Z), ce qui permet de résoudre toutes les équations de la forme
a+x=0ou a et bsont des entiers et = est I'inconnue.

Cependant, a ce stade, il reste impossible, dans la plupart des cas, de résoudre une équation de la forme
ax = b avec a un entier non nul et b un autre entier. Afin de donner les solutions d’une telle équation, il faut

inventer un nouvel ensemble de nombres qu’on appelle les rationnels (noté Q). On pose ainsi — la solution
a
4

. . . : a a
de ’équation ax = b et on définit une régle d’égalité entre les nombres rationnels : 7y lorsque ab’ = a’b.

A partir de cette définition, on peut étendre toutes les opérations usuelles & ce nouvel ensemble.

Meéme avec cette nouvelle construction, il demeure des nombres qui ne sont pas des rationnels et sur lesquels
on peut faire des calculs, comme par exemple les racines. Afin de définir tous ces nombres que I’on manipule
concrétement, on parle de I’ensemble des nombres réels (noté R). Ces nombres ont en effet une valeur que
I’on peut représenter concrétement par un point sur une droite numérique.

8.1.2 Les nombres imaginaires : un auxiliaire de calcul

Ce qui rend I’étude des mathématiques palpitante, c¢’est qu’elle est, a 'image de ’histoire des idées, faite
de trouvailles audacieuses, d’hésitations, de renoncements puis de consécrations. L’histoire des nombres
imaginaires suit cette trame dramaturgique.

Sans entrer dans les détails techniques, les nombres imaginaires ont été inventés comme un auxiliaire de
calcul pour la recherche de racines d’un polynéme du troisieme degré, c’est-a-dire pour la résolution d’une
équation de la forme ax® +ba? + cx +d = 0. BOMBELLI, un mathématicien italien du XVIe siécle a ainsi utilisé
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le symbole /-1 lors d’une série de calculs et s’est apercu que le résultat final correspondait bien & la solution
réelle.

A I'époque, personne n’était prét & accepter que I'on pouvait manipuler v/—1 comme n’importe quel nombre
mais I'usage d’écrire /=1 dans des calculs intermédiaires s’est répandu malgré le scandale provoqué dans
la communauté des mathématiciens de I’époque. Et c’est en utilisant ces nombres impossibles qu’on s’est
finalement rangé a l'idée qu’on pouvait les manipuler comme n’importe quel autre nombre (a quelques
exceptions pres). Et plus on a généralisé leur utilisation et plus ils se sont rendus utiles dans la résolution de
problémes physiques ou mathématiques jusqu’alors hors de portée a tel point qu’aujourd’hui ils sont devenus
indispensables. Concrétement, tous les problémes physiques de propagation, toutes les modélisations de
infiniment petit !, ainsi que beaucoup d’équations d’électronique s’écrivent et se résolvent avec des nombres
imaginaires.

Dans la communauté des mathématiciens, la résistance au changement est
@ grande. L’histoire des mathématiques est marquée par des tragédies o des
esprits brillants n’ont pas été entendus en raison de leur trop grande créativité. Les
trajectoires d’ABEL ou de GALOIS en sont une illustration.

8.2 Définitions et premiéres propriétés

8.2.1 Un ensemble de nombres qui étend les nombres réels en conservant les opérations
usuelles

Exactement comme I’a fait historiquement Bombelli, on définira les nombres complexes & partir d’une solution
de I'équation 22 + 1 = 0. On notera i cette solution. La définition plus bas explique ce qu’est un nombre
complexe et détaille les opérations que 1’on peut faire avec les nombres complexes.

Définition : Nombre complexe, écriture algébrique, partie réelle, partie imaginaire, opérations
sur les nombres complexes

Le nombre i désigne une solution de l’équation x*>+1=0, i.e. i = -1.

On dit que z est un nombre complexe lorsqu’il existe deur uniques nombres réels a et b tels que z = a + ib.
La forme a +ib s’appelle ’écriture algébrique de z.

a s’appelle la partie réelle de z et b s’appelle la partie imaginaire de z.

On note R(z) et I(z) les parties réelles et imaginaires de z.

Dans le cas ot b=0, z est un réel pur et dans le cas ot a =0, z est un imaginaire pur.

Deux nombres complexes sont égaux lorsque leurs parties imaginaires et réelles sont simultanément égales.
Soient z = a+ib et 2’ = a'+ib" deuz nombres complexes. On étend les opérations d’addition et de multiplication
des réels en posant :

z+2 (a+a")+i(b+1")
22" = (ad -bb) +i(ab’ +a'b)

On note C ce nouvel ensemble de nombres.

La multiplication de deux nombres complexes se fait trés naturellement, en
utilisant la double distributivité (a +ib)(a’ +1ib’) = aa’ + iab’ + iba’ + i2bb’. Mais
comme i2 = —1, on obtient (a +ib)(a’ +1ib') = aa’ - bb' +i(ba’ + ab")

Avec cette définition, on conserve les mémes propriétés que les nombres réels pour les opérations usuelles :

1. Cette science s’appelle la mécanique quantique.
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Proposition : Propriétés usuelles des opérations sur les nombres complexes

Soient z1, zo, 23 trois nombres compleres. On a :
21 + 29 = 2+ (Commutativité de +)
21+ (22+23) = (21+29)+23 (Associativité de +)
21722 = 2921 (Commutativité de x)
21(2223) = (2122)23 (Associativité de x)
21(z2 + 23) = 2129+ 2123 (Distributivité)
0+ 21 = 2 (0 est un élément neutre pour +)
0z1 = 0 (0 est un élément absorbant pour x)
1z = 2z (1 est un élément neutre pour x)

Par ailleurs, tous les nombres complexes possédent un opposé et les nombres complexes non nuls sont inver-
sibles.

Les propriétés qui précédent nous montrent que l’addition et la multiplication
de complexes possédent les mémes propriétés que ’addition et la multiplica-
tion de réel. Cela signifie que 1'on pourra utiliser les mémes techniques de calcul :
simplification, distributivité, factorisation, développement.
D’autre part, des formules telles que la somme des termes d’une suite géométrique ou
le bindme de Newton restent valides sur ’ensemble des complexes.

Proposition : Opposé d’un nombre complexe, inverse d’un nombre complexe non nul
Soit z un nombre compleze. On a z+ (=1)z =0, c’est-a-dire que (—1)z est l'opposé de z ; on le note —z.

Soit 2" un nombre complexe non nul alors 2’ posséde un unique inverse que l'on note —.
z

On peut maintenant manipuler des nombres imaginaires.

# Exercice 0

Simplifier les expressions de maniére & se ramener a des nombres de la forme a + ib avec a et b deux
réels.
En déduire les parties réelles et imaginaires de A, B, C et D.

A=%i_%+%i+% B=(1-1)(1+1)
C=(2i)3+2—5i—§ D=(2i)4+5i—§

L’exercice suivant expose une démonstration de 'existence de l'inverse.

@ Exercice 1

Soit a et b deux réels tels que a + 0 ou b # 0. Soit le nombre complexe z = a + ib.
On pose z = a — ib.

1. Montrer que zZ est un réel et que 'on a 2% = a® + b*.
1
2. En déduire la valeur de z x (2— X E)
a? + b2

3. Finalement, quel est Iinverse de z 7
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@ En pratique, pour déterminer un inverse, on utilise le méme genre de technique

que pour « éliminer » les racines d’un dénominateur. Par exemple :
1+2i 1+21 1 2,

= = ==d =
1-21 (1-20)(1+2) 1-42 5 5

# Exercice 2

Simplifier les expressions de maniére & se ramener & des nombres de la forme a + ib avec a et b deux
réels.

En déduire les parties réelles et imaginaires de A, B, C' et D.

A 1 B 2 1

3472 T 3-i 2
1 1-i

= —— Dzi
(3-1)2 V2 - 3i

8.2.2 Conjugué et module

On appelle conjugué de z le nombre Z introduit dans le premier exercice. Le conjugué des nombres complexes
a la méme fonction que le conjugué dans des expressions avec des racines. Voila sa définition

Définition : Conjugué, module d’un nombre complexe

Sotent a et b deur nombres réels et le nombre complexe z = a + ib.
On appelle conjugué de z le nombre z = a — ib.

On appelle module de z le nombre |z| = Va? + b2.

On établit maintenant les propriétés du conjugué.

Proposition : Régles de calcul sur le conjugué

Soient z1, zo, 23 trois nombres complexes avec z3+0. On a :

Zi= 21 21 x 77 = |21 At =2+ 2
- 1 1 _ )
Z1 X 29 =21 X 29 — == 21 =21 < 2z est réel

z3 Z3

Partant de ces régles de calcul sur le conjugué, on en déduit des régles concernant le module.

Proposition : Régles de calcul sur le module

Sotent z1, zo, 23 trois nombres complexes avec z3 +0. On a :

1 1

|21 % 29| = |21] % |22] —|== |21 + 29| < |21 + |22
z3 ’23’

|21] =0 < 21 est nul |z1| = |21]

On appelle inégalité triangulaire la troisiéme propriété.

Le module « étend » la valeur absolue. En pratique, le module d’un nombre
réel correspond & la valeur absolue de ce réel. Cela justifie que la notation est
identique.
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# Exercice 3

Déterminer le conjugué puis le module des nombres suivants :

A=3i B=-4 C=3-i
2i 2450 1

= F:*
3+i 1-2i (3-1)2

# Exercice 4

Soient a et b deux nombres réels et z = a + ib.
Ecrire en fonction de a et b les valeurs de z +Z et z — Z.

L’exercice précédent nous permet de montrer deux points de la proposition suivante.

Proposition : Propriétés des parties réelles et parties imaginaires, lien avec le conjugué

Soient z, z1, zo trois nombres complexes et soit X\ un nombre réel. On note R (z) et T (z) les parties réelles
et imaginaires de z.

On a :
R (21 +22) = R (21) + R (2) R (Az) = AR (2) m(gzzgz
(21 +22) =3 (21) + 3 (22) 3(Az) = AT (2) 3@):2;5

8.2.3 Forme trigonométrique et exponenielle
8.2.3.1 Argument d’un nombre complexe

Dans le chapitre de géométrie du plan, on a introduit la notion de coordonnées polaires. On rappelle ici
quelques propriétés qui vont nous étre utiles pour la suite.

Proposition : Point du cercle trigonométrique

Soit M un point tel que OM = 1. Alors il existe unique 0 défini a 2w prés tel que

cos(6)
A4(anw))

0 correspond a l’angle (é; O—]\i)

Cette proposition permet de démonter le lemme.
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Lemme : o? + 32 =1

Soient deuz nombres réels o et 3.

cos(f) = «

sin(0) = 8

De plus, on a dispose d’un algorithme pour déterminer la valeur de 0 a l’aide de la fonction arctan.

a? + % =1 si et seulement si il existe un angle 6 tel que

Sixz=0:
Siy>0 :
0=
Sinon :

6=F

vl

Fin s
Sinon :
Sixz>0:
0 = arctan £
Sinon :
6 = arctan £ + 7
Fin st
Fin si

(67

Démonstration. Si on définit le point M (/B

) dans un repeére orthonormé direct muni de son cercle trigono-

métrique I', on a ’équivalence :
o+ ﬂQ =1 <= MeT

La proposition précédente permet alors de conclure! ]

Ce lemme permet d’introduire une nouvelle notion : 'argument.

Définition : Argument d’un nombre complexe, forme trigonométrique

Soit z un nombre compleze non nul.
Alors il existe un nombre 0 défini a un multiple de 27 prés tel que :

z =|z| (cos(0) +isin(6))

0 s’appelle 'argument de z et on le note 6 = arg(z).
On dit que |z|(cos(8) +isin(0)) est la forme trigonométrique de z.

On utilise un pronom défini pour désigner I’argument mais on gardera en téte
A qu’il est toujours donné & un multiple de 27 prés. En fait 'argument doit étre

considéré comme un angle.

Une premiére proposition trés simple concernant les arguments des réels et imaginaires purs.

Proposition : Argument d’un réel pur, d’un imaginaire pur

Soit z un nombre complexe non nul.

z est un réel pur si et seulement si arg(z) = 7 ou arg(z) = 0 auz multiples de 27 prés. Dans le cas ou
arg(z) =0, il s’agit d’un réel positif. Dans le cas ou arg(z) = m, il s’agit d’un réel négatif.

. o . . 0 7r _
z est un imaginaire pur si et seulement si arg(z) = 5 ou arg(z) = - 0T multiples de 2m pres.
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# Exercice 5
Déterminer le module, ’argument puis la forme trigonométrique des nombres :

A =3i B=-i C=12 D=-5
E=1+iV3 F=2+9% G =3-5i H=-5-i

8.2.3.2 Une fonction aux propriétés familiéres, propriétés de ’argument

L’objectif de ce paragraphe est de justifier la notation que ’on introduira plus loin
el? = cos(0) +isin(6).

# Exercice 6

Soient z1 et zo deux nombres complexes non nuls.
En notant 6 et 0y les arguments de z; et zo, prouver que

21 X 29 = |zl| X |ZQ| [COS ((91 + 92) +1isin ((91 + 02)]

L’exercice qui précéde permet de prouver la premiére égalité de la proposition suivante.

Proposition : Régles de calcul sur ’argument

Soient z1, zo deur nombres complexes tous non nuls et n un entier. On a :

1
arg(s1 x 22) = arg (1) + arg(22) arg (- ) = -arg(21)
1

arg (71) = —arg(z1) arg (21) = narg(z1)

# Exercice 7

Prouver par récurrence sur n, que, pour tout entier n et pour tout nombre 0 :
(cos(8) +isin(#))" = cos(nh) +isin(nd)

On en déduit la formule de Moivre.

Proposition : Formule de Moivre

Pour tout entier n et pour tout angle 0 :

(cos(#) +isin(#))" = cos(nB) + isin(nh)

8.2.3.3 Notation exponentielle

Les propriétés de 'argument étudié précédemment justifient en partie 'utilisation de la notation exponentielle
pour écrire un nombre complexe.

Définition : Forme exponentielle

Pour tout angle 0, on note € = cos (0) +isin (8) de sorte que, si @ désigne argument d’un compleze z non
nul, on a :

z =|zlel?

On dit que |z]e?? est la forme exponentielle de z.
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La forme exponentielle désigne en fait une « vraie » fonction exponentielle qui
vérifie les propriétés usuelles étudiées précédemment.
Cette notation exponentielle et le lien établi avec les fonctions trigonométriques sont
a lorigine de la plupart des applications des complexes en physique : étude des sys-
témes périodiques, ou des phénomeénes de propagation, étude des structures cristallines,
techniques de résolutions d’équations différentielles...

@ Exercice 8

1. Déterminer les modules et arguments des nombres suivants. En déduire leur écriture exponentielle.

A=3i B=-4 C=1-i
2i E:1+i 1

2. Sans faire de calcul compliqué, déterminer la forme exponentielle puis algébrique des nombres
suivants :

N (1+i)»
J = (—1 - 1\/5) = W



Chapitre 9

Primitives et équations différentielles

« Now, the value of an idea has nothing whatsoever to do with the sincerity of the
man who expresses it. Indeed, the probabilities are that the more insincere the man
is, the more purely intellectual will the idea be, as in that case it will not be coloured
by either his wants, his desires, or his prejudices. However, | don't propose to discuss
politics, sociology or metaphysics with you. | like persons better than principles, and
I like persons with no principles better than anything else in the world. Tell me more
about Mr. Dorian Gray. How often do you see him 7»

Oscar WILDE (1854-1900), The Picture of Dorian Gray

Il existe de nombreuses grandeurs dont la vitesse d’accroissement est fonction de la grandeur elle-méme.
Par exemple, la vitesse d’augmentation d’une population de bactéries dépend de la taille de la population
elle-méme ; ou encore, 'accélération d’un point a ’extrémité d’un ressort dépend de la position de ce point.
On a vu précédemment que c’est la notion de dérivée qui permet de mesurer la vitesse instantanée. Ainsi,
mathématiquement, on traduira le fait que I'accroissement d’une grandeur dépend de la grandeur elle-méme
par une équation liant la dérivée d’une fonction et la fonction elle-méme. Une telle équation portera le nom
d’équation différentielle.

L’inconnue d’une équation différentielle sera donc une fonction.

Nous allons étudier dans ce chapitre des cas particuliers de telles équations.

La résolution de ces équations nécessitera de faire appel & la notion de primitive dont nous rappellerons
quelques propriétés en premiére partie.

9.1 Primitives des fonctions continues

moment, il faut retenir cette définition intuitive :
« Une fonction est continue sur un intervalle I lorsque, pour tracer son graphe on n’a
pas besoin de lever le crayon. »

@ On abordera la notion de continuité avec rigueur au second semestre. Pour le

9.1.1 Définition et premiéres propriétés

La primitive est en quelque sorte I'opération réciproque de la dérivée comme 1’explique la définition plus bas.

Définition : Primitive d’une fonction continue

Soit une fonction f continue, définie sur un intervalle J.
Alors il existe au moins une fonction F' telle que, pour tout x de J,
F'(z) = f(z). On dit que F est une primitive de f.

Démonstration. La démonstration de ’existence des primitives se fera au second semestre. ]
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On peut chercher dans certains cas particuliers des primitives de fonctions en exploitant les formules de
dérivation.

# Exercice 0

Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de la fonction dont on aura précisé ’ensemble
de définition.

1
firz~1 forx w22 f3iz—>e® faix— =
x

fs:z e

: cos : si : _
[f5 i@ cos(x) fo 12— sin(x) Jrize 1522 —

On parle d’une primitive d’une fonction. En effet, pour une fonction donnée, il
. existe une infinité de primitives comme le prouve la proposition plus bas.

Proposition : Les primitives sont définies 4 une constante prés

Soit f une fonction continue, définie sur un intervalle I et soit F' une primitive de f.
F désigne enfin une fonction définie sur I. Alors :

F est une primitive de f si et seulement si F - F est constante sur I.

Démonstration. Si F est une autre primitive de f, la fonction F — F est dérivable et pour tout x de I,
(F F) (z) = F'(2) - F'(2) = f(z) - f(z) = 0. La fonction F - F est donc bien constante.

Réciproquement, si F'— F est constante et égale au nombre k. On a donc, pour tout z de I, F'(x) = F(z) +k.
En particulier, F est dérivable et on a F'(z) = F'(z) +0 = f(z). On en déduit que F' est une primitive de

g O

pres. Il suffit de connaitre une primitive F' de f pour savoir que toutes les autres
primitives s’écrivent F' + k, avec k constante.

@ Toutes les primitives d’une fonction donnée sont donc égales & une constante

La propriété établie permet de déduire que deux primitives d’'une méme fonction sont égales si et seulement
si elles sont égales en un nombre au moins.

Proposition : Egalité de deux primitives d’une méme fonction

Soit une fonction f définie sur un intervalle I. Soient F et F deuz primitives de f. On a la propriété

sutvante : B ~
Jxg € I/ F(xg) =F(xy) < Vael, F(z)=F(x)

Démonstration. La réciproque est évidente. En effet, si Vo € I, F(x) = F(x) alors, bien sir :
Az € 1]/ F(xg) = F(x0)

On examine maintenant le sens direct. On suppose 3zg € I/ F(xg) = F(x0).

Comme F et F sont des primitives d’une méme fonction, leur différence est une constante (d’apres la
proposition portant sur 1’égalité de deux primitives). Cette constante est en particulier égale a F'(zq)—F (o) =
0. Ainsi, la différence des deux fonctions est la fonction nulle. Les deux fonctions F et F sont donc égales. [



9.1 PRIMITIVES DES FONCTIONS CONTINUES 93

Partant de cette proposition, on établit un corollaire.

Corollaire : Primitive d’une fonction continue avec condition initiale

Soit une fonction f définie sur un intervalle I. Soit xg €I et k un nombre.
Alors il existe une unique primitive de f notée F telle que F'(xg) = k.

Démonstration. On sait qu’'une primitive existe. Notons-la F.

Par construction, la fonction F : x — F(x)-F(x0)+k vérifie F(zq) = k. De plus, par construction, la fonction
F — F est constante, égale a —F () + k.

Ainsi, F' est une primitive telle que F'(zg) = k. L’unicité de F est, quant a elle, garantie par la proposition
précédente. ]

Proposition : Linéarité de la primitive
Soient [ et g deuz fonctions continues, définies sur un intervalle I. Soit A un nombre fizé.

Soient F' et G des primitives de f et g.
Alors la fonction F + G est une primitive de f + g et la fonction \F' est une primitive de \f.

Démonstration. Cela découle directement des propriétés de la dérivée d’'une somme et d’un produit par un
réel. g

9.1.2 Calculs de primitives

On commence par établir ici un tableau de primitives des fonctions usuelles puis par établir quelques tech-
niques de calcul de primitives.

9.1.2.1 Primitives de fonctions usuelles

Gardons en téte qu’une primitive est définie G une constante prés ! On ne parle jamais de LA primitive d’une
fonction sauf st [’on précise une condition initiale.

n désigne un nombre entier différent de —1.

k et a sont des nombres réels fixés avec o # —1.

| Définition | /@) | F@) |
R k kt
R (ou R* sin<0) t" — x ¢t
|R1— te ﬁ x ta+1
R el el
1
R* = In |¢|
t
R cos(t) sin(t)
R sin(t) —cos(t)

R\{Z +km, keZ} | tan(t) | —Infcos(t)|

arctan(t)

arcsin(t)
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9.1.2.2 Application de la linéarité et de la formule de dérivation composée

Rappelons que la linéarité des primitives (héritée de la linéarité de la dérivation) permet de déterminer une
primitive de f+ Ag comme étant F' + AG (ou F et G sont des primitives respectives de f et g).
Voici un petit exercice d’application.

@ Exercice 1

Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de la fonction dont on aura précisé ’ensemble
de définition.

1
fiizeaz?+32-5 fo iz 2013 = 3212 faix e 3e + —
x
4
fa:ix—1-sin(x) f5 12~ cos(z) — 3sin(x) f6:x»—>m—3
x

f7 iz~ 2tan(x) — cos(z) +12x

-1
foiwr
V1-22

La formule de la dérivation composée fournit également des possibilités de calcul de primitives.
En général, il s’agit, par des factorisations « forcées » de faire apparaitre des formules de dérivation composée
!

1, n—1 u, )

u
usuelles (par exemple u'e", —, nu'u

,
1+u?
Explorons ces méthodes a travers des exercices.

# Exercice 2

1
Soit la fonction f : t = "3, En remarquant que pour tout t, f(t) = 5 x2e?43  déterminer une primitive
de f.

@ Exercice 3

m et p désignent des nombres réels fixés avec m + 0.
Soit la fonction f :t+ ¢™*P En s’inspirant de Iexercice précédent, déterminer une primitive de f.

@ Exercice 4
1

2t +3

Soit la fonction g : t . En remarquant que pour tout t, g(t) = , déterminer une

1

— X —
o 2 2t+3
primitive de g.

# Exercice 5

m et p désignent des nombres réels fixés avec m # 0.

Soit la fonction g : t — . En s’inspirant de Iexercice précédent, déterminer une primitive de g.

mt+p

@ Exercice 6

m et p désignent des nombres réels fixés avec m + 0.
« désigne un nombre réel différent de —1.
Soit la fonction h :t — (mt+p)®. En s’inspirant de ce qui précéde, déterminer une primitive de h.

@ Exercice 7

4 . - .. . 2
Déterminer une primitive de la fonction n:x — e ™ .
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# Exercice 8

1
Soit la fonction 7 : t — T1or5 3 En utilisant des résultats sur la forme canonique d’une fonction du
+ 2t +
second degré, déterminer une primitive de r.

@ Exercice 9

Déterminer les primitives des fonctions suivantes qui s’annulent en 1 :

1
fiixe2 f2:x|—>x2—x faix—e®+3 faix e —
T
1 3 e’ e’
f5‘$'—’m Je:xm Vr-2 f7-96"—’engLl f4-9€'—>m

9.2 Equations différentielles linéaires a coefficients constants

9.2.1 Equations du premier ordre

9.2.1.1 Deéfinition et structure des solutions

Définition : Equation du premier ordre a coefficients constants, second membre, équation
homogéne

Sotent un nombre a € R et une fonction b définie et continue sur un intervalle 1.

y désigne une fonction définie et dérivable sur I.

L’équation

y' (@) +ay(z) =b(x)  (E1)

s’appelle une équation différentielle du premier ordre a coefficients constants.
La fonction b s’appelle le second membre de cette équation.
Une solution de cette équation sur lintervalle I est une fonction y dérivable telle que pour tout x de I,
Uégalité (Ey) est vérifiée.
Enfin, Uéquation
y(@)+ay(x) =0 (H))

s’appelle I’équation différentielle homogéne (ou sans second membre) associée.

Proposition : Structure des solutions d’une telle équation
On reprend les mémes hypothéses que précédemment.
On suppose que p1 est une solution de (E7).

Alors une fonction s est solution de (E71) si et seulement si w2 — 1 est solution de l’équation homogéne
(Hy).

Démonstration. Montrons le sens direct.
On suppose que @1 et po sont deux solutions sur un intervalle 1.
Dans ce cas, pour tout x de I :

() + apa(x) = b(x)
1 (z) + ap1(x) = b(x)
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Par soustraction de ces deux équations, on obtient pour tout x de I :

©3(x) = 1 (x) + apa(z) - apy (z) =0

En utilisant la linéarité de la dérivée et en factorisant par a on obtient :

(p2(2) = p1(2)) +a(p2(x) - p1(2)) = 0
Ce qui signifie que @9 — 1 est bien solution de I’équation homogene (Hy).

Montrons le sens réciproque. On suppose que @1 est solution et qu’une fonction @9 est telle que s — @1 est
solution de I’équation homogéne. On pose 6 = w2 — 1.
11 s’agit de montrer que 2 = 1 + 0 est solution de (E). On calcule, pour tout x de I :

¥h(x) + apa(x) = (1 +0) () +a(p1+0) (z)
=1(2) +0'(2) + ap1(z) + ab(x)
=1 (2) +ap(x) +0'(z) + ab(z)
Or ¢y est solution de (FE) donc ¢ (z) + ap1(x) = b(x) et O est solution de (H;) donc 6'(z) + af(x) = 0.
Finalement, on obtient :
05(x) + apa(z) =b(z) +0
Ce qui prouve bien que ¢y est solution de (Ej). O

Corollaire : Solution particuliére, solution générale

Soit fo une solution de l’équation (Ey).
Alors l’ensemble des solutions de (E1) sont les fonctions de l’ensemble :

{fo+yo ot yo est une solution de (Hy)}

On dit que fo est une solution particuliére de [’équation (E1).

9.2.1.2 Reésolution de 1’équation homogéne

On va s’intéresser a la résolution de I’équation homogeéne.

Proposition : Solutions de I’équation homogéne

y est une solution de l’équation homogéne (Hy) si et seulement si il existe un réel k tel que :

Veel, y(x) = ke ™

Démonstration. Montrons le sens réciproque. Soit une fonction dont ’expression est pour tout z de I,
y(x) = ke .
On a alors, pour tout z :
Y (z) +ay(z) = (ke™™®) + kae
axr

= —kae ** + kae”
=0

Montrons maintenant le sens direct. Soit y une solution de I’équation différentielle homogéne.
Définissons, pour tout x de I, la fonction ¢(x) = y(x)e®. On va prouver que ¢ est constante.
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En effet, pour tout x :

¢'(z) =y (x)e™ + ay(z)e™
=e" (y'(2) + ay(x))
=0

Ainsi, ¢ est bien constante. Donc il existe un réel k tel que pour tout x, p(z) =k, c’est a dire

k
y(@)e™ =k = y(x) = = =ke™

eaz

9.2.1.3 Déterminer des solutions particuliéres

On I’a vu, déterminer les solutions de ’équation homogéne ne présente pas de grande difficulté.

La recherche de la solution particuliére peut, en revanche, s’avérer délicate et il n’existe pas de méthode qui
garantit & coup str la réussite de cette opération.

Un principe général est de chercher une fonction de la « méme famille » que le second membre.

Proposition : Solutions particuliéres d’une équation différentielle du premier ordre

On considére une fonction b définie sur un intervalle I et un nombre a.

On s’intéresse a des solutions particuliéres de [’équation
y' +ay=b  (E)

Alors, le tableau suivant recense des solutions particuliéres de cette équation pour certaines formes de b

second membre solution particuliére

o P(2) T Q)
avec QQ un polyndme

x> e x> Ae™”
avec A eR

x + cos (wr) x +— Acos (wz) + Bsin (wz)
avec (A; B) e R?

x — P(x)e™” x> Q(xz)e*”
avec Q) un polynome

x — P(x)cos (wx) x— (A(z) cos (wx) + B(x) sin (wx))
avec A et B deuz polyndmes

x — cos (wx) e x+— (Acos (wx) + Bsin (wzx)) e**
avec (A; B) e R?

x — P(x)cos (wx)e*” x— (A(z) cos (wx) + B(x)sin (wzx)) e**
avec A et B deuz polyndmes

Et lorsque le second membre s’écrit sous forme de somme de fonctions de familles différentes, on dispose d’un
résultat assez commode.
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Proposition : Principe de superposition
Soient a un nombre, et by et by deux fonctions continues sur un intervalle I.
Soient A1 et Ao deuz réels.

On suppose que f1 et fo sont des solutions particuliéres respectives de y' +ay = by et y' + ay = bs.

Alors A\ f1 + Aofo est une solution particuliére de

y' +ay = )\1()1 + )\2()2

# Exercice 10

Prouver cette proposition.

Enfin, dans le cas ou ’on impose une valeur initiale, la solution est unique.

Proposition : Unicité des solutions avec conditions initiales

On reprend les mémes hypothéses. Soit ce I et € R.

Si l’équation (Ey1) admet des solutions alors il existe une unique solution ¢ telle que

p(a) =4

# Exercice 11

On considére un interrupteur ouvert, un condensateur non chargé de capacité C et une résistance R
branchés en série sur un générateur de tension constante Ey > 0.

En t =0, on ferme 'interrupteur.
On note U(t) la tension aux bornes du condensateur.

1. Déterminer I’équation différentielle vérifiée par U (t) ainsi que la tension initiale U(0). On pourra
poser T = RC.

2. En déduire I'expression de U(t).
3. Au bout de combien de temps a-t-on U(t) = % 7

@ Exercice 12

Résoudre les équations différentielles suivantes, avec conditions initiales :

Y +y=a2"+1 y' + 3y = cos(2x)
(Ea) {y(l) -1 (Eb) {y(ﬂ') -0

y' —y=xe® y' — 3y =sin(x)e™™
(5 {y<o> = () {y<o> -1

# Exercice 13

Reprendre les hypothéses de ’exercice sur la charge d’un condensateur.
On suppose cette fois-ci que le générateur est sinusoidal et délivre une tension Eqcos(wt) avec w € RY.
Déterminer 'équation différentielle vérifiée par la tension aux bornes du condensateur.

Donner une solution particuliere de cette équation « sous la forme » t — Acos(wt — ) en précisant, en
fonction de Ey, T et w, les valeurs de A et .
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9.2.2 Equations du second ordre

9.2.2.1 Définition et structure des solutions

Définition : Equation différentielle du second ordre a coefficients constants
Soient a, b et c trois coefficients réels avec a + 0
Soit d une fonction définie sur un intervalle 1.

Enfin, y désigne une fonction dérivable deux fois sur un intervalle I.
On dit que ’équation
ay”(z) +by'(z) + cy(z) =d(z)  (En)
est une équation différentielle du second ordre & coefficients constants avec second membre d.
L’équation
ay(x) + by (z) + cy(x) =0 (Hy)

s’appelle ’équation homogéne associée 4 (E2).

Proposition : Structure des solutions, principe de superposition

Soit @1 une solution de (Es).

Alors o est également une solution de (Es) si et seulement si oo — @1 est solution de I’équation homogéne
(Ha).

Enfin, le principe de superposition s’applique, c’est a dire que si f1 et fo sont des solutions particuliéres
respectives de ay” + by’ +cy =dy et ay” + by’ +cy = dy alors A\ f1 + X2 fo est une solution de ay” + by’ +cy =
)\1d1 + )\ng.

9.2.2.2 Reésolution de 1’équation homogéne

Proposition : Solutions de I’équation homogéne

Pour trouver les solutions de l’équation de l’équation homogéne (Hg), on résout ['équation
az? +bz+c¢=0

Cette équation s’appelle 'équation caractéristique de (Haz).
On calcule donc son discriminant A = b% — 4ac et on distingue trois cas :
e si A >0, alors les solutions de (Hz) s’écrivent

x> K€" + Koe"?"

ot 71 et ro sont les racines et (Kq; Ko) € R? ;
e 5i A =0, alors les solutions de (Hz) s’écrivent

z v (Ki+ Kox)e™

ot v est la racine double et (K1; Ko) e R?;
e 51 A <O, alors les solutions de (Hz) s’écrivent

x — (Kjcos (wz) + Ky sin (wz)) e**

ot o = R(ry) = R(ra) et w = |I(r1)| = [I(r2)|, avec 1 et ro les racines complezes conjuguées, et
(K1; Ky) e R,

Un petit exercice pour expliquer d’ou vient ’équation caractéristique.
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# Exercice 14

a, b et ¢ sont des nombres fixés avec a % 0.
On considére I’équation homogéne :

ay’' +by' +cy=0 (H2)
Soit r € R un nombre. Montrer que la fonction ¢ : x — e est solution de (Hs) si et seulement si

ar’ +br+c=0

Les fonctions x — €"* occupent une place centrale dans la résolution des équa-
@ tions différentielles linéaires a coefficients constants. On peut justifier cette
importance en exploitant les fonctions complexes (hors-programme) et les espaces vec-
toriels (au second semestre et en mathématiques spéciales).

9.2.2.3 Déterminer des solutions particuliéres

Pour rechercher des solutions particuliéres, on utilise la méme méthode que dans le cas des équations de
premier ordre, c’est & dire qu’on recherche une solution « de la méme famille. »

@ Exercice 15

Résoudre les équations différentielles suivantes :
(E,) y"+9y=18 (By) o'+y +y=12+2z

Indication: On cherchera des solutions particuliéres sous forme de polynéme

Proposition : Unicité des solutions avec conditions initiales

On reprend les mémes hypothéses.
Soit a e I et (B1; B2) € R2.

Si l’équation (E2) admet des solutions alors il existe une unique solution ¢ telle que

{90(04) =B
¢ (@) = s

# Exercice 16

Résoudre les équations différentielles suivantes, avec conditions initiales.

y" +1y = cos(2x) Yy +2y" +y=sin(2z)
(Ea) 15(0) =1 (Ep)y(0) =1
y(©=1 y(0) =0

y" +1y=1zcos(x)
(Ee)y'(0)=0
y(0) =1




Chapitre 10

Applications des nombres complexes

« L'étude des réveries a I'état de veille nous permet de découvrir aisément deux
tendances analogues a celles décrites plus haut. L'imagination a une fonction com-
pensatrice par excellence, elle donne & I'homme ce que la réalité lui refuse [...] mais
elle prépare aussi le futur; en créant des possibilités, elle incite 4 la pensée, a l'action

(I'imagination créatrice).»
Alphone MAEDER (1882-1971), Sur le mouvement psychanalytique

10.1 Factorisation de fonctions polynémiales du second degré

# Exercice 0

1. Déterminer les formes canoniques des expressions suivantes, avec z un complexe. Déterminer aussi
leur factorisation dans C en exploitant éventuellement la troisiéme identité remarquable.

A=22+1 B=22*+5 C=2*-22+4
D=z22+2+1 E=22+62 F=2*-5
2. Résoudre sur C les équations suivantes. On pourra s’inspirer de ce qui précéde.

a) 22=-9 c) 22-22+1=0

b) 22+2z+1=0 d) 422 -22+1=0

En notant /-1 =i, tout se passe comme si on « étendait » les formules tradi-
tionnelles des racines. En adoptant les notations de Bombelli, on pourra abu-

sivement écrire
2% +9 = (2 - /=9) (2 + v/=9) = (z - 3v/=1) (z + 3v/=1)

soit, 2% +9 = (z - 31) (= + 3i).

Avant de factoriser un polynome & coefficients complexes, introduisons un lemme utile.

Lemme : Résolution de ¢% = A
Soit A € C*. On cherche § tel que §° = A. En notant x = R(0) et y =3(0), on a l'équivalence :

o® - y? = R(A)
0% =A = {22y =7(A)
2?4y’ = A

Ce systéme de trois équations & deux inconnues permet de trouver les deuz solutions.
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Théoréme : Factorisation d’un polynéme de degré deux a coefficients complexes

Soient (a; b; c) € C* x Cx C. Pour factoriser z v az® + bz + z, il faut calculer A = b* — 4ac puis on cherche
un nombre § € C tel que 6% = A.

On a alors, pour tout z :
az?+bz+z=a(z-a1)(z-az)

-b+46 -b-¢
et ag = .
2a

avec o =

On détermine J en exploitant le lemme qui précéde.

En pratique, une fonction trinomiale peut donc toujours se factoriser dans C.
On verra plus tard qu’il existe une généralisation de ce résultat.

# Exercice 1

Résoudre dans C :

a) 22+1+/3i=0 e) 22+52+7+i=0

b) 22+i=0 f) 22+ (3-i)z+4-3i=0

c) 222 -4z+1+iV/3=0 g) 2+ (3+2)z+1+3i=0
d) (-1+iv3)z2-2(1+iV3)z+2=0 h) 2%+ (3-2i)2-25-251=0

10.2 Applications de la forme exponentielle au calcul et a la trigonométrie

10.2.1 Ensemble U

Définition : Ensemble U

L’ensemble des nombres complexes de module 1 est noté U.

# Exercice 2

Soient (z1; z2) € C* x C. Montrer ces affirmations :
a) Si (z1; 2z2) €U alors z129 € U.
b) z1 € U si et seulement si Z] = 2_1
c) z1 €U si et seulement si zy € U.

d) Siz €U etsineZ alors 27 € U.

10.2.2 Pour le calcul de racines

On commence par deux exercices pour illustrer la puissance de la forme exponentielle.

# Exercice 3
in i
Soient les nombres aa=e3 et f=¢e4
1. Déterminer les formes algébriques de «, 8 puis af.
ks

2. Montrer que Iargument de af est 1
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3. En déduire les valeurs exactes de cos (7_7r) et sin (%)

@ Exercice 4

1 3
Déterminer la forme exponentielle de a = > + ii.

En déduire la valeur de o?°'7

Une autre application majeure concerne le calcul de racines.
# Exercice 5

On cherche a résoudre dans I’ensemble des complexes I'équation 2 = 1.
En exploitant la forme exponentielle (ou trigonométrique) de z, répondre aux questions suivantes :
1. Quelle est I'équation vérifiée par le module d’une telle solution ?
2. Quelle est le systéme d’équations vérifié par I'argument d’une telle solution ?
3. En déduire que I’équation posséde six solutions dont on précisera les écritures exponentielles et

algébriques.

Cet exercice illustre un cas particulier la proposition suivante.

Proposition : Racines n-iémes de ’unité
Soit n un nombre entier naturel.

Alors Uéquation 2™ = 1 possédent n solutions dans C dont les écritures exponentielles sont

[0 gi2min, gitmin gonin, . oi2n-Dmin) _ f2iknn ¢ [0; n - 1]}

On note U,, l’ensemble des racines n-iemes de [’unité.

Cela se démontre en généralisant la stratégie adoptée dans ’exercice précédent.
@ Exercice 6
Résoudre sur C en donnant les solutions sous forme exponentielle et algébrique.

a) 22=1 c) zt=1 e) 22=1
b) 22=5 d) zt=2 f) 23=8

On va généraliser un petit peu ce qui précéde en traitant un exercice.

@ Exercice 7
On cherche a résoudre sur C, 22 =1 +1.

En mettant le nombre 1 +1 sous forme exponentielle, déterminer les équations vérifiée par ’argument
et le module d’une solution z.

En déduire les solutions sous forme exponentielle.
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10.2.3 Pour la trigonométrie

Proposition : Lien entre exponentielle, cosinus en sinus

Soit 0 un angle. On dispose des formules suivantes :

0 i0 0 -0
sin(f) = ——o—
2i

+e
2

e1

cos(0) =

# Exercice 8

Démontrer la proposition précédente.

# Exercice 9

a désigne un nombre.

En utilisant cette proposition et les identités remarquables ou la formule du binéme, donner les formes
linéarisées de

A =cos(a)? B =sin(a)? C = cos(a)* D =sin(a)?

# Exercice 10

a désigne un nombre.

En utilisant la formule du binoéme, donner les formes développées de
A = cos(3a) B =sin(3a) C' = cos(4a) D =sin(4a)

Indication: On remarquera par exemple que cos(4a) =R ((cosa +1isin a)4)

10.3 Lien avec la géométrie du plan

10.3.1 Notion d’affixe et d’image

Définition : Image d’un complexe, affixe

On munit le plan d’un repére orthonormé. z désigne un nombre complexe.

L’image de z est l'unique point M de coordonnées Z
avec a =R(z) et b=7T(z). On la note parfois M(z).
D’autre part, on dit que z est [’affixe du point M(z).

5 : - . [a
De méme, le vecteur image de z est le vecteur i de coordonnées (b)

On dira également que z est laffize de 4.

A un nombre complexe correspond une unique image et réciproquement. On
qualifie de biunivoque ce type de lien. On verra un peu plus tard comment
réinterpréter et enrichir les résultats de géométrie avec les nombres complexes.

On fait les deux remarques trés simples suivantes :
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(Remarque 0) Dans le cas ou z est un imaginaire pur, I'abscisse de z est nulle, ce qui se dit de maniére
équivalente « I'image de z appartient & ’axe des ordonnées »

(Remarque 1) Dans le cas o z est un réel pur, 'ordonnée de z est nulle, ce qui se dit de maniére équivalente
« I'image de z appartient a ’axe des abscisses »

Proposition : Plan complexe, axe des réels, axe des imaginaires

Quand on met en correspondance les nombres complezes avec les points du plan, on parle de plan complexe.
On désigne alors ['axe des abscisses par axe des réels et l'axe des ordonnées par axe des imaginaires.
En effet, un nombre z est un réel pur si et seulement si son image M(z) appartient a l'aze des abscisses.

De méme, un nombre z est un imaginaire pur si et seulement si son image M(z) appartient o l'axe des
ordonnées.

La figure illustre ce qu’est I'image d’un nombre dans certains cas particuliers.

M(z) M(Z )7k axe des imaginaires
{Image de z = a+ib} {Image de 2z’ =ib
M(=") axe des réels

@ Exercice 11

Soient a et b deux réels et le complexe z = a +1ib d’image M dans le plan complexe.
Soit M’ I'image du nombre Z

1. En prenant a et b deux réels positifs (les plus « quelconques » possibles), faire un dessin sur lequel
on placera M et M’'.

2. Déterminer, en fonction de a et b, la distance OM. A quoi correspond ce nombre ?

3. Déterminer, en fonction de a et b, la distance OM'. Que constate-t-on ?

10.3.2 Correspondances entre C et la géométrie en deux dimensions

Les problémes de géométrie du plan possédent souvent un équivalent dans le monde des nombres complexes.

Proposition : Equivalences entre la géométrie et C

Soient z, et zp deuz nombres d’images respectives A et B dans le plan complexe muni d’un repére (O; €; f)

Soient z,, # 0 et z, #0 deur nombres de vecteurs images respectifs 4 et v.
On a les correspondances suivantes :

Za T 2p

AB = |z — 24| m[AB] a pour affize 5

—
AB a pour affize zp — 24

(€ u) = arg (zu) (@ 7) = arg(z_v)

U
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On pourra également retenir la proposition suivante.

Proposition : Quelques caractérisations a ’aide des complexes

On utilise les mémes hypothéses que pour la proposition précédente.
M désigne un point quelconque d’affize z et r un réel positif.
On a alors les équivalences :

M appartient au cercle de centre A
et de rayon r.
M appartient a la médiatrice de [AB].

|z —zq| =7

|z = za| = |2 — 2]

Zu . . R .
— est réel U et U sont colinéaires.

Zy

Pt

— est imaginaire pur
2y

i et ¥ sont orthogonauz.

Un exercice d’application.

# Exercice 12

On considére les nombres z, =1 —-5i, 2z, =2 - 2i et z. = -2 — 4i.
On appelle A, B et C' leurs images respectives dans le plan complexe.

Zc ~ Za

1. (a) Calculer la forme algébrique de
Zp — 24

(b) En déduire la nature du triangle ABC.
(c) Montrer que Iaffixe zp, du centre du cercle circonscrit au triangle ABC vaut zj, = —3i.
2. (a) Quel est le lieu des points M dont 'affixe z vérifie |z + 3i| =10 7

(b) Quel est le lieu des points M dont ’affixe z vérifie
|z =2+2i|=|2+2+4i|?



Chapitre 11

Géométrie dans ’espace

« Les grandes personnes aiment les chiffres. Quand vous leur parlez d’un nouvel ami,
elles ne vous questionnent jamais sur l'essentiel. Elles ne vous disent jamais : "Quel
est le son de sa voix ? Quels sont les jeux qu'il préfére ? Est-ce qu'il collectionne les
papillons ?" Elles vous demandent : "Quel 4ge a-t-il ? Combien a-t-il de fréres 7 Combien
pése-t-il 7 Combien gagne son pére ?" Alors seulement elles croient le connaitre. Si
vous dites aux grandes personnes : "J'ai vu une belle maison en briques roses, avec
des géraniums aux fenétres et des colombes sur le toit...", elles ne parviennent pas a
s'imaginer cette maison. Il faut leur dire : "J'ai vu une maison de cent mille francs.”
Alors elles s'écrient : "Comme c'est joli !"»

Antoine de SAINT-EXUPERY (1900-1944), Le Petit Prince

11.1 Reégles d’incidence, familles de vecteurs

11.1.1 Définitions, régles d’incidence en géométrie non vectorielle

Avant d’aller plus loin, on rappelle que ’on peut définir un unique plan & l’aide de trois points non alignés.

Définition : Plan

Un plan P est un ensemble de points de ’espace tels que pour tous points (A; B) € P? le droite (AB) est
incluse dans P mais P n’est pas pour autant tout ’espace.
Trois points non alignés appartiennent a (et donc définissent) un unique plan.

Cette définition posséde des conséquences.

Corollaire :

Voici d’autres maniéres de définir de maniére unique un plan :
e Un point A et deux vecteurs i et ¥ non colinéaires définissent un repére d’un unique plan.
e Une droite (D) et un point A non contenu dans (D) appartiennent & un unique plan.
o Deux droites (D) et (D') paralléles et distinctes ou bien sécantes appartiennent a un unique plan.

Les positions relatives de deux droites dans ’espace présentent plus de diversité que dans le plan.

Définition : Positions relatives de deux droites

On dit que deux droites (D7) et (D2) sont coplanaires lorsqu’elles appartiennent a un méme plan (P).
Dans ce cas, on pourra préciser qu’elles sont paralléles ou bien sécantes en wtilisant la définition usuelle
de géométrie du plan.

Dans le cas ou les droites (D) et (Dy) n’appartiennent pas au méme plan, on dira juste qu’elles sont non
coplanaires. En particulier, dans ce cas-la, elles ne pourront étre ni paralléles, ni sécantes.
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Dans l’espace, le contraire « les deux droites sont paralléles » n’est pas « les
. deux droites sont sécantes » .

Le prochain dessin illustre cette définition.

Deux droites non coplanaires:
Elles ne sont ni sécantes, ni paralleles.

On peut également définir les positions relatives d’une droite et d’un plan.

Définition : Positions relatives d’une droite et d’un plan

On dit qu’une droite (D) et un plan P sont paralléles lorsque (D) est incluse dans P ou bien lorsque (D)
et P n’ont aucun point commun.

Dans le cas contraire, on dira que (D) et P sont sécants. Toujours dans ce cas, ils ont alors un unique
point commun A. On pourra alors préciser que (D) et P sont perpendiculaires lorsque toutes les droites
de P passant par A sont perpendiculaires a D.

Le prochain dessin illustre cette définition.

Un plan et une droite paralléles. Un plan et une droite sécants.
L'intersection est vide ou bien la L'intersection est un point.
droite est incluse dans le plan.

o

—

Enfin, on définit les positions de deux plans 'un par rapport a ’autre :

Définition : Positions relatives de deux plans

On dit que deuz plans Py et Po sont paralléles lorsqu’ils sont confondus ou bien lorsqu’ils n’ont aucun point
commun.

Dans le cas contraire, on dit qu’ils sont sécants et leur intersection est alors une droite.

Le prochain dessin illustre cette définition :
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Deux plans paralléles.
L'intersection est vide ou bien les
plans sont confondus.

Deux plans sécants.
L'intersection est une droite.

Ay
ANy

Afin de mettre en ceuvre ces notions, résoudre ces deux exercices.

# Exercice 0
Dire si les propositions suivantes sont justes ou fausses. Justifier a partir des définitions qui précédent.
Pour trouver des contre-exemples, on pourra utiliser le cube de I'exercice d’apreés.

a) Deux plans qui possédent un point commun et qui sont paralléles sont confondus.

b) Il existe deux droites paralléles qui ne sont pas coplanaires.

c¢) 1l existe trois points qui ne sont pas coplanaires.

d) Une droite et un plan paralléles ne peuvent pas posséder un point commun.

e) L’intersection d’une droite et d’un plan est toujours réduite & un point.

f) Soient Dy, Do et Ds trois droites. Si Dy || D2 et Dy || Ds alors Dy, Dy et D3 appartiennent au
méme plan.

# Exercice 1
On considére un cube ABCDEFGH de coté 1 dont une représentation est dessinée ci-aprés. Sans le
Jjustifier donner des exemples de

a) Une droite et un plan perpendiculaires. Préciser I'intersection.

b) Deux droites non coplanaires.

¢) Deux droites sécantes.

d) Deux plans sécants. Préciser I'intersection.

e) Une droite et un plan paralléles.

f) Deux plans paralléles.




110 CH.11 GEOMETRIE DANS L’ESPACE

11.1.2 Familles libres, bases et repéres de I’espace

11.1.2.1 Définitions

de l’espace. En particulier, les propriétés des figures du plan sont conservées et
on peut donc définir les translations et les vecteurs & ’aide de parallélogrammes.

@ Les propriétés de géométrie du plan restent valables dans les plans (ou coupes)

On peut également construire de la méme maniére que dans le plan les opérations de
somme et de multiplication par un réel.

Ces opérations conservent leurs propriétés fondamentales : commutativité, associativité,
distributivité...

Définition : Combinaison linéaire de vecteurs

Soient 4, U et W trois vecteurs. Une combinaison linéaire de ces trois vecteurs est un vecteur t tel qu’il
existe trois réels \, u et v vérifiant :
t= A+ pud+vw

On dit A, v et v sont les coefficients de cette combinaison linéaire.

De la méme maniére, on peut définir une combinaison linéaire de deux vecteurs.

Définition : Familles libres, familles liées de vecteurs

On dit que trois vecteurs de l’espace €1, €5 et €5 forment une famille libre lorsque :

\ ()\1; )\2; Ag) € [RS, /\16*1 + )\252 + )\353 = 6 — Al = )\2 = )\3 =0

Dans le cas contraire, on dit que les vecteurs forment une famille liée.

@ Exercice 2

Ecrire la définition de famille liée.

(Remarque 0) On dit aussi qu’une famille est libre lorsque la seule combinaison linéaire nulle s’obtient
lorsque tous les coefficients sont nuls.

(Remarque 1) Si l'un des trois vecteurs est nul, la famille est nécessairement liée ;

(Remarque 2) On a vu que, dans le plan, deux vecteurs liés étaient colinéaires ; dans ’espace, trois vecteurs
liés seront qualifiés de coplanaires.

De méme que la notion de colinéarité traduit le fait de partager la méme direction et concerne deux vecteurs,
le fait d’appartenir & un méme plan est un critére important pour trois vecteurs.

Définition : Vecteurs coplanaires

Sotent trois vecteurs €, f et g. On dit que ces trois vecteurs sont coplanaires lorsqu’il existe deux nombres
Aet ptels que E=Af+ug ou f=Xe+ug oug=Xe+puf.

Dit autrement, trois vecteurs sont coplanaires lorsque ['un est combinaison linéaire des deux autres.

# Exercice 3

Reprendre le cube ABCDEFGH d’un exercice précédent. Dire dans les cas suivants si les vecteurs
sont coplanaires ou non :
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a) @,A—C)',et@; d) A_B),B_C>',etG—’D>;
b) @,A—C)',etﬁ; e) A_B),A—C)',et@;
c) E, @, etA—E>; f) A—C>’, 0, et AE.

Proposition : Famille liée et vecteurs coplanaires

Trois vecteurs sont coplanaires si et seulement si ils forment une famille liée.

Démonstration. Considérons &, f et g trois vecteurs.
Si ces vecteurs sont coplanaires, on peut par exemple supposer que € = \f + ug, c’est & dire € = Af — ug = 0.
Dans ce cas, il existe bien trois nombres non tous nuls : 1, -\ et —u tels que

I1xé-Af-pj=0

C’est & dire que les vecteurs sont liés.
Réciproquement, si on suppose que les vecteurs sont liés, il existe trois nombres («; 3; ) non tous nuls tels
que

axé+pf f +7§=0

Sans nuire a la généralité, on peut supposer « # 0. On obtient ainsi

, gl
€=—f-—g
o (6%

Ce qui signifie que ces trois vecteurs sont coplanaires. ]

Définition : Base de 1’espace, base orthonormée de 1’espace

Une base de l’espace est donnée par trois vecteurs libres €1, €5 et €3.
1

Dans ce cas, pour tout vecteur i, il existe un unique triplet | xo | tel que
T3

U = T1€] + T9€n + T3€3

On appelle coordonnées de U dans la base (€1; €2; €3) ce triplet.
T
Dans le cas ou les vecteurs forment deux & deur des angles de 5 on dit que la base est orthogonale. Si, de

plus, les vecteurs sont normés, on dit que la base est orthonormé.

Démonstration. On va juste montrer I'unicité des coordonnées.
On suppose que €7, €5 et €3 forment une famille libre.

il 1‘1
On suppose qu’il existe deux triplets | 2 | et | 25 | tels que
!/

U =1€] + Tofs + T3€3 et U = x| €] + xheés + xhes.
On en déduit, par soustraction :

(21 —2))er + (w2 —xh)eér + (x3 —5)e3 =0

Or, la famille est libre donc cela signifie que x; — 2] =0 et 29 — a5 =0 et x3 — x4 = 0. On en déduit que les
x1 x]

triplets |z | et | 4 | sont identiques. O
x3 xh
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Définition : Repére de I’espace
Un repére de l'espace est la donnée d’un point et de trois vecteurs (O; [k l?:) tels que (i; 7; l?:) est une

base.
T

Dans ce cas, pour tout point M, il existe un unique triplet | y | tel que
z

N -
OM =xi+yj+zk

x

On dit que | y | sont les coordonnées de M dans le repére (O; R l%) .
z

Si la base (i’; 7; ZJ) est orthogonale on dit que le repére ( est orthogonal.
7k

St la base (

O; 7% 7 l;:)
) est orthonormée on dit que le repére (O; 7 7 E) est orthonormé.

# Exercice 4
On reprend le cube ABCDEFGH d’un exercice précédent. Déterminer :
—_— — —
a) Les coordonnées de H dans le repére (A; AB; AD; AE)

b) Les coordonnées de H dans le repére (A; A_B>; A—}7>’; AE)

—_— — —>
¢) Les coordonnées de H dans le repére (A; AB; AG, AF)

11.1.2.2 Formule de la distance, du milieu, coordonnées d’un vecteur

Proposition : Distance, milieu, vecteurs

On munit Uespace d’un repere (O; T; J: k).

Lq Ty
Sotent A |y. | et B | yp | deux points.
Za Zb
Alors :
N
m[AB] % AB | yb — Ya
a2 b 2 — 24

Dans le cas ot (O; R l?:) est orthonormé, la distance AB vaut :

AB = \/(xb - xa)2 + (yb - ya)2 + (Zb - ZG)Q
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11.1.2.3 Colinéarité, coplanarité et applications

Proposition : Somme de deux vecteurs, produit d’un vecteur par un réel
On munit l’espace d’un repére (O; HE Z:) .
x x!
Sotent i |y | et ¥ |y | deuz vecteurs et X un réel.
z 2!
x+a Az
i+ 0 a pour coordonnées | y+vy' |. Mi a pour coordonnées | \y |.
z+2 Az

De la méme maniére, on définit la relation de colinéarité.

Proposition : Colinéarité de deux vecteurs

Soient u et ¥ deur vecteurs.
On dit que 4 et ¥ sont colinéaires lorsqu’il existe un réel A tel que G = A0 ou ¥ = \i.

La colinéarité permet de définir des droites et cela se traduit en coordonnées par la notion d’équation
paramétrique.

Proposition : Droite définie par un vecteur et un point
On munit ’espace d’un repeére (O; 7 7 l;:) .
Ly, Lq,
Soient i | Yy | un vecteur non nul et A | y,
e Za
T T = Tg+ilxy,
L’ensemble des points M |y | tels qu’il existe un réel t vérifiant S y = Yo +tyy
z Z = zgt+tzy,
forment une droite qui passe par A et dont un vecteur directeur est i.
On dit que
T = Tq+ilxy,
Y = Ygt+tyy teR
Z = Zgt+tzy,
est une équation paramétrique de cette droite.
Démonstration. Ce résultat est trés facile a prouver. En effet, le systéme
T = Xg+lxy, r—x, = tlx,
Yy = Yq+ty, estéquivalent A y-vy, = ty, ,ce quiestla traduction en coordonnées de
z = zgt+tzy, Z2—2q = tzy
AM =t O

Proposition : Colinéarité et parallélisme de droite
Soient A, B, C' et D quatre points tels que A+ B et C + D.

Les droites (AB) et (CD) sont paralléles si et seulement si les vecteurs AB et CD sont colinéaires.

En pratique, on peut montrer que deux vecteurs sont colinéaires en utilisant trois produits en croix sur les

coordonnées.
A

x T
Ainsi les vecteurs % |y | et ¥ | ' | sont colinéaires si et seulement si zy’ = yz’ et yz' = 29/ et x2" = 22’ Clest

l4

z z

une extension du critére de colinéarité du plan.
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Les exercices suivants concernent les équations paramétriques :

# Exercice 5

0 2
Soient le vecteur 4 | =1 | et le point A | 3].
4 1

Déterminer une équation paramétrique de la droite passant par A de vecteur directeur 1.

# Exercice 6

Soit I’équation paramétrique de la droite (D) :

z = 0+3t
y = —-1-t .
z = 3
On définit également la droite (D') par son équation paramétrique :
z = 3+ %t
y = -2- %t .
z = 3

. Déterminer pour chacune des deux droites un vecteur directeur et un point.

1
2. Prouver que les deux droites sont en fait confondues.
1

3. Déterminer une équation paramétrique de la paralléle 4 (D) passant par A | -2 |.
1

Comme on I’a déja évoqué précédemment, on peut définir un plan a ’aide de deux vecteurs non colinéaires
et d’un point. En pratique, cela revient a définir un plan par un repére.

En effet, on considére un point A et deux vecteurs @ et ¥ non colinéaires. Sous ces conditions, (A; u; ¥) est
un repére d’un plan P.

En particulier, un point M appartient & P si et seulement si il existe deux uniques nombres A et u tels que
AM = \ii + .

En fait A et p sont tout simplement les coordonnées de M dans le repére (A; u; 0).

Partant de ces derniéres remarques, on peut définir I’équation paramétrique d’un plan.

Définition : Equation paramétrique d’un plan

On munit ’espace d’un repeére (O; 7 7 k) .

Ty Ty Zq
Soient U | Yy | et U | yy | deuz vecteurs non colinéaires et A | yo | un point.
2y 2y Za
T T = Tg+ STy +itx,
L’ensemble des points M |y | tels qu’il existe deuzx réels s et t vérifiant 3 y = Yo+ SYu + Yy
z Z = Zg+Szyt+tzy
forment un plan qui passe par A, dirigé par i et v.
On dit que
T = Ty + STy +itxy
Y = Yag+ Yy +tyy seR, teR
Z = Zg+Szyt+tzy

est une équation paramétrique de ce plan.

@ Exercice 7

On munit ’espace d’un repére (O; 7 7 I::) .
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0 1 1
Soient les points A|1|, B|1]| et C|2
0 0 3
1 2
Soient les vecteurs d | -1 | et é|1].
1 1

Déterminer des équations paramétriques dans les cas suivants :
a) Plan contenant A, B et C.

b) Plan contenant les droites sécantes D et D' passant toutes les deux par A et dirigées respective-
ment pas d et é.

¢) Plan contenant les droites paralléles D et A contenant respectivement A et B et dirigées toutes
les deux par d.

d) Plan contenant A et la droite A.
e) Plan contenant A et B et la droite D.

La proposition suivante établit que la direction d’un plan dépend uniquement des vecteurs du repére.

Proposition : Plans paralléles et repére

Soient P4 et Pp deux plans contenant respectivement deux points A et B.

Alors les plans Pa et Pp sont paralléles si et seulement si il existe deux vecteurs non colinéaires 7 et J tels
que (A; T; J) et (B; 7; 7) sont des repéres respectifs de Pa et Pp.

On va prouver cette proposition en revenant & la définition classique de parallélisme, c’est & dire que deux
plans sont paralléles lorsqu’ils sont confondus ou bien lorsque leur intersection est vide. Cette démonstration
nous permettra de faire le lien entre les notions de géométrie vectorielle et la géométrie classique, définie par
les axiomes d’Euclide.

Démonstration. Prouvons le sens réciproque.

On distingue deux cas :

Si P4 et Pp n’ont aucun points communs, ils sont paralleles.

Dans le cas contraire, il existe un point O tel que O appartient & P4 et Pg. On considére maintenant un
point quelconque M de P4 et on montre qu’il appartient & Pg en utilisant la relation de Chasles :

—_— — — —>

BM = BO + OA + AM.

Or O sont dans Pp et (B; 7; j) est un repére de Pp donc il existe (330

) tels que :

[

B—O> = 2ol + Yo

x/
21 tels que :
o

De méme, O est dans Py et (A; 7; 7) est un repére de P4 donc il existe (y

Payt /> ’>
OA =z, T+y,].

Enfin, M est un point de P4 donc il existe (xm

) tels que :

— R R m
AM = 2,7+ Y]

—
Finalement, BM = (z, + 2, + )T+ (Yo + Y, + Ym) 7], ce qui prouve que M est dans Pp.
Ainsi, les deux plans sont bien confondus.

On va maintenant prouver le sens direct. On suppose ainsi que P4 et Pp sont paralléles, en excluant le cas
tres facile ou ils sont confondus.

Soient (7; j) deux vecteurs donnant la direction de Py, c’est a dire tels que (A; 7; 7) est un repére de Pg.
Il s’agit de montrer que (B; 7; j) est un repére de Pg. Pour cela, il suffit de montrer par exemple que les
droites (B; 7) et (B; j) sont incluses dans le plan Pp.

Notons Dy la droite (A; 7) et Dp la droite (B; 7). Ces deux droites sont paralléles et distinctes. Elles forment
donc un plan noté P’. Ce plan intersecte P4 selon la droite D 4. Or les plans P4 et Pp sont paralleles donc
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il intersecte Pp selon une droite paralléle & D 4. Sachant que B appartient & 'intersection de Pg et P’ et
que, par B, il passe une unique droite parallele & D4, on en déduit que l'intersection de Pg et P’ est Dpg, ce
qui montre que Dp est une droite de Pg. On prouve de maniére similaire que (B; 7) est un droite de Pp,
ce qui permet de conclure. O

On a une proposition trés proche concernant le parallélisme d’un plan et d’une droite.

Proposition : Parallélisme d’une droite, d’un plan et repére

Soient un plan P défini par un repére (O; 7; j) et une droite (D) dont d est un vecteur directeur.
P et (D) sont paralléles si et seulement si il existe deur nombres x et y tels que d = x7+y7j, dit autrement
st et seulement si les vecteurs d, © et J sont coplanaires.

Enfin, on a une proposition plus générale portant sur le parallélisme de plans.

Proposition : Parallélisme de deux plans et repéres

Soient deuz plans Py et Py définis par leurs repéres respectifs (Al; €1; fl) (Ag; €s; fg)

Alors, Py et Py sont paralléles si et seulement si les vecteurs €7, fl, ey sont coplanaires, ainsi que les
vecteurs €1, f1, fo.

@ Exercice 8

On munit 'espace d’un repére (O; 7 7 E) . Dans les cas suivants, préciser si les points A, B et C
sont alignés ou non.

0 0 1 0 NG -
1 -1
0 0 V3 _ﬁ
1 2 -1 1 1 12
b) Al-1 B|1 cl-3]. d) Al 4 Bl 4 C|28].
1 2 0 -2 -2 35

11.2 Produit scalaire, produit vectoriel, produit mixte

Définition : Convention de sens direct

Sotent U, ¥ et W trois vecteurs non coplanaires.

On définit par convention que ces trois vecteurs sont dans le sens direct lorsque ces trois vecteurs « obéissent
a la régle des trois doigts de la main droite ».

11.2.1 Produit scalaire et applications

Il est enfin possible de définir la norme et le produit scalaire en reprenant exactement les mémes définitions
que dans le cas du plan.

Définition : Norme, produit scalaire

—
Soient 4 et ¥ deuzr vecteurs. Soient A et B deux points tels que i = AB.
La norme de u est le nombre ||i| = AB, qui ne dépend pas du choiz des points A et B.

S1 9 est un second vecteur alors on définit le produit scalaire de u-0, de la méme maniére que dans le plan,
en choisissant un plan dont la direction contient 4 et v.
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Proposition : Expression de la norme et du produit scalaire avec des coordonnées

T
Dans le cas ou l'espace est muni d’une base orthonormée (7; 7; k) et ot 4 on a :
) b )
z

Et si, dans cette méme base, ¥ |y’ |, on a
!

D=axr +yy + 22

S

On conserve toutes les propriétés du produit scalaire et de la norme vues dans
le plan. On rappelle ces propriétés ci-apres.

Proposition : Propriétés du produit scalaire et de la norme
Soient U, ¥ et W trois vecteurs. Soit X un réel. Alors :
@ -

lal =

=0-U U-(V+wW)=u-0+4U-0 U (A0) = A\i- v u-u=|u

o <

= =0 | Adll = Al li+3] < af + ]

On définira de la méme maniére 'orthogonalité de deux vecteurs.

Définition : Orthogonalité de deux vecteurs

On dit que deux vecteurs @ et ¥ sont orthogonauz lorsque -9 = 0.

On définit 'orthogonalité de deux droites :

Définition : Droites orthogonales

Soient deuz droites (D) et (D') dont @ et ¥ sont des vecteurs directeurs respectifs.
On dit que (D) et (D") sont orthogonales lorsque i et ¥ sont orthogonauz. Cette définition ne dépend pas
du choiz des vecteurs directeurs de (D) et (D).

Deux droites orthogonales ne sont pas nécessairement coplanaires. De méme,
deux droites orthogonales & une troisiéme droite ne sont pas nécessairement
paralléles. L’exercice suivant prouve cette derniére remarque.

@ Exercice 9

On considére les trois droites (D), (D2) et (Ds) définies par leurs équations paramétriques respectives :

xr = 3+t r = 3-t r = 4t
y = -2-2t , teR y = -2+t , teR y = 3t , teR
z = 3+2t z = 3+t z = t

1. Déterminer des vecteurs directeurs uy, w2 et us des droites (D1), (D3) et (Ds).
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2. Prouver que (Dy) et (D3) sont orthogonales.
3. Prouver que (D2) et (D3) sont orthogonales.
4. Les droites (D7) et (D) sont elles paralléles ?

L’un des problémes les plus compliqués avec les équations paramétriques de droite consiste a déterminer des
éventuelles intersections.

@ Exercice 10
Déterminer les éventuelles intersections des droites (D1) et (Ds) définies a ’exercice précédent.

En déduire la position relative de ces deux droites : non coplanaires ou bien coplanaires sécantes ou
bien coplanaires paralléles.

De méme, on peut définir de la maniére suivante ’orthogonalité d’une droite et d’un plan :

Définition : Droite et plan orthogonaux

Une droite (D) et un plan P sont orthogonauz si et seulement si (D) est orthogonale & deux droites sécantes
du plan.

Vectoriellement, on peut aussi énoncer :

Une droite (D) et un plan P sont orthogonaux si et seulement si un vecteur directeur de (D) est orthogonal
a deuz vecteurs d’une base quelconque du plan.

Le produit scalaire fournit un moyen de déterminer les coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormeée.

Proposition :
Soit 4 un vecteur et soit (i’; 7; l%) une base orthonormée.
Alors on a
U= (u-7)7+(a-7)j+ (i k)k
U-7
Dit autrement, les coordonnées de 4 sont | 4 -7
i-k

x
Démonstration. Soient | y | les coordonnées de . On a
z

U=xl+yj+ 2k
Ainsi,
0-7=(ai+yj+zk)7
=xc+yj-?+zl%-5

Mais comme la base est orthonormée, on a x7-7=1

,ji=0et k-7=0.
Cela donne

‘1=z

S

-

On prouve de maniére identique 4 -j=y et % -k = 2z, ce qui permet de conclure.
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Définition : Projeté orthogonal dans un plan
Soit P un plan.
La projection orthogonale sur P est la transformation géométrique qui, a tout point M associe un unique
point M' tel que
o M'eP et (MM') orthogonale a P dans le cas ouw M ¢ P ;
e M' =M dans le cas contraire (M €P).

Proposition : Caractérisation du projeté a ’aide d’un repére du plan
Soit P un plan défini par un repére (O; 7; j) . Soit M un point.

— —
Alors M' est le projeté de M sur le plan P si et seulement si M' € P et MM'-7=0 et MM'-7=0.
En particulier, sila base (7; 7) est orthonormée, on obtient les coordonnées de M' dans le repere (O; 7; 7) :

o OM -7
OM -7

# Exercice 11

2
Soient les vecteurs € f 1 et le point A | 2| dont les coordonnées sont données dans un repére
2
orthonormé T E
1. Montrer que ( ) forme une base de plan.

2. Déterminer les coordonnées des vecteurs d’une base orthonormée du plan (A; é f )

4
3. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal de M | 7| dans ce méme plan.
9

Définition : Projeté orthogonal sur une droite
Soit (D) une droite.
La projection orthogonale sur (D) est la transformation géométrique qui, a tout point M associe un unique
point M' tel que
o M'eD et (MM'") orthogonale & D dans le cas ou M ¢ D ;
e M’ =M dans le cas contraire (M € D).

@ Exercice 12

On munit 'espace d’un repére orthonormé (O; P l%) .

r=1-1
On considére la droite D d’équation paramétrique {y = 2t ;teR.
z=3
4

Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal de M |5 | sur D.
6
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Proposition : Caractérisation du projeté sur une droite caractérisée par un point et un vecteur
directeur

Soit (D) une droite définie par un vecteur directeur i et un point A.

—
Alors M’ est le projeté de M sur la droite (D) si et seulement si M' e D et MM’ -1 = 0.
En particulier, si le repére (A; @) est normé, on obtient :

AJ—W:(AT’W-a)a

11.2.2 Produit vectoriel

Définition : Produit vectoriel

Sotent U et U deux vecteurs.
On définit le produit vectoriel it AU comme étant le vecteur t tel que :
o t=0 lorsque T et © sont colinéaires ;

o Hf” = @ x |@ x |sin (4 )| et £ orthogonal a i et ¥ et tel que (i; U; t) sont en sens direct.

Proposition : Antisymétrie

Le produit vectoriel est antisymétrique, c’est a dire que, pour tous vecteurs 4 et ¥, on a

UAND=—-DAU

Démonstration. La norme et la direction du produit vectoriel 7 A9 est identique & celle de A% par définition.
Reste & prouver que les sens sont opposés.

11 suffit pour cela d’utiliser la définition en remarquant que si ¢ est un vecteur tel que (ﬂ; U; f) est en sens
direct alors (17; ; —f) est également en sens direct. O

Proposition : Expression du produit vectoriel en fonction du déterminant

Soient U et ¥ deuz vecteurs non colinéaires.
Soit 1. un vecteur unitaire orthogonal & 4 et v. n définit ainsi une orientation du plan (u; 0).
Alors, avec l'orientation définie par 1, on a

—

UAD=[u; v]n

ot [u; ¥] désigne le déterminant dans le plan orienté.

Démonstration. Cela est vrai, par construction! On peut le prouver en faisant une disjonction de cas selon
lorientation de (u; v). O
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Proposition : Bilinéarité du produit vectoriel

Le produit vectoriel est bilinéaire, c’est a dire que, pour tous vecteurs i, U et w et pour tout nombre A, on
a

w UNA(AD) = AEAD

¥ (M) AT = i AD

La bilinéarité permet de calculer facilement les coordonnées du produit vectoriel dans une base orthonormée
directe.

Proposition : Coordonnées dans une base orthonormée directe
On se place dans une base orthonormée directe.
Ly, Ly
Soient U | yy | et 0 | yo
e Zv
Alors
Yuzy — Yv2u
UAV| ZyTy — ZpTay

TyulYv — ToYu

@ Exercice 13

On a muni P’espace d’un repére orthonormé (O; E l?:) :

1 4 2
On considére les points A|-1]|, B|-1|etC|1].
3 3 2

1. Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.

2. Déterminer laire du triangle ABC.

Enfin, par définition, le produit vectoriel permet de « fabriquer » une base directe ou bien de caractériser la
colinéarité.

Proposition : Fabrication d’une base directe

Sotent U et ¥ deux vecteurs. On pose W = U A V.
Alors :
e U et U sont colinéaires si et seulement si w = 0.
e Dans le cas contraire, (u; U; W) forment une base dont l'orientation est directe.

Une application trés pratique du produit vectoriel concerne la fabrication de base orthonormeée directe.
Nous allons traiter cela sous forme d’exercice :

@ Exercice 14

1 -1
Soient les vecteurs | 1| et 9| 2 | dont les coordonnées sont données dans une base orthonormale
0 1

directe (Z; 7; l::) .
1. Montrer que ces deux vecteurs forment une base d’un plan.

2. On souhaite fabriquer une base orthonormale directe (é; f; §) telle que
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‘@

fal’
e & f, 1 et ¥ sont coplanaires.

e é=

(a) Déterminer les coordonnées de é.

(b) Déterminer les coordonnées d’un vecteur w orthogonal u et v tel que (u; U; W) soit en sens
direct.

(c) En déduire les coordonnées possibles de ¢ puis f.

11.2.3 Produit mixte

Définition : Produit mixte, ou déterminant

Soient i, U, W trois vecteurs. On définit le produit mizte de ces trois vecteurs par

— —

[U; U; w]=(uAD) w0

On appelle aussi ce nombre déterminant de 4, ¥ et w.

Proposition : Propriétés du produit mixte

Soient t, @, U, W quatre vecteurs et soit \ un réel. Alors :

[4; 0; W] = [w; 4; 0] =[0; w; @] [4; 0; W] =-[0; 4; w]=-[a4; w; 0]
[i+ M 05 @] = [4; 0; @]+ \[E; v; @]
[i; 0+ MG @] = [4; 0; @]+ A[a; & @]
[i; 07 @+ At] = [4; 0; @]+ \[a; §; £

Démonstration. Toutes ces propriétés se prouvent & partir de la définition du produit mixte.

Proposition : Produit mixte et coplanarité

Le déterminant de trois vecteurs est nul si et seulement ces trois vecteurs sont coplanaires.

Proposition : Interprétation géométrique du produit mixte
Sotent U, U, W trois vecteurs non coplanaires. Soient OUO'VWU'W'V'" un parallélépipede tel que :

U =1 oV =7 OW =1

Alors [u; v; w] est égal au volume de ce parallélépipéde muni d’un signe plus ou moins selon que les

vecteurs sont en sens direct ou pas.

Proposition : Formule du produit mixte
! 14

8

"I et w |y" | trois vecteurs. Alors :

x x
Le plan est muni d’un repére orthonormé. Soient 4 |y |, U |y
z Zl le

— — — I I/ I I r_n I
det (4; 0; w) =ay' 2" +y2'a" + 22’y — 292" —ya'2" —x2y
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Démonstration. Cela se prouve facilement en utilisant la définition du produit mixte, ainsi que les formules
du produit vectoriel et du produit scalaire. O

# Exercice 15

Dans les cas suivants, dire si les vecteurs forment une base ou pas.

a) c)

1 -1 -1 1 2 5
al-2 o l-2 w | 2 il-1 7|4 w7
_3 3 -3 2 1 4
b) d)
0 0 1 V2 2 V3
alo 7|1 o1 alV3 713 o | V2
7 4 1 V2 2 V3

11.3 Equations de droites, de plans, de sphéres

11.3.1 Equations cartésiennes de plans

Une autre maniére, plus commode de définir un plan peut se faire & ’aide d’un point et d’un vecteur normal.

Définition : Plan défini par un point et un vecteur normal
On munit ’espace d’un repére (O; 7 7 l;:) orthonormé.

T Tq
Soient . | yn | un vecteur non nul et A | yq | un point.

Zn Za
x —_—>
L’ensemble des points M |y | tels que AM et 7 sont orthogonauz forment un plan P.
z

Un point M appartient a ce plan P et seulement si
Tn(x—20) +Yn (Y= ya) + 2n(2— 24) = 0, ou encore Tpx + ypy + 2n2 = d avec d = TpTa + YnYa + ZnZa-
Dans ce cas, on dit que ’équation

TnT +Yply + 2nz =d

est une équation cartésienne du plan P et que le vecteur 1 est un vecteur normal de P.
Réciproquement, tout plan peut étre défini a partir d’un point et d’un vecteur normal.

Partant de ’équation cartésienne d’un plan, on peut déterminer les coordonnées d’un vecteur normal comme
le stipule la proposition suivante.

Proposition : Plan défini par une équation cartésienne

On se place dans ’espace muni d’un repére orthonormé (O; PR E) .
Soient a, b, c et d quatre nombres tels que a, b et c ne sont pas tous nuls.

T a
Alors l’ensemble des points M tels que ax + by + cz = d forment un plan dont le vecteur nn | b | est un
p Yy q Y p
z c

vecteur normal.
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Démonstration. On trouve tout d’abord un point A dont les coordonnées vérifient cette équation. L’un des
nombres a, b ou ¢ est par hypothése non nul. On peut supposer que c’est a sans vraiment nuire a la généralité
de la démonstratioclil.

On pose alors A 8 . A vérifie ’équation, par construction. En effet,
0
x
a% +bx0+¢cx0=d. On considére un point M | y |. Les coordonnées de M vérifient I’équation si et seulement
z
si:

ar+by+cz=d <— a(az—g)+b(y—0)+c(z—0)20.
a

a
On considére enfin le vecteur 7 | b |.
c

—
Cette derniére équation est la traduction en coordonnées de 7 - AM = 0.
Finalement, le point M vérifie I’équation si et seulement si il appartient au plan contenant A de vecteur
directeur 7i. 0

On peut déduire si deux plans sont sécants ou bien paralléles & partir de leurs vecteurs normaux.

Proposition : Parallélisme et vecteurs normaux

Deuzx plans sont paralléles si et seulement si leurs vecteurs normauz sont colinéaires.

Démonstration. Le sens direct n’est pas si terrible que cela. On se consacre donc au sens réciproque. On
considére deux plans P; et Py définis par les points O1 et Oy et les vecteurs normaux 77 et 5.

On suppose que 17 et 175 sont colinéaires. Il existe donc A # 0 (car les vecteurs sont non nuls) tel que ny = Anj.
Soit (Oq;7; 7) un repére de P; et soit Oz un point de Ps.

On considére le plan défini par le repére (Os; 7; J).

: o x —
Pour tout point M de ce plan, il existe y tels que OoM = a7 + y7.
R —
Ainsi, 1y-OoM = Ay - (27 +yj) = 0+0 = 0. Donc le plan (Og; 7; j) est bien le plan contenant Oy et de vecteur

normal 15, c’est donc le plan Py. En utilisant la proposition portant sur la caractérisation du parallélisme
de plan grace aux repéres, on en déduit que les plans P; et Ps sont paralléles. O

A partir de la notion de vecteur normal, on définit ce qu’est une droite orthogonale & un plan et ce que sont
deux plans orthogonaux.

Définition : Plans orthogonaux, droite orthogonale a un plan

Sotent Py et Py deux plans de vecteurs normauz ny et mo.

Soit (D) une droite de vecteur directeur d.

On dit que les plans Py et Po sont orthogonauz lorsque ny - o = 0.

On dit que la droite (D) est orthogonale a Py lorsque d est un vecteur normal de P;.

En pratique, pour montrer qu’une droite et un plan sont orthogonaux, il suffit d’utiliser la proposition qui
suit.

Proposition : Critére d’orthogonalité d’un plan et d’une droite

Soient un plan P dont (O; 7; j) est un repere et une droite (D) dirigée par un vecteur d.
P et (D) sont orthogonaux si et seulement d-7=d-j=0.
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Démonstration. Le sens direct est évident. En effet, si P et (D) sont orthogonaux alors d est un vecteur
normal au plan or 7 et j sont deux vecteurs du plan.
On montre le sens réciproque. On suppose ainsi que d-7 = d-j = 0. Soit un vecteur 4 quelconque du plan .

On cherche & prouver que % -d = 0. Mais cela est simple :
En effet, il existe x et y tels que 4 = 27+ yj. Ainsi, i-d=27-d+yj-d=0. O

Voila quelques exercices pour manipuler ces notions dés maintenant.

# Exercice 16

1 -1 1
Soient les points A|1|, B| 2 |et C|3].
2 0 2

1. Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
2. Déterminer une équation paramétrique du plan contenant ces trois points.

3. Déterminer une équation cartésienne du plan contenant ces trois points.
4

4. Soit le point M | 1|. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal de M sur le plan.
5

@ Exercice 17

Soit une droite (D) définie par son équation paramétrique :

r = 2+3t

y = -t teR

z = 4
On considére également un plan P défini par son équation cartésienne
6x — 2y = 5.

1. (a) Déterminer un vecteur directeur de (D).
(b) Déterminer un vecteur normal de P.
(c) En déduire que (D) et P sont perpendiculaires.
2. Déterminer les coordonnées de l'intersection M de (D) et P.

8
3. On considére le point A | -2 |.
4

(a) Prouver que A appartient a (D)
(b) En déduire la distance entre le point A et le plan P.

11.3.2 Définition d’une droite comme intersection de deux plans

On exploite ce que 'on vient d’établir sur les équations cartésiennes de plan afin de définir une droite d’une
nouvelle maniére.

Définition : Droite définie par un systéme d’équations cartésiennes

Soient deuz plans Py et Po définis par leurs équations cartésiennes respectives a1x + b1y + c1z = dy et
as® + boy + coz = ds.
x
Dans le cas ot les vecteurs normauz de ces deux plans ne sont pas colinéaires, l’ensemble des points M |y
z

a1z +by+ciz

forment une droite correspondant a l’intersection de ces deux plans.
asx + boy + coz

1
do

tels que {
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Démonstration. On sait que lorsque les vecteurs normaux ne sont pas colinéaires, les plans sont sécants. En
)

particulier, un point M vérifie ce systéme d’équations si et seulement si il appartient aux deux plans a la

fois, c’est a dire & leur intersection. ]

On met en ceuvre cette nouvelle définition sur un exemple.

# Exercice 18
On considére les deux plans Py et Py définis par leurs équations cartésiennes respectives
20 —y+3z=06etx—-4y+z2=2.
1. Justifier que les plans sont sécants.
On note (A) lintersection de ces deux plans.
2. Préciser un systéme d’équations cartésiennes que vérifient les coordonnées des points de (A).
3. Déterminer les coordonnées de deux points distincts de (A). En déduire une équation paramé-
trique de (A).
On considére maintenant le plan Ps d’équation
rT+y+z=2

4. Déterminer la position relative de Pz et (A). Dans le cas ou ils sont sécants, déterminer les
coordonnées de I'intersection de (A) et Ps.

5. En partant directement des équations cartésiennes de Py et Po, déterminer une équation paramé-
trique de (A).

@ Exercice 19

r=1+2t
Soit la droite (D) d’équation paramétrique {y = —1 ,teR.
z=1

Déterminer les équations de deux plans dont (D) est I'intersection.

11.3.3 Equation cartésienne de sphére

Une sphere est la généralisation du cercle a ’espace : c’est un ensemble de points équidistants d’'un point
fixé. Cette définition de traduit naturellement en coordonnées dans un repére orthonormé.

Proposition : Equation de sphére

On se place dans un repére orthonormé (O; 77 E) .

Lq,
Soit R >0 un nombre et |y, | € R3.
Za
T
Alors, l’ensemble des points M |y | tels que
z

V(@ -2a)?+(y-ya)? + (2 - 2)2 =R

Lq
forment une sphére de centre A |y, | et de rayon R.
Za
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# Exercice 20

On munit 'espace d’un repére orthonormé direct (O; E E) . Soit ’ensemble S de points définis par
Iéquation :

x2—2x+y2—4y+22 =0
On définit également le plan P d’équation x +y + z = 1.
1. Montrer que S forme une sphére dont on précisera le centre §) et le rayon.
2. On s’intéresse a l'intersection de S et P.

(a) Déterminer la distance entre Q et P et en déduire que l'intersection est un cercle.

(b) Déterminer le centre de ce cercle puis son rayon.






Chapitre 12

Compléments pour la physique et les
sciences de l'ingénieur

12.1 Intégration

12.1.1 Définition purement géométrique

On retiendra la définition « physique » car c’est la plus importante. L’intégrale d’une fonction positive sur
un intervalle [a; b], c’est l'aire de la surface délimitée par la courbe de la fonction, I'axe des abscisses, et les
droites d’équations z = a et x = b.

Ty

{L’intégrale de f sur [a; b] correspond a laire grise.

On peut mesurer cette aire en I’approchant par une somme d’aires de rectangles.
@ On appelle somme de Riemann une telle approximation.

C’est par l'approximation de Riemann que l'on définit en théorie l’intégrale. Nous
verrons cela au second semestre.

Définition : Intégrale d’une fonction entre a et b quand a <b

Soit [a; b] un intervalle et f une fonction définie et continue sur [a; b].
L’intégrale de f entre a et b correspond a l'aire comprise entre 'axe des abscisses, la droite d’équation
x = a, la droite d’équation x =b et la courbe de f avec les conventions de signe suivantes :

1. Quand la fonction est positive, l'aire est comptabilisée positivement ;

2. dans le cas contraire, l’aire est comptabilisée négativernent.

b b
On note f f(x)dx ou parfois plus simplement f f ce nombre.
a a
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Sous les mémes hypothéses, on peut également définir I'intégrale entre b et a.

Définition : Intégrale d’une fonction entre b et a quand a <b

a
On reprend les hypothéses de la définition précédente. On définit A f par

IREE

@ Exercice 0

En tracant les courbes des fonctions correspondantes dans un repére, déterminer :

1 0 1
11=f 1dz 12:f 1dz 13=f “1da
0 1 0
1 1 1
I4:f rdr I5:f —-zdx Iﬁzf (x+1)dx
0 0 0

12.1.2 Calcul d’intégrales a P’aide de primitives

Le théoréme qui suit sera revu en détail au second semestre. Son corollaire doit étre bien maitrisé car il nous
offre un moyen de calculer des intégrales aisément.

Théoréme : Théoréme fondamental de ’analyse

Soit une fonction f définie et continue sur un intervalle I. Soit a € I un nombre.

On consideére la fonction :
F: I - R

xr /axf(t)dt

Alors F est la primitive de f qui s’annule en a.

Corollaire : Calcul d’intégrales

Soit une fonction f continue sur un intervalle [a; b] et soit F' une primitive de f.

Alors lb F(t)dt = F(b) - F(a).

12.1.3 Propriétés de D’intégrale

La propriété suivante s’appelle la linéarité. On la retrouve dans un grand nombre d’opérations mathématiques.

Proposition : Linéarité de 1’intégration

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I. Soient a et b deur nombres de I et A\ un réel

quelconque. On a :
b b b
/; (f+9) /; f+/; g

[foan =af7

L’égalité suivante s’appelle relation de Chasles et elle reflete la méme idée que la relation de Chasles sur les
vecteurs : « Si je vais de Paris & Toulouse puis de Toulouse & Francfort alors je suis parti de Paris et je suis
arrivé a Francfort. »
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Proposition : Relation de Chasles

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soient a, b et ¢ trois nombres de I. On a :
b c c
Lo o=
a b a

Enfin, cette derniére propriété s’appelle la positivité.

Proposition : Positivité de 1’intégrale

Soient f et g deuz fonctions continues sur un intervalle [a; b].

b b
Si, pour tout x de [a; b], f(x) < g(x) alors f f< f g.

On illustre cette proposition.

Cy

4
J

.
.

U

1 ti) 1 2 4 i ( ud

En pratique cela signifie qu’on peut intégrer des inégalités entre fonctions. Cela
sera tres utile pour encadrer des intégrales. On peut également calculer l’aire
délimitée par les deux courbes de fonctions par soustraction.

En revanche la réciproque est fausse, comme l’illustre ’exercice ci-dessous.

# Exercice 1

Fabriquer deux fonctions affines f et g telles que [01 f< folg sans pour autant que f soit inférieure a
g sur [0; 1].

Pour calculer des intégrales, on peut éventuellement tirer profit des éventuels
invariants de la fonction. Par exemple :
[ 2*dr = 2f01 z?dz car x ~ x? est paire.

Pour finir, quelques calculs d’intégrale.

# Exercice 2

Déterminer les valeurs des intégrales ci-dessous. x désigne un nombre réel positif.

T T 1
= [ Zsintat I= [ 7 sintat 13=f0 Vidt

2 2
I, = [Z;dt I5 = /% cos®(t) dt Is = /%tan(t) dt
o (t-1)2+1 -z -z



132 CH.12 COMPLEMENTS DE CALCUL

12.2 Nombres complexes et trigonométrie

12.2.1 Fonctions a valeurs complexes

On introduit ici les fonctions & valeurs complexes, dont ['usage est répandu en sciences de I'ingénieur et en
physique.

Définition : Dérivation de fonctions a valeurs complexes

Soit I un intervalle réel.
On considére une application @ : I~ C.

On posera les applications R (@) : t — R(p(t)) et T(p) : t = T(p(t)). Ce sont des fonctions a valeurs
réelles.
On dira que ¢ est dérivable sur I si et seulement si R(p) et I(p) le sont et dans ce cas on aura, pour tout
tdel :

¢'(1) =R (@) (1) +i3 (0) (1)

Le petit exercice présente un cas particulier de fonctions & valeurs complexes : les polynomes.
# Exercice 3

1. Soient ag et a; deux nombres complexes. Montrer que la fonction a valeurs complexes
f:t—ag+ait est dérivable et donner la valeur de sa dérivée.

2. Soient ag, a1, a,, n +1 nombres complexes.

Montrer que le polynéme P : t — ag + a1t +--- + a,t™ est dérivable et donner sa dérivée.

On retrouver avec les fonctions & valeurs complexes les mémes propriétés concernant les opérations sur les
fonctions.

# Exercice 4

Soient fi et fo deux fonctions a valeurs complexes définies et dérivables sur un intervalle I. Soit a € C
un nombre.

1. Montrer que la fonction f1 + fo: t — f1(t) + f2(t) est dérivable sur I et que I'on retrouve
(fi+f2) =fi+fs

2. Montrer que la fonction afy : t = af1(t) est dérivable sur I et que I'on retrouve
(afi)' =afi.

3. Montrer que la fonction f1fs: t— f1(t)f2(t) est dérivable sur I et que l’on retrouve

(fuf2) = fife+ fifs-

La dérivation d’une fonction a valeurs complexes telle que définie plus haut

donne en pratique les mémes formules de dérivation que les fonctions & va-
leurs réelles. En particulier, on retrouve la dérivation d’une somme, d’un produit, d’'un
quotient...

Définition : Exponentielle complexe

Soient (a; b) € R? deuzx nombres et z = a + ib.
On pose exp(z) = exp(a) x e avec les notations classiques €
la fonction exponentielle « normale. »

b = cos(b) +isin(b) et exp(a) limage de a par
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# Exercice 5

Prouver que ’exponentielle complexe n’est ni injective, ni surjective.

Proposition : Propriétés de ’exponentielle complexe

Pour tous nombres complexes z1 et zo,

exp(z2)

xp (1) exp(nzy) =exp(z1)"

exp(21 + 22) = exp(21) x exp(22) exp(z2 —21) =

# Exercice 6
A partir de la définition de Iexponentielle, retrouver la formule valable pour tous nombres complexes
21 et 29 :

exp(z1 + 22) = exp(21) x exp(22)

De cette proposition, on déduit que l’exponentielle d’un nombre complexe
conserve les mémes propriétés que 'exponentielle classique. On continuera donc

d’utiliser la notation e®.

Proposition : Dérivation de t — ¢?(t)

Soit I un intervalle et v une fonction a valeurs complexes définie et dérivable sur 1.

Alors la fonction f:t— e?®) est dérivable et on a, pour tout t € R :

f'(t) = &' (£)e?

@ Exercice 7

Prouver cette proposition.

Un cas particulier de cette proposition nous permet d’obtenir le corollaire.

Corollaire : Dérivation de t — exp(at)

Soit a un nombre compleze. Alors la fonction ¢ :t — exp(at) est dérivable et on a, pour tout t € R :

¢'(t) = ae™

On retrouve la méme formule que pour la dérivation de ¢ — exp(At) ou A est
un nombre réel.

Démonstration. La preuve est trés simple.

En effet, un exercice précédent a montré que la dérivée de t — at était a.

Nous savons d’autre part que la dérivée de exp(p) est ¢" exp(p) pour toute fonction ¢ & valeurs complexes
et dérivable.

En combinant ces deux résultats, on obtient la formule attendue. ]

Remarque 0) En dérivant de nouveau, on obtient (e "2 a2t
( q :
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12.2.2 Reésultats de trigonométrie
Nous allons découvrir ces résultats par la pratique.
# Exercice 8
Soient a et b deux nombres réels.
1. Montrer qu’il existe deux uniques réels p et q tels que :
a=p+q
b=p-q

2. (a) Déterminer une factorisation de ¢'® + ¢! en fonction de p et q;
(b) Déduire de ce qui précéde les formes factorisées de cos(a) + cos(b) et sin(a) + sin(b).

(c) Reproduire la démarche pour retrouver les formes factorisées de cos(a) — cos(b) et sin(a) —
sin(b).

Un petit détour par les équations différentielles.
@ Exercice 9
Soient a et b deux nombres non tous nuls.
On considére la fonction S: t = acos(t) + bsin(t).

Montrer qu’il existe deux nombres (A; ¢) € RIx] - m; 7] tels que :

Vt, S(t) = Acos (t— )

En exploitant (ou pas) ce qui précéde, déterminer les valeurs de A € R} et ¢ €] —m; 7] telles que la
fonction S : t — Acos(t — ) soit solution particuliére de :

y" +2y" +y = cos(t)

Enfin, un dernier exercice portant sur les suites géométriques et la technique de ’angle moitié.
# Exercice 10
Soit 0 un angle différent de 0, modulo 2.

Soit n € N. On s’intéresse a la valeur de :

1. Donner I’expression simplifiée de T;,.

.0 .0
2. En remarquant que €2 —e 2 se simplifie, déterminer les parties réelles et imaginaires de Tj,.

Indication: On pourra « forcer » une factorisation au numérateur et au dénominateur.

3. En déduire une expression simplifiée de :

Cyp =) cos(k0) Sy =) sin(k6)
k=0 k=0



Chapitre 13

Systémes linéaires, introduction aux espaces
vectoriels et aux matrices

« Distrait, inattentif, ennuyé, je ne m’apercevais point de I'impression que je produi-
sais, et je partageais mon temps entre des études que j'interrompais souvent, des projets
que je n'exécutais pas, des plaisirs qui ne m'intéressaient guére, lorsqu 'une circonstance
trés frivole en apparence produisit dans ma disposition une révolution importante.»

Benjamin CONSTANT (1767-1830), Adolphe

13.1 Systémes linéaires

13.1.1 Définitions, systémes équivalents

On rappelle qu'un systéme d’équations a plusieurs inconnues est un ensemble d’équations que l'on cherche a
résoudre simultanément.

Jusqu’a présent nous avons surtout rencontré des systémes d’équations en géométrie. Mais les applications
des systémes d’équations sont trés nombreuses et trouvent des applications en physique (systémes d’équations
différentielles de Navier-Stokes ou de Maxwell), en gestion (programmation linéaire), en biologie.

Dans le petit exercice qui suit on revoit les résolutions de systémes, en tant que recherche d’intersections de
lieux du plan ou de I'espace.

# Exercice 0

Pour chacun des systémes :
e en donner une interprétation en tant qu’intersection de lieux (droites, plans, spheéres) ;
e déterminer le nombre de ses solutions ;
e le résoudre.

1 +3r0=1 T1+x9=1
(51) 1, (plan) (S2) (plan)
TT1+a2=1 -3x1 —3x9 =2
5 1 T1—To+2x3=1
T, — 9+ 223 =
(S3) { o s (espace) (S4) [Sz1-23=2 (espace)
T1+T3=2
21 —x9=3

2 2 2 2, .2

7 —2x1+x5=2 7 —2x1+x5+x5=0

(S5) 1 2 (plan) (Se) 1 2773 (espace)
xr1+2x9=1 xr1=1
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Définition : Systéme d’équations, systéme homogéne, matrice, solutions
Soient n et p deuz entiers.

Soient (a;j)1<i<n M x p nombres réels.
1<5<p

Soient (b;);;c, ™ nombres.
Résoudre le systéme d’équations linéaires

aj1ry  ta12T2 t Fa1pTpy = b1

(S) a21T1 +a2T2 +0 FAgpTp = bQ
: +oH =

Ap1T1  +ApaTa  ++ +appTy = by

c’est trouver les éléments (x1; x2; -+ xp) de RP qui satisfont toutes les égalités a la fois. De tels éléments
sont appelés solutions du systémes.

b1
b
On appelle second membre du systéme le vecteur 2 de R™.

bn,
On appelle systéme homogéne correspondant, le systéme :

ajir1 +aigr2 t- FapTp, = 0
a21r1 t+agT2 t0 AT, = 0

: o+ =
Ap1T1  +Ap2Ty  +0 +appTp, =0

(H)

Enfin, le tableau de taille n x p formé des coefficients (a;j)1<i<n s’appelle la matrice du systéme. On la
1<j<p

note :
ail a2 - QAlp
as1 Q22 - Qp
Gpl Aap2 - Anp

Ce que 'on va montrer maintenant, c’est que la structure des solutions d’un systéme obéissent au méme
principe que pour les équations différentielles.

Proposition : Structure des solutions d’un systéme
On utilise les mémes hypothéses et notations que précédemment.

Soit X = (x1; x93 - xp) une solution du systéme.

Alors Y = (y1; yo; -+ yp) est solution de (S) si et seulement si Y - X = (y1 - x1; y2— w25 - Yp — Tp) est
solution du systéme homogeéne correspondant (H).

Dit autrement, toutes les solutions du systéme (S) sont égales a une solution du systéme homogéne prés.

13.1.2 Algorithme de Gauss Jordan

Pour résoudre un systéme, on dispose & ce stade de deux méthodes :

e opérations sur les lignes;

e substitution.
Dans ce paragraphe, on va préciser le type d’opérations sur les lignes qui conduisent & obtenir les solutions
d’un systéme par équivalences successives.
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Définition : Systémes équivalents par opérations sur les lignes

Deuzx systemes (S) et (S") sont équivalents par opérations sur les lignes si I’on obtient (S") en appliquant
a (S) une succession d’opérations parmi les trois suivantes :

o échange de deuz lignes i et j, noté L; «— L; ;

o multiplication d’une ligne i par un coefficient réel o non nul (dilatation), noté L; «— alL; ;

e ajout a une ligne i d’une autre ligne j dilatée par un facteur o, noté L; <— L; + L.
On note ainsi cette équivalence entre deux systémes :

S~5
L

(Remarque 0) Les trois opérations élémentaires sont bien équivalentes en ce sens qu’elles sont réversibles.
Concrétement :
e la réciproque de L; «— al; est L; «— éLi ;
e la réciproque de L; «— Lj est L; «— L;;
e la réciproque de L; «— L; + aLj est L; «— L; — aL;.

Avant de donner un algorithme pratique de résolution de systéme, nous allons nous entrainer & appliquer des
opérations élémentaires & des systémes.

# Exercice 1

Appliquer au systéme suivant la pile d’opérations proposées :

2u+3z=4 Ly« Iy
L3<—L3+2><L1

Ly — (3) x Lo
—2r+T7z=1 Ly «— Ly +(-2) x Ly

r+y-2z=1

Conclure.

@ Exercice 2

Appliquer au systéme suivant la pile d’opérations proposées :

2x+y+z=4 L1<—(%)><L1
y+2Z=1 L3<—L3+4XL1
Ay —y=-T L3 «— L3+ (-1) x Lo

Terminer la résolution du systéme.

# Exercice 3

Appliquer au systéme suivant la pile d’opérations proposées :

L2 <—L2 + (—2) XL1

r-by+3z=4 Ly<— L3+2x 1L,
2r+y-2z=1 Ly «— (&) x Lo
2z +4y+Tz=1 L3 «—Ly+6x Ly

L3<—%XL3

Terminer la résolution du systéme.
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Les trois exercices précédents mettent en ceuvre la méthode que 1’on appelle algorithme de Gauss-Jordan ou
méthode du pivot de Gauss et qui permet de résoudre tous les systémes linéaires. Nous allons I’expliciter plus
bas.

Avant d’aller plus loin, remarquons que, dans toutes les résolutions de systéme que nous avons réalisé jusqu’a
présent, on aurait pu se passer d’écrire les inconnues. Seules les valeurs des coefficients de chaque ligne sont
importantes.

Cela nous conduit & définir une nouvelle notion.

Définition : Matrice augmentée associée 4 un systéme

Soient n et p deux entiers.

Soient (aij)1<i<n % p nombres réels.
1<j<p
Soient (bj), ., ™ nombres.

On consideére le systéme d’équations linéaires

a11r1  t+aipr2 +0 Fai1pTn = bl
(S) a21T1 t+a22T2 t0 FagpTn = bQ
+... +... +.. =
Ap1T1  +apaTa  + +appT, =by
La matrice augmentée associée a ce systéme s’écrit :

air aiz - aip | b
as1 agy -+ agy | bo
apl Aap2 - Anp by,

En particulier, la matrice augmentée décrit complétement le systéme.

Remarquons également que nous avons jusqu’a présent cherché & obtenir par des opérations élémentaires un
systéme de forme « triangulaire » dont tous les coefficients « de téte » sont unitaires (égaux a 1).
On qualifie d’échelonné un tel systéme. On donne sa définition plus bas.

Définition : Systéme échelonné

On repend les mémes notations qu’a la définition précédente.
Un systéme échelonné est un systéme tel que :
o e premier coefficient non nul de chaque ligne est 1;
e ['indice du premier coefficient non nul de chaque ligne est strictement supérieur & l'indice du premier
coefficient non nul de la ligne précédente.
On peut écrire cela mathématiquement en définissant la fonction T qui & chaque entier i € [[1; n]] associe

7(i) = min {j/a;; # 0}
Dans ce cas, le systéme est échelonné lorsque T vérifie

Vie[[l; n]l, a; 7y =1 et Vie[[l; n-1]], 7(i+ 1) > 7(3)

Voici quelques exemples de systémes échelonnés :

S O =
O = N
= O W
(el
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0 1 ai13 b1

0 0 0 1 ass b2

0 0 0 0 1 a96 b3
1 ai19 b1
0 0 1 A9q v e e b2
0 0 0 0 0 0 1 ass b3
0 0 0 0 0 0 0 1 |b

Ecrivons maintenant le théoréme qui est au cceur de ce chapitre : I’algorithme du pivot de Gauss. Cet
algorithme permet de passer d’obtenir un systéme échelonné & partir de n’importe quel systéme. Nous allons
I’écrire en langage naturel.

Théoréme : Algorithme du pivot de Gauss

On reprend les mémes notations que dans la définition de la matrice augmentée.

En particulier n désigne le nombre de lignes du systéeme et p le nombre d’inconnues.

Alors Ualgorithme suivant permet d’obtenir un systéme équivalent échelonné. La variable g correspond a
lindice des pivots successifs.

On initialise la variable g a 1
Pour j allant de 1 a p : # on parcourt les colonnes
On cherche lindice i; de la premiére ligne a partir de Ly dont le j-éme coefficient est non nul
Siij existe :
Siij ne correspond pas & g :
On réalise L;; < Ly # échange du pivot
Fin si
On réalise Ly <— éLg # normalisation du pivot
Pour k allant de g+1 a n :
On réalise Ly <— Ly —ay;Lg # €limination des coefficients suivants
Fin pour
Sig<n :
On incrémente g de 1
Fin si
Fin si
Fin pour

(Remarque 1) 1l existe plusieurs versions de cet algorithme mais qui respectent globalement le méme
principe : on se sert d’un coefficient non nul appelé « pivot » pour éliminer les coefficients de la méme
colonne sur les lignes suivantes.

(Remarque 2) L’étape de normalisation du pivot n’est pas obligatoire. Il suffit alors juste de modifier les
opérations a réaliser pour éliminer les coefficients suivants.
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Théoréme : Algorithme complété du pivot de Gauss

Toujours avec les mémes notations et hypothéses.

On va élaborer une version plus complexe du pivot de Gauss qui permet d’avoir des colonnes de pivot ne
comportant qu’un seul coefficient non nul et égal a 1. Cela permet ainsi d’obtenir directement les solutions
du systéeme.

La variable g contient les indices successifs de pivots. La liste G contient lindice du pivot si la colonne est
une colonne de pivot et 0 sinon.

On crée une liste vide G
On initialise la variable g a 1
Pour j allant de 1 6 p : # on parcourt les colonnes
On cherche l'indice i; de la premiére ligne a partir de Ly dont le j-éme coefficient est non nul
Siij existe :
On ajoute g a G # on stocke 'indice du pivot dans le j-éme élément de G
Siij ne correspond pas & g :
On réalise L;; < Ly # échange du pivot
Fin si
On réalise Ly <— %Lg # normalisation du pivot
Pour k allant de g+1 a n :
On réalise Ly <— L, —ay; Ly # élimination des coefficients suivants
Fin pour
Sig<n :
On incrémente g de 1
Fin si
Sinon :
On ajoute 0 & G # on stocke 0 dans le j-éme élément de G
Fin si
Fin pour

Pour j allant de p a 1 : # on parcourt les colonnes a l’envers
SiG[j]>2 :
On stocke G[j] dans g
Pour k allant de 1 a g-1 :
On réalise Ly «— Ly, —ay;Lg # élimination des premiers coefficients de la colonne
Fin pour
Fin s
Fin pour

@ Exercice 4

Appliquer la méthode de Gauss-Jordan pour résoudre le systéme suivant :

r—-3y+2z=-5
-3z + 10y -5z =18
=3r+7y-72=10
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# Exercice 5

Appliquer la méthode de Gauss-Jordan pour résoudre le systéme suivant :

r+2y—-3z=4
-3r-5y+7z=-11
-2 -2y +22=-6

# Exercice 6

Appliquer la méthode de Gauss-Jordan pour résoudre le systéme suivant :

2rx+Ty—-11z=-2
20 — 4y + 8z =2
-2 +2y—-6z=-2

13.1.3 Rang d’un systéme

Définition : Rang d’un systéme

Soit (S) un systeme et (H) le systéme homogéne associé.

On appelle rang de (S) le nombre de lignes non nulles de (H'), le systéme échelonné obtenu par application
de la méthode de Gauss-Jordan a (H).

Le rang correspond donc également au nombre de pivots d’un systéme.

On le note parfois rg(S).

En fait, comme I'explique le théoréme plus bas, le rang d’un systéme est unique. C’est & dire qu’il ne dépend
pas de la méthode choisie pour obtenir le systéme échelonné!

Théoréme : Rangs de systémes équivalents

Soient (S) et (T') deux systémes équivalents par opérations élémentaires sur des lignes.

Alors
rg(.5) =rg(7T)

La démonstration de ce théoréme n’est pas évidente du tout. On en propose ici une version qui ne nécessite
pas d’autres notions que celles vues jusqu’a présent, a I’exception d’une petite réflexion préliminaire sur cette
notion d’équivalence.

13.2 [Espace R", famille libre, famille liée

13.2.1 Vecteurs

On rappelle que R™ est le produit cartésien de R par lui-méme n-fois. Un élément de R™ s’écrit (x1; xo; x3; -+ Ty)
avec x1, T, T3, -+, Ty qui sont des nombres réels.

Jusqu’a présent, on a surtout vu les éléments de R? qui correspondent aux coordonnées d’un point dans le
plan et les éléments de R? qui correspondent aux coordonnées d’un point dans Pespace.

La définition plus bas pose de maniére formelle que 'on peut additionner des coordonnées entre elles et
multiplier des coordonnées par un nombre réel.
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Définition : Opérations sur R"
Soit n > 1 un entier.

Soient (x1; x2; -+ Tp) et (Y15 Y2
Soit A un réel.

On pose

; xn) + (Y13 y2s
X (215 xo; -

(215 @95 -

s yp) deuz éléments de R™.

5 Tp) =

On a ainsi muni R d’une addition et d’une multiplication par un nombre réel.

5 Ty +Yn)
---; Axn)

(1 +y1; T2 +y2; -
()\xl; )\1‘2;

(Remarque 3)

(Remarque 4) On dit que la multiplication
éléments n’appartenant pas au méme ensemble de

Examinons les propriétés de ces opérations.

Parfois, on omet le signe - lorsqu’on multiplie un élément de R™ par un réel.

- est externe car elle correspond a la multiplication de deux

départ (un réel et un n-uplet de R™).

Proposition : Propriétés des opérations sur R”

Soient (w15 w2; 5 xn), (Y15 Y23 =5 yn) et (213 225 =
Soit A un réel. On a alors :

5 zn) trois éléments de R™.

(w15 25 5 @) +(0; 05 -+ 0) = (w15 25 -
(w15 @25 =5 @) + (Y15 Y25 5 Yn) = (Y15 Y23
(@15 @25 5 @p) + (Y15 Yo5 5 yn)) + (215 225 5 2n) = (215 Ta5 -
A (15 w25 5 2n) + (Y15 Y25 =5 Yn)) = A (215 T25 -

(AN +p) - (z1;5 @95 -+

xn) = A (215 225 -

2 xn)
=5 Yn) + (215 T3 o T)
5 oxn) + (Y15 y2s 5 yn) + (215 225 5 20))
5 xn)”')"(yl? Y25 yn)
5 @) + e (215 T2 Tn)

(Axp)- (215 @25 5 @) = A (1 (215 T25 5 Tn))

0- (13 @25 -+ @) = (05 0; -+ 0)
L- (215 @23 5 @p) = (15 @25 5 Tn)
(Remarque 5) On traduit la premiére égalité par (0; 0; ---; 0) est 'élément neutre de R™.

(Remarque 6) Les égalités suivantes correspondent respectivement a la commutativité et 'associativité de
+, les deux distributivités de - sur +, ’associativité de x et -.

(Remarque 7) Pour ne pas confondre - et le produit scalaire, on omettra - pour la multiplication d’un réel
et d’un élément de R™.

Définition : Espace vectoriel R", vecteur nul

On dira que U'espace R™ muni de l'addition et de la multiplication par un réel est un espace vectoriel (sur
R).
Un élément de R™ s’appelle un vecteur. On pourra le désigner de la maniére suivante

R
X = (215 225 5 Tp)
ou bien
x1
- X
X ="
Tn

Enfin, on notera 0 le n-uplet dont toutes les coordonnées sont nulles.
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(Remarque 8) Cette définition généralise les vecteurs de la géométrie dans le plan ou dans ’espace.
(Remarque 9) Nous reverrons plus tard la définition d’espace vectoriel.

(Remarque 10) Souvent la notation d’un n-uplet en colonne est plus facilement exploitable, en particulier
pour les opérations usuelles définies plus haut.

(Remarque 11) D’aprés ce qui précede, 0 est I'élément neutre de R™ pour I’addition.

13.2.2 Famille libre, famille liée, espace engendré

Attention, dans la définition qui suit, on parle de famille de vecteurs de R™, c’est & dire d’'un ensemble de
n-uplets de réels.

Définition : Combinaison linéaire

n et p désignent des entiers naturels non nuls.
Une combinaison linéaire de p vecteurs Xl, Xg, s Xp de R™ est un vecteur Y tel qu’il existe p nombres
A1, A2, o Ap tels que

Y = )\1X1 + )\QXQ + et )\po

(Remarque 12) 0 correspond & une combinaison linéaire dont tous les coefficients \; sont nuls.

Définition : Espace engendré, famille génératrice

n et p désignent des entiers naturels non nuls.
Soient p vecteurs X1, Xa, -, X, de R™.

L’ensemble des combinaisons linéaires de ces vecteurs s’appelle 'espace engendré par les p vecteurs.

On le note :

- - - p —
Vec (Xl; Xo; o Xp) = {Z)\ka avec (M) 1<kep € [Rp}
k=1

Lorsque Vec (X'l; X'Q; S Xp) =R", on dit que la famille est génératrice.

Proposition : Propriétés des espaces engendrés

On reprend les mémes notations et on suppose p > 2. On dispose des propriétés suivantes :
e Soient Y et Z deuz vecteurs de Vec (Xl; Xo; - Xp) et soient (\; u) € R? alors :

I

/\}7+uZeVec(X’1; Xg; X'p)

?

o Pourtout1<q<p, ona:
Vec (X'l; Xop oo X'q)cVec(X'l; Xo; o X'p)

e Enfin, on a :

Vec (X'l; XQ; - X;_l) =Vec(X'1; XQ; e Xp) — XpeVec (Xl; X2; - Xp_l)

(Remarque 13)  On traduit souvent la premiére assertion par :
« 'espace engendré est stable par combinaison linéaire. »

(Remarque 14) La seconde assertion signifie que si 'on augmente la famille, I’espace engendré augmente
lui aussi.
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(Remarque 15) La derniére assertion veut dire que 1’espace engendré est inchangé en ajoutant un vecteur
si et seulement si ce vecteur est déja dans I’espace engendré.

# Exercice 7

En utilisant éventuellement les notions de géomeétrie, décrire les espaces engendrés par les familles

suivantes :
0 1 1 0
Fi = c R? Fo = cR? F3=4101];1]1 cR3
0 0
0 0
1 -2 1 1 1 1 0 1
Fo=312l: -4t crR®  F={2]; |-4]; |o]tcrR®  F={l2|;|1]: 0]} cR®
0 0 0 0 0 0 0 1

Définition : Famille libre, liée

n et p désignent des entiers naturels non nuls.
Soit {Xl; Xo; Xp} une famille de p vecteurs de R™.
On dit que cette famille est libre lorsque pour tous nombres Ay, A2, ---, \p, on a

A1X1+)\2X2+“-+APXPZGZA1:AQZ---ZAPZO

Dit autrement, la famille est libre lorsque la seule combinaison linéaire qui donne le vecteur nul est celle
dont tous les coefficients sont nuls.
Dans le cas contraire, on dit que la famille est liée.

Proposition : Propriétés des familles libres et liées
On reprend les mémes notations, on suppose p > 2.
Alors, on a les propriétés suivantes :
e 5 {Xl; Xg; Xp} est libre alors {X'l; XQ; X;_l} l’est aussi.
o Si {Xl; Xg; X;_l} est liée alors {Xl; XQ; Xp} l’est ausst.
. {)Z'l; Xg; Xp} est liée si et seulement si l'un des vecteurs est combinaison linéaire des autres.

(Remarque 16) La premiére assertion signifie qu'une famille libre reste libre lorsqu’on enléve un vecteur.

(Remarque 17) La seconde assertion signifie qu’une famille liée reste liée lorsqu’on ajoute un vecteur.

# Exercice 8

En utilisant des outils de géométrie, dire si les familles suivantes sont libres ou liées.

hy
1}
—
N
S =
v
—_—
|
=
v
——
n
=
[\
3
I}
—
—_—
-5
[\
. ~——
—_—
S
~
[\
v
—
n
=
no
by
1}
O = = OO
_ o = OO O
n
=
w

1 1 1 1 0 0 4
Fao={lo]; [of; R F=l1];|o; |1 |jcR Fo= ; 1] 5] cR?
0 1 0 1 -1 1 6
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13.3 Applications des systémes

13.3.1 Equations différentielles, polynémes
Nous allons traiter les applications sous forme d’exercices.

# Exercice 9
1
x(r-1)2
1. En résolvant un systéme, montrer qu’il existe trois nombres a, b et c tels que pour tout x de
Pensemble de définition de f, on a

fa)==+

On consideére la fonction f:x

b c
(@-1) (@-1)7°

2. En déduire une primitive de f.

@ Exercice 10

On considére le polynéme P : x — z* — 23

—x2-x-2.
1. Déterminer deux racines évidentes de P.

2. En résolvant un systéme, en déduire une factorisation de P.

# Exercice 11

Déterminer toutes les fonctions polynomiales du second degré qui vérifient :

) =1
7(3)=1
f@=1

# Exercice 12

Résoudre
y"+2y'+y =z

13.3.2 Familles de vecteurs

Proposition : Solutions d’un systéme homogéne
On considére un systéme homogéne (H) de taille n x p.

Soient X’l et Xg € R? deux solutions de ce systéme et A un réel.

Alors X1 +2Xs est aussi solution de (H). Dit autrement, les solutions d’un systéme homogéne sont stables
par combinaison linéaire.

Proposition : Caractérisation d’une famille libre de R"

Soit une famille (&), de vecteurs de R".
On suppose que, pour tout j € [[1; p]] les coordonnées de € sont (Mmij); ;-
Alors la famille des €; est libre si et seulement si ['unique solution du systéme homogéne suivant est le
vecteur nul :
mi1T1  +miaxe  + +mypr, =0
(S) m212T1  +tMaeXa ++ +tMopTy = 0
: +: +: + =
Mp1T1  +MpaTa  + +Mppt, =0

Cette condition est équivalente a dire que le rang de M est p, ou M désigne la matrice de n lignes et p
colonnes formée des coefficients my;.
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Proposition : Caractérisation d’une famille génératrice de R"
Soit une famille (ﬁ)

On suppose que, pour tout j € [[1; p]] les coordonnées de f; sont (@ij)1<icn-

n
I<izp de vecteurs de R™.

b1

Alors la famille des fz est génératrice de R™ si et seulement si pour tout vecteur b= le systéme suivant

bn,
posséde une solution :

ai1ry +ajer2 + ta1pTy = b1

(S) a21r1 t+a2T2 +-0 FaApTn = bg
4o 4o e = e

Ap1T1  +apaxs + +appTy = by

Cette derniére condition est équivalente a dire que le rang de A est n, ot A désigne la matrice de n lignes
et p colonnes formée des coefficients a;;.

@ Exercice 13

Soient les vecteurs € = (;) et € = (;)

a) Justifier que ces vecteurs forment une base de R.

b) Soit Y = (Zl) un vecteur. Déterminer les coordonnées de Y dans la base (€1; €).
2

@ Exercice 14

1 3
a désigne un nombre réel fixé. Soient les vecteurs €1 = -2], e =]1].
2 a
1
1. A quelle condition sur a, le vecteur i | 5 | est-il combinaison linéaire de €} et €, ? On répondra en
3

résolvant un systeme.

2. Traiter la question précédente au moyen d’outils de la géométrie dans ’espace.

@ Exercice 15

En calculant éventuellement des rangs de matrice, dire si les familles suivantes sont libres, ou généra-
trices dans R*,

-2 5 1 -3 6 9
-1 4 0 0 0 1
Fi=vl o 2 |4 Fa= o [ |2 |2
-3 2 7 -3 5 7
-1 5 0 7 3 9 -15\ (-3
0 1 2 4 1 4 ~11 -8
Fs=1| 3 —4 13) |14 Fa=ql1l [0 | 4 4
3 -6 9 6 2 4 4 -4



Chapitre 14

Propriétés des nombres réels, introduction
aux suites

« Un homme, au contraire, ne devait-il pas, tout connaitre, exceller en des activités
multiples, vous initier aux énergies de la passion, aux raffinements de la vie, 3 tous
les mystéres ? Mais il n’enseignait rien, celui-13, ne savait rien, ne souhaitait rien. Il la
croyait heureuse; et elle lui en voulait de ce calme si bien assis, de cette pesanteur
sereine, du bonheur méme qu’elle lui donnait.»

Gustave FLAUBERT (1821-1880), Madame Bovary

L’objectif de ce chapitre est d’exposer les propriétés principales des nombres réels et des suites.
Historiquement, I’étude compléte des nombres par une axiomatique satisfaisante est relativement récente :
elle date de la fin du XIX® siécle. Mais certains problémes que ’on peut formuler relativement simplement
continuent d’occuper les mathématiciens aujourd’hui.

L’étude des suites numériques est inhérente & celle des nombres entiers. En effet, une suite peut se voir
comme le fait d’associer & chaque nombre entier un unique nombre.

Les applications des suites sont trés nombreuses. En effet, en pratique, la seule chose qu’est capable de faire
une machine, c’est un nombre entier d’opérations. Ainsi, trés souvent les algorithmes produiront des suites
de nombres.

Pour illustrer cette derniére notion prenons un exemple : la division euclidienne. Supposons que ’on demande
a un enfant de calculer la 24° décimale de % Il va poser 'opération de division euclidienne et par étapes
successives va trouver ’approximation par défaut de % a la 24¢ décimale. Il aura donc construit une suite
d’approximations de plus en plus fines de % Cette suite peut s’écrire ! :

0,1 0,14 0,142 0,1428 0,14285 0,142857 - 0,142857142857142857142857

14.1 Les nombres : des entiers aux réels

14.1.1 Les entiers et entiers relatifs

L’ensemble des nombres entiers naturels est noté N. Il comprend tous les nombres 0, 1, 2, 3, 4 et ainsi de
suite...
L’ensemble des nombres entiers relatifs est composé des nombres de N auxquels on ajoute leurs opposés.

On ne traitera pas ici de la définition des entiers. On en doit une formulation & PEANO.
On rappelle cependant quelques propriétés des nombres entiers et les définitions de notions que ’on pourra
rencontrer ou exploiter dans certains exercices.

1. Silenfant est rusé, il aura sirement remarqué que les décimales se répétent et il pourra donc donner le résultat rapidement.
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Proposition : Propriétés de ’addition et de la multiplication d’entiers relatifs
Soient a, b, et c trois entiers relatifs quelconques.
L’addition est commutative, associative, et 0 est son élément neutre :

a+b=b+a (a+b)+c=a+(b+c) O+a=a
Chaque élément posséde un opposé :
3(-a)/a+(-a)=0

De méme la multiplication est commutative, associative, et 1 est son élément neutre. De plus, la multipli-
cation est distributive sur l’addition :

ax(b+c)=axb+axc

Enfin, on a :

axb=0 <= a=00ub=0 (-1)xa=-a

Remarque 0) Un ensemble muni de deux opérations qui vérifient les propriétés ci-dessus s’appelle un
q p q prop pp
anneau commutatif.

On donne les propriétés des inégalités entre nombres entiers.

Proposition : Inégalités entre nombres entiers

a, b, ¢ et n désignent des nombres entiers relatifs.

(a<b)An(b<c)=a<c (transitivité) a<a (réflexivité)
a<betb<a < a=b (antisymélrie) (a<b) v (b<a) est toujours vraie.
a<b < a+c<b+c a<b <<= na<nb sin>0 a<b <<= na>nb sin<0

(Remarque 1)  Une relation qui vérifie les propriétés de transitivité, antisymétrie et réflexivité s’appelle
une relation d’ordre.

Définition : Majorant, minorant, ensemble borné

Soit B un ensemble de nombre entiers éventuellement relatifs. Soient M et m deux nombres entiers.
On dit que M est un majorant de E lorsque pour tout ne€ E, n < M.

On dit que m est un minorant de E lorsque pour tout ne E, n >m.

Lorsque E est a la fois majoré et minoré, on dit que E est borné.

# Exercice 0

Soit E¥ un ensemble d’entiers relatifs. Soit ¢ un nombre entier fixé.
On pose —-E={-x, e E}, E+c={x+c¢, z€E} et E:{a:Q, er}.
Les phrases suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
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a) Si E est majoré alors —F est minoré. c) Si E est majoré alors E + ¢ est majoré.

b) Si E est majoré alors E est majoré. d) Si E est majoré alors E est borné.

Proposition : Existence d’un plus grand élément pour un ensemble majoré d’entiers

Soit E un ensemble d’entiers relatifs.

Si E est majoré alors E posséde un plus grand élément, c’est a dire qu’il existe xo € E tel que xg est un
majorant de E.

@ Exercice 1

Prouver cette définition en fabriquant un algorithme qui, partant d’un majorant de E permet d’obtenir
ce plus grand élément de E.

(Remarque 2) Il existe bien sir une version de cette proposition portant sur les ensembles minorés.

Enfin, on rappelle quelques notions liées au cardinal.

Définition : Intervalle d’entiers

Soient a <b. L’ensemble noté [[a; b]] est formé de tous les entiers a, a+1, ..., b.

Définition : Cardinal d’un ensemble fini

Soient B un ensemble quelconque et n un entier.
On dit que E est de cardinal n lorsqu’il existe une bijection de E dans [[1; n]].

Proposition : Cardinaux d’ensembles disjoints

Soient E et F' deur ensembles finis de cardinauz n et p et tels que EnF =@
Alors EU F est de cardinal n+p

Démonstration. On suppose que T, est une bijection entre E et [[1; n]] et que 74 est une bijection entre F
et [[1; p].
On peut alors fabriquer une bijection 7 entre E U F' et [[1; n + p]] de la maniére suivante :
Pour tout xre EU F
e SixeFE alors 7(x) = 1e(x);
e SizeF alors 7(z) =n+71s(x).

Proposition : Trous de pigeons

Soient k et | deuz entiers et une application f:[[1; k]] - [[1; {]].
St f est injective alors | > k.

Démonstration. On va montrer que k € [[1; I]].

Pour cela, on va fabriquer une application f bijective de [[1; k]| vers un sous-ensemble de [[1; k']] de [[1; I]].
Ainsi, on aura prouvé k =k" € [[1; []].

L’algorithme suivant permet d’obtenir le résultat escompté :
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k' vaut [
f est I’application f
Tant qu'’il existe des éléments de [[1; &']] qui n’ont pas d’antécédents parf :
On cherche le plus grand élément j de [[1; £']] qui n’a pas d’antécédent
Sij#k': 4 k' n’est pas un trou
On considére i I'antécédent de k' par f
On modifie f en posant f(z) = j # f reste injective
Fin si # A ce stade, on est sir que k' est un trou
On remplace k' par k' -1
Fin tant que

On est str que cet algorithme aboutit. En effet, & chaque passage dans la boucle tant que, on élimine un
trou et il y a au plus [ trous. O

(Remarque 3) On exprime aussi souvent la contraposée de cette proposition :
« Il ne peut pas exister d’injection d’un ensemble E vers un ensemble F' lorsque le cardinal de FE est
supérieur au cardinal de F'. »

L’un des corollaires de cette proposition concerne le cardinal des sous-ensembles.

Proposition : Sous-ensemble d’un ensemble fini
Soit B un ensemble fini de cardinal n.

Soit F c E.

Alors F' est de cardinal fini et on a #F < #FE.

Démonstration. 11 existe une injection de F' dans E. Il suffit pour cela de poser f(x) = z.
Le principe des trous de pigeon garantit alors que F' est de cardinal fini inférieur & F. O

14.1.2 Les nombres rationnels

La encore, on ne s’intéresse pas & ’axiomatique des nombres rationnels.

X . . . S 4 .
A notre niveau, on dira qu’un rationnel est un nombre qui s’écrit = avec g # 0 un entier. On note Q ’ensemble
q

des rationnels. 1465
Par exemple, un nombre décimal est un rationnel. Concrétement, 1,465 = ——

Les propriétés de ’addition et de la multiplication de rationnels sont identiques & celles des entiers avec en
plus la propriété d’existence de I'inverse des nombres non nuls :

VeeQ*, y/xzy=1
On peut également ranger les rationnels par ordre croissant selon la méme relation d’ordre que pour les
entiers.
# Exercice 2

Soit la fonction ¢ : Z x N* — Q qui a tout couple (p,q) associe b
q
Montrer que ¢ est surjective mais pas bijective.

On considére I'ensemble H = {(p; q) € Z x N*/ p et q sont premiers entre eux}
Montrer que la restriction de ¢ a H reste surjective.

# Exercice 3

Soient a et b deux rationnels tels que a < b.

Montrer qu’il existe un rationnel m tel que a <m <b.

En déduire qu’il existe une infinité de rationnels compris strictement entre a et b.
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14.1.3 Les réels

Ici encore, on ne précisera pas comment construire les réels & partir des rationnels.
On se contentera d’énoncer la définition vue au lycée.

Définition : Nombres réels
Soit une droite (D) munie d’un repére (O; 7).
Les nombres réels sont formés de [’ensemble des abscisses des points de la droite.

On peut étendre les définitions des opérations usuelles (addition, multiplication, inversion) & R. On admettra
également que 1’on peut classer les réels, ce qui permet également d’étendre les définitions de majorant, de
minorant.

On donne de plus quelques propriétés essentielles des réels.

Proposition : R est archimédien

Soit x un réel. Alors il existe un entier supérieur a x.

Voici 'un des corollaires de cette proposition.

Proposition : L’ensemble des rationnels est dense dans R

Soient a < b deux réels. Alors il existe un rationnel r tel que a <r <b.

Enfin, un théoréme trés important portant sur les ensembles majorés de réels et introduisant la notion de
borne supérieure.

Théoréme : Borne supérieure

Soit un ensemble E de réels majoré.
Alors l’ensemble des majorants de E posséde un plus petit élément s.
Cette derniére propriété est équivalente a dire que s est ['unique nombre qui vérifie

Ve>0,dxeE/s-c<x<setVteE t<s

On dit que s est la borne supérieure de E.

De méme, si F' est un ensemble de réels minoré, l'ensemble des minorants de F' possédent un plus grand
élément, que l'on appelle borne inférieure. C’est ['unique nombre i qui vérifie :

Ve>0,dxeFli+te>x>ietVteF, t>i

L’exercice suivant permet de manipuler cette notion de borne supérieure, de borne inférieure.

# Exercice 4

Pour les ensembles suivants, préciser I’existence d’éventuelles bornes inférieures et supérieures puis
déterminer les valeurs de ces bornes inférieures et supérieures.

A={V/n,neN} B:{%,neh\l*}
C=f1([1; +oo[) avec f:x > —2®+22+3 D={(-1)", neN}

1
E = arctan (R) F={COS(E),TLED\]*}
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14.1.4 Fonction partie entiére

La proposition concernant les ensembles d’entiers majorés permet de construire la fonction partie entiére.

Proposition : Partie entiére

Soit x un nombre réel. Alors il existe un unique entier noté || tel que :

lz] <z <|z|+1

Démonstration. Soit I ={neZ/z<uz}.
Comme R est archimédien, cet ensemble d’entiers est non vide et est majoré. Donc il admet un élément
maximal noté m.

Bien sir, on a m < x car m € I. De plus, m + 1 n’appartient pas & I (car m est I’élément maximal de I).
Ainsim+1 > x.

Finalement, on a bien ’existence d’un nombre entier m tel que m <z <m + 1.

L’unicité de m est trés facile & prouver par ’absurde. ]

La partie entiére de x correspond & ’approximation par défaut de x & I'entier
le plus proche. Si  est un nombre positif, la partie entiére de x correspond
ainsi & I’écriture de décimale de x sans les chiffres aprés la virgule.

@ Exercice 5

Tracer la courbe de la fonction partie entiére pour x € [-5; 5].

@ Exercice 6

Sans calculatrice, déterminer les parties entiéres des nombres suivants :

A=1,25 B=-1,25 0=$ D =/50
1 1
= F =237 G=3V5 H=——
0, 0082 V5 1-0,23
[-—1 g = Y1842 K =(1,27)'° L=100x0,9"

V15-4 7

Proposition : Propriétés de la partie entiére

La fonction partie entiére est croissante et elle a les deux limites suivantes :

lim [z]=+oc0 lim |[z]|=-o00
r—+00 T—>—00

Un petit exercice portant sur les propriétés et les non propriétés de la partie entiére.

# Exercice 7

Soient a et b deux réels et p un entier. Dire, en le justifiant, si les propositions sont vraies ou fausses.
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2] d) |pal =plal
p e) [lal] = la]]
f) a>2b < |a]>|b]

X
—

(ol
—

c) laxb|=lal

# Exercice 8
|10z |

Soit © un nombre réel positif. Pour tout nombre entier n, on pose a, = o

1. Ecrire les valeurs de ag, a1, ay dans le cas de x = /2.

2. Montrer, pour tout n, que x > a,, et que Ton > Api1 — Gn 2 0.

3. Que représente la suite des a,, 7

14.2 Suites : définitions et premiéres propriétés

14.2.1 Différentes définitions de suites

On peut définir le terme général d’une suite u,, de maniére directe, en fonction de n. On parlera alors de
définition explicite.

Mais on peut également définir les termes d’une suite u,, en fonction des termes précédents wu,_1, Un-2, =,
on parlera alors de définition par récurrence.

Les suites définies par récurrence sont en général plus délicates & traiter car il faut en théorie calculer tous

les termes intermédiaires avant d’obtenir un terme donné.

@ Exercice 9

Dans les cas suivants, préciser si les suites sont définies explicitement ou par récurrence puis calculer
le terme de rang 7.

a) Pour tout n, u, =sin(nr) +n. Fy=1
2 C) Fl =1
n‘-1
b) Pour tout n, v, = T Fpo=Fp+F, (YneN)

d) Le terme s, est le terme en sortie de cet algorithme.

Saisir n
s vaut 13
Pour i allant de 1 & n:
Si s est pair:
s vaut s/2
Sinon:
s vaut 3s+1
Fin si
Fin pour
Afficher s
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14.2.2 Sens de variation, majorants

14.2.2.1 Sens de variation

Quand on mentionne le sens de variation d’une suite, on le fait toujours a partir d'un certain rang (et jusqu’a
I'infini). On ne mentionnera par exemple jamais qu’une suite décroit pour les 10 premiers termes puis croit
pour les 20 suivants. On rappelle plus bas et on enrichit les notions de sens de variation de suites numériques :

Définition : Suite croissante, strictement croissante, décroissante, strictement décroissante a
partir d’un certain rang

Soient une suite (u,) et un nombre entier p.

On dit que (uy) est croissante a partir du rang p lorsque Yn > P,y < Upy1-
On dit que (uy,) est strictement croissante a partir du rang p lorsque Yn > p,
Up < Up+1-

On dit que (uy) est décroissante & partir du rang p lorsque Yn > p,ty, > Upi1.

On dit que (uy) est strictement décroissante & partir du rang p lorsque ¥n > p,
Up > Un+1-

Le contraire de u est croissante n’est pas u est décroissante. En effet, il existe
des suites qui ne sont ni croissantes, ni décroissantes.

@ Exercice 10

Dans les cas suivants, conjecturer puis prouver les sens de variation des suites.

a) Yn, u, =—(n-3)2+1. d) t est une suite arithmétique de raison stric-
b) Vn, v, - 3n +52. tement positive.
-3 e) s est une suite géométrique de raison com-
wo = 1 prise dans lintervalle ]0;1[ et de premier
¢) Wps1 = 2wp+1 ,VYn terme négatif.

On dispose d’une caractérisation équivalente de la croissance d’une suite.

Proposition : Caractérisation de la croissance d’une suite

Une suite (uy,) est croissante a partir d’un rang p si et seulement si pour tout entiers m et n supérieurs a
P, on am2n = Uy 2 Un

La proposition précédente reste vraie dans le cas strictement croissant, & condition de remplacer les inégalités
larges par des inégalités strictes.

# Exercice 11
Prouver le sens direct de cette proposition par récurrence sur m.

Prouver également le sens réciproque.

14.2.2.2 Suite majorée, minorée, bornée

Définition : Majorant, minorant d’une suite, suite bornée

Soit (uy) une suite de nombres et soient M et N deuz nombres.

On dit que M est un majorant de (uy) lorsque, pour tout n € N, u, < M.

On dit que N est un minorant de (u,) lorsque, pour tout n € N, u, > N.

Lorsqu’une suite posséde a la fois un majorant et un minorant, on dit qu’elle est bornée.
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(Remarque 4) En pratique, tous les éléments d’une suite (u,) bornée sont dans un intervalle de la forme
[a; 8] ot v et B sont des minorants et majorants de (uy,).

(Remarque 5)  On prouvera un peu plus loin que si une suite posséde une limite finie alors elle est bornée.

(Remarque 6) Une suite croissante a partir d’un certain rang est minorée.

Proposition : Caractérisation de « (u,) est bornée »

Une suite (uy,) est bornée si et seulement si (Juy|) est majorée.

# Exercice 12

Fabriquer des suites respectant les cahiers des charges suivants :
a) La suite (u,) n’est pas croissante mais n’est pas non plus décroissante.
b) La suite (v,) est bornée et ses termes ne sont pas rationnels.
¢) La suite (wy,) n’a pas de majorant mais elle n’est pas croissante.

Indication: On pourra utiliser des suites géométriques ou reprendre des suites étudiées dans des exercices pré-
cédents.

14.2.3 Suites stationnaires, suites périodiques

Définition : Suite stationnaire

On dit que la suite (u,) est stationnaire & partir du rang p lorsque pour tout n>p, u, = up.

(Remarque 7)  Une suite stationnaire posséde une limite finie, comme nous le verrons plus tard.

Définition : Suite périodique
On dit que la suite (uy) est périodique de période T lorsque T est le plus petit entier strictement positif
tel que, pour tout n, Upir = Up.

(Remarque 8)  Si (uy) est périodique de période T alors (u,) prend au maximum 7" valeurs distinctes.
(Exemple 0) La suite définie pour tout n par u, = (-=1)" est périodique de période 2.

(Exemple 1) La suite définie pour tout n par v, = cos (%) est périodique de période 6.

@ Exercice 13

Prouver les affirmations des deux exemples précédents.






Chapitre 15

Généralités sur les espaces vectoriels

« Maintenant, en plein ciel, le soleil d’avril rayonnait dans sa gloire, échauffant la
terre qui enfantait. Du flanc nourricier jaillissait la vie, les bourgeons crevaient en feuilles
vertes, les champs tressaillaient de la poussée des herbes. De toutes parts, des graines
se gonflaient, s’allongeaient, gercaient la plaine, travaillées d’'un besoin de chaleur et
de lumiére. Un débordement de séve coulait avec des voix chuchotantes, le bruit des
germes s'épandait en un grand baiser. Encore, encore, de plus en plus distinctement,
comme s'ils se fussent rapprochés du sol, les camarades tapaient. Aux rayons enflammés
de l'astre, par cette matinée de jeunesse, c'était de cette rumeur que la campagne était
grosse. Des hommes poussaient, une armée noire, vengeresse, qui germait lentement
dans les sillons, grandissant pour les récoltes du siécle futur, et dont la germination

allait faire bientét éclater la terre.»
Emile ZoLA, Germinal

L’objectif de ce chapitre est de nous doter des premiéres notions et des premiers outils d’algébre linéaire. Cette
branche des mathématiques est apparue et s’est développée au XIX¢ siécle. Elle a trés rapidement trouvé de
nombreuses applications dans des domaines variés : géométrie, physique, biologie, économie, gestion.

La linéarité est une propriété importante de certains systémes. On peut, en simplifiant, dire qu’un systéme
est linéaire lorsqu’il vérifie les deux propriétés suivantes :
e la sortie est « proportionnelle » a ’entrée;
e lorsque l'entrée peut se décomposer en une somme alors la sortie s’obtient en sommant les sorties
obtenues & partir des deux entrées prises séparément .

Par exemple, dans un circuit résistance-condensateur, la tension aux bornes du condensateur est linéaire par
rapport a la tension aux bornes du générateur.
Dés qu'un systéme posséde des propriétés de linéarité, on s’appuie sur l'algébre linéaire pour 1’étudier.

Et lorsqu’un systéme n’est pas linéaire, on peut, sous certaines conditions, ’approximer par un systéme
linéaire? | C’est d’ailleurs ce que I’on fait en physique pour étudier le mouvement d’un pendule : on remplace
sin(#) par 6 pour des « petites » valeurs de 6.

1. C’est le principe de superposition que ’on retrouve dans les équations différentielles et les solutions des systémes linéaires.
2. On explorera cette technique un peu plus tard, avec les développements limités d’ordre un.
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15.1 Définition et premiers exemples

Dans toute la suite, K désigne R ou C.

Définition : Espace vectoriel
Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne notée +. On dit que E est un K-espace vectoriel
lorsque :

e + est associative, commutative ;

o E est muni d’un élément neutre pour + que ’on note Of ;

o tout élément T de E possédent un opposé pour + que l’on note - ;

e il existe une loi de composition externe -: (K; E) — E qui vérifie :

V(A p) e K2V (3 §) € B2
(Axp)-Z=X-(u-7) A+p)-Z=XT+p-2
AN (Z+y)=XNZ+A\7 1-2=2

Les éléments de E seront qualifiés de vecteurs et les éléments de K de scalaires.

Deux propriétés élémentaires que ’on peut déduire facilement de cette définition.

Proposition : Quelques propriétés
On suppose que E est un K-espace vectoriel.

Alors, ¥ (%; \) e ExK, on a :

0-2=0 A-0=0 (-1)-7=-7

De plus, M =0 <= A =0 ou Z =0.

Démonstration. 0z + 0% = (0 +0)Z = 02 donc 07 est le neutre de E pour +, c’est a dire 07 = 0.

A0 se traite de maniére semblable.

On a également, —1% + 17 = (-1 + 1) = 07 = 0 donc (-1)Z = -Z.

Enfin, supposons Az = 0. Dans le cas ot A # 0, on a ¥ = 5 (‘A7) = % x0=0.EtsiX=0,il n’y a rien a
prouver ! O

Définition : Espace vectoriel produit
Soit n un entier et (E;)1<i<n n K-espaces vectoriels.
Alors on peut définir un K-espace wvectoriel sur Ei x Ey x -+ x E, en posant, pour deur éléments
(Z1; Zo; 5 @) et (Y15 Y23 5 Yn) de € By x By x - x By -
(Z1; Zo3 5 Zp) + (Y15 Y23 5 Un) = (F1 + 15 Do+ 725 =5 Tn +Jn)

Et, pour tout Ae K :
A(Z1; Zo; -5 @p) = (AT1; AZg; o5 AZp)

Démonstration. 1l faut vérifier que + et - ainsi définies munissent Fq x Fa x--- x E,, des bonnes propriétés. [

Voyons maintenant une liste d’exemples d’espaces vectoriels & connaitre.

(Exemple 0) R est un R-espace vectoriel;

(Exemple 1) C est un R-espace vectoriel ;
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Exemple 2) les suites de réels forment un R-espace vectoriel ;

Exemple 4

Exemple 5) C" forme un C-espace vectoriel ;

# Exercice 0

( )

(Exemple 3) pour I un intervalle fixé, les fonctions de I dans R forment un R-espace vectoriel ;
( ) R™, 'ensemble des vecteurs colonnes & n coordonnées, forme un R-espace vectoriel ;
( )

1. Sélectionner trois exemples parmi la liste ci-dessus et prouver que ce sont bien des espaces vecto-

riels. On précisera, si nécessaire, 4 quoi correspond 1’addition et la multiplication externe.

2. Dans les cas suivants, dire si les ensembles considérés sont des R espaces vectoriels.
(a) Q en tant que R-espace vectoriel ;
(b) R en tant que Q-espace vectoriel ;
(c) les fonctions de [1; 2] — [1; 2];
(d) les fonctions trinémiales ;

e) les solutions de I’équation différentielle y' — 2y =0;
(e) y' -2y

1 1
(f) Vec||O}; |-111;
0 1

20 +y =5

les solutions du systéme
(&) 7 {41‘ +2y =10

15.2 Sous-espaces vectoriels

Définition : Sous-espace vectoriel
Soit (E, +) un K-espace vectoriel.

On dit que H est un sous-espace vectoriel de E lorsque H c E et (H,+) est un espace vectoriel.

(Exemple 6) FE est un sous-espace vectoriel de lui-méme;
(Exemple 7)  de méme, {6} est un sous-espace vectoriel de F.

La proposition qui suit est d’une importance capitale.

Proposition : Caractérisation des sous-espaces vectoriels

Mémes notations et hypothéses. Soit H un sous-ensemble de F.

AT +uyjeH

H c E est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si pour tout (\; p) € K2 et pour tout (Z; 9) € H? :

Montrons cette proposition.

Démonstration. Le sens direct est évident. En effet, si on suppose que H est un sous espace vectoriel de E

alors A7 € H et puy € H et par suite, AT + ugy € H également, car H est stable par addition.

Le sens réciproque est plus délicat. Supposons que H vérifie la propriété P :

V(N @ ) ek x H? Ai+pje H  (P)
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Il nous faut montrer que (H, +) vérifie les propriétés de la définition d’espace vectoriel et que H est stable
par multiplication externe. Les propriétés de commutativité et d’associativité de +, ’associativité de x et -,
ainsi que les deux distributivités de - sont induites car tous les éléments de H sont aussi des éléments de E.

En revanche, il faut montrer que ’espace H est stable par passage a 'opposé, multiplication externe, somme,
et contient 0.

0 appartient a H. Il suffit de prendre n’importe quel couple (#; ) de H? et de considérer A = yu = 0 dans la
propriété P.

De plus, tous les éléments de H possédent un opposé, il suffit de prendre A = -1, § =0, p =12 et 2 € H
quelconque. On obtient ainsi que —1-%+12-0=-% ¢ H.

La stabilité par somme s’obtient en prenant A = = 1 dans la propriété P.

Enfin, la multiplication par un scalaire est stable. En effet, pour tout & € H et pour tout scalaire A\, A% € H
(il suffit de prendre ¢ = 0 dans P). O

Proposition : Intersection de sous-espaces vectoriels

Soient G et H deuz sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. Alors GNH est un sous-espace vectoriel

de FE.

@ Exercice 1

Prouver cette proposition.

) En général, une union de sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vec-
o toriel. Faire ’exercice qui suit pour s’en convaincre.

@ Exercice 2

On se place dans E = R? en tant que R-espace vectoriel.

On considere F = {(Z) eR3/x = 0} et G = {(z) eR3/x = y}

1. Faire un dessin.
2. Prouver que F et G sont des sous-espaces vectoriels.

3. Prouver que F'uU G n’est pas un sous-espace vectoriel.

# Exercice 3

Dans les cas suivants, préciser si les sous-ensembles considérés sont bien des sous-espaces vectoriels.

20 +y =0

a) les solutions du systéme { , sous espace de R? en tant que R-espace vectoriel ;

z+y=0
T

b) les vecteurs |y | de R? tels que 2z + 3y + z = 1, sous espace de R® en tant que R-espace vectoriel ;
z

x
c) les vecteurs |y | de R? tels que z + y? + 22 — 2z = 0, sous espace de R en tant que R-espace
z
vectoriel ;

d) Les fonctions f a valeurs réelles telles que f(3) = 0 en tant que sous-espace de I’ensemble des
fonctions a valeurs réelles ;
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e) Les fonctions f dérivables sur R telles que f'(1) = 0 en tant que sous-espace de I’ensemble des

fonctions a valeurs réelles ;
f) Les suites réelles telles que pour tout n, Uy = 3uy ;
g) Les suites réelles telles que pour tout n, un+1 = 3u, —5;

h) Les suites réelles telles que pour tout n, uy + us + ug = 0.

Définition : Somme de deux sous-espaces vectoriels
Soit B une K-espace vectoriel. Soient F' et G deur sous-espaces vectoriels de E.

Alors, on pose
F+G={f+g V(f; §)eF=xG}

De plus, F' + G est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser la proposition sur la caractérisation des sous-espaces vectoriels.

Soient ainsi Z € F'+ G et ¥’ € F + G ainsi que deux scalaires \ et u. On veut prouver que A% + uz’ € F + G.
Or il existe (f]; f)eFxGet (§’; f’)eFthels quez=f+geta' =f +§.

Ainsi, AT +uz’ = A (f+ §) L (f’ + g’) = (/\f+ uf’) + (Mg + ug"). Sachant que F' et G sont deux sous-espaces
vectoriels, on a Af + puf’ € F et A\j + pg’ € G donc A& + pui' € F + G. O

Une illustration de la notion de somme de sous-espaces vectoriels.

@ Exercice 4

1 1
On considére E = R? en tant que R-espace vectoriel. Soient F = Vec||1]] et G = Vec|]0
1 0

1. Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E.

2. A quoi correspond F +G ?

Un cas particulier trés utile de somme de sous-espaces vectoriels :

Définition : Sous-espaces en somme directe
Mémes hypothéses. Dans le cas ot F' et G vérifient FnG = {6}, on écrit :

F+G=Fe&eG

On dit alors que cette somme est directe.

L’intérét d’une somme directe, c’est que la décomposition est unique.

Proposition : Décomposition unique et somme directe
Soit E une K-espace vectoriel. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

On note H = F + G. Alors les deux énoncés suivants sont équivalents :
o F et G sont en somme directe ;

e pour tout h € H, EI!(f; §)EF><G/71=JF+§
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Démonstration. On va montrer que le premier point entraine le second. On considére ainsi h € H et on
suppose qu'il existe deux paires de F' x G notées (f; g) et (f’; g’) telles que

- — —

h=f+g=F+q

Dans ce cas,ona f—f' =g -G. Or f-f e Fet§—-§eG donc f—f =g —geFnG. Mais on sait que
FOG:{ﬁ} donc f—f'=g —G=0, clest adire f=f et =g’

Réciproquement, si ’on suppose le second point, on va montrer le premier. Soit ainsi & € F n G. I peut
sécrire : =2 +0et 2=0+2. Or0e FnG et Z € FnG. Comme cette décomposition est unique, on en
déduit que 0 = Z donc on a bien FnG = {ﬁ} O

Un cas particulier de sous-espaces en somme directe se produit lorsque la somme donne E tout entier.

Définition : Sous-espaces supplémentaires

Sotent ' et G deuz sous-espaces d’un espace vectoriel E.

Lorsque FF & G = E, on dit que F et G sont supplémentaires dans E.

F' est aussi qualifié de supplémentaire de G.

maniére unique en une somme d’un élément de F' et d’un élément de G.

‘ @ Lorsque F' et G sont supplémentaires, tout élément de E se décompose de

@ Exercice 5

On considére I'ensemble E = R2.

s e[ e - vee (1)

1. Montrer que A et B sont des sous-espaces vectoriels de E.

2. Montrer que A et B sont supplémentaires dans E.

3. Soit 1 = (1

2). Donner les vecteurs (Fz; 5) e Ax B tels que 1= d + b.

15.3 Familles de vecteurs

Définition : Famille libre, génératrice, base

Soit B un espace vectoriel sur K. On considére une famille de vecteurs F = (ﬁ)1<i<n'
On dit que cette famille est génératrice lorsque pour tout élément ¥ de E il existe une famille de scalaires
(pi)1<i<n telle que R

=) pifi

1<i<n
On dit que cette famille est libre lorsque pour toute famille de scalaires (\;)1<i<n telle que T = Z )\Z-fi =0,
1<i<n

on a pour tout 1 <i<n, \;=0.
Une famille non libre s’appelle une famille liée.
Enfin, une famille libre et génératrice s’appelle une base.

(Remarque 0) Deux vecteurs liés sont des vecteurs colinéaires.

(Remarque 1)  Une famille qui contient le vecteur nul est forcément une famille liée.
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# Exercice 6

Soient n et p deux entiers avec n > 1 et p > 2.
Soient F = (ﬁ)1<i<n une famille liée et G = (gi)lggp une famille libre d’un K-espace vectoriel E.

1. (a) Montrer que I'un des vecteurs de F est combinaison linéaire des autres.
(b) Montrer que, pour tout & € E, la famille F u {Z} est liée.
2. (a) Montrer qu’aucun vecteur de G n’est combinaison linéaire des autres.

(b) Montrer que la famille G-= (gi)l%pfl est libre.

On retrouve des propriétés que ’on avait déja prouvé pour des vecteurs de
R™. On peut également montrer qu’une famille génératrice reste génératrice

lorsqu’on lui ajoute des vecteurs.

Proposition : Unicité de la décomposition dans une base, coordonnées

Soit (€;)1<ic, une base d’un espace vectoriel E.
Alors :

n
Vz e E, 3(a;)1cicn € K"/ Y ;6 = @
i=0

Dans ce cas, on dit que les a; sont les coordonnées de x dans la base €;.

Démonstration. Puisque les é; forment une base, les «; existent (car cette famille est génératrice).
n

n
Montrons maintenant 1'unicité. Supposons qu’il existe (f;)1<i<n € K™ tels que 7 = Zﬁiéi = Zaiéi. Cela

i=0 i=0
entraine :
n —
Y(Bi—)éi =0
i=0
Et comme la famille est libre, on en déduit, pour tout 1 <i<n, 8; —a; =0. O

Définition : Sous-espace engendré

Soit E un K-espace vectoriel.
Soit (fi)1<i<p une famille de vecteurs. On appelle sous-espace engendré par les f; ensemble

- P
Vec ((fi)lsisp) = {.’f € E/ H(Oéi)lggp € le/ T= Zazfz}

1=0

De plus, cet ensemble est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. On montre facilement que cet ensemble est stable par combinaison linéaire, ce qui permet
de conclure. g

Lemme : Caractérisation des familles liées
Soit F = (ﬁ)1<i<n une famille d’un espace vectoriel F.

Alors, F est liée si et seulement si il existe i € [1; n]] tel que f; est une combinaison linéaire des (f;’)lgjgn.
j#i

Démonstration. Déja prouvé en exercice juste avant ! O
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# Exercice 7

1 0 1 1
Soit F'=Vec (e1; €3) et G=Vec(€és; €;) avece; =|0|,ea=|1],e3=|2|eteyz=| 0
0 0 3

1. A quoi correspond F + G ?

2. Déterminer F n G. Ces deux sous-espaces sont-ils en somme directe ?

15.4 Applications linéaires (ou morphismes)

Définition : Morphisme d’espace vectoriel, endomorphisme, isomorphisme, automorphisme

Soient E et F deuzr K-espaces vectoriels. On dit que u : E — F est un morphisme d’espace vectoriel (ou
une application linéaire) lorsque pour tout (Z; ) € E* et pour tout A e K :

w(Z+79)=u(@)+u(y) w(AZ) = Au (Z)

On note L(E; F) l'ensemble des applications linéaires de E dans F.
On note L(E) l’ensemble des applications linéaires de E dans lui-méme. On l'appelle ’ensemble des endo-
morphismes de F.

Une application linéaire bijective de E dans F s’appelle un isomorphisme. Enfin, une application linéaire
bijective de E dans lui-méme s’appelle un automorphisme.
GL(E) désigne l’ensemble des automorphismes et GL(E; F) l’ensemble des isomorphismes de E vers F.

Un morphisme est une application qui transforme une somme en somme et
@ une multiplication externe en multiplication externe. En physique, ou en SI,
on parlera de systémes linéaires pour désigner des systémes dont les variables de sortie
sont linéaires par rapport aux variables d’entrée.

— — —

(Remarque 2) Si w est un morphisme de E vers F alors u(ﬁE) = u(OE +OE) = u(OE) + u(ﬁE) On en
déduit :
u(0g) =0p

Proposition : Caractérisation simplifiée d’'un morphisme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Une application uw: E — F est un morphisme si et seulement si,
pour tout (%; 7) € E? et pour tout (\; p) e K? :

u (AL + ) = Au (2) + pw (4)

(Remarque 3) Pour montrer qu'une application est un morphisme, il suffit de prouver que l'image d’une
combinaison linéaire est la combinaison linéaire des images (avec les mémes coefficients).

(Remarque 4) En fait, il suffit juste de montrer, avec les mémes hypothéses et notations, que

u(AZ+9) = (Z) +u(y)

# Exercice 8

Soit
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Soit
u: R® > R
X
y| » rz+y+z
z

Montrer que u est une application linéaire.

@ Exercice 9

On considére C et R en tant que R espace vectoriels.

Soit
v: C - R
z » R(z)-3(z)

Montrer que v est une application linéaire.

@ Exercice 10

Soit E un espace vectoriel.

1. Montrer que idg est un endomorphisme de E.
2. Montrer que application nulle qui a tout % associe 0 est un endomorphisme de E.

3. Pour «a € K fixé, montrer que I'application h : % — aZ est un endomorphisme de E.

# Exercice 11

Déterminer tous les morphismes de R vers lui-méme, en tant que R espace vectoriel.

Indication: En considérant un tel morphisme f on pourra exprimer, pour tout x € R, f(x) en fonction de

f(1)=a.

Proposition : Image et image réciproque de sous-espaces vectoriels
Soit E et F deuz espaces vectoriels et u e L(E; F).

Sotent X et Y des sous-espaces vectoriels de E et F.

Alors u(X) et u™t <Y > sont des sous-espaces vectoriels respectifs de F et E.

Démonstration. Montrons-le pour u™' < Y >. Soient @ et b deux éléments de u™' <Y >. Soient A et p deux
scalaires.

On sait qu'il existe (é; f) e Y? tels que u (@) = € et u (5) = f. Donc u( A+ pb) = Mu (@) + puu (5) =Ne+ufeY
car Y est un sous-espace vectoriel donc stable par combinaison linéaire.

Ainsi, Na+ pbeu <Y >. O

Définition : Noyau et image d’applications linéaires

Soient E et F deuz K-espaces vectoriels. Soit ue L(E; F) une application linéaire de E vers F.
On appelle image de u l’ensemble :
Im(u) ={u(2); z € E}

On appelle noyau de u l’ensemble :

Ker(u) = {2 € B/ u(%) =0p}

L’image de u est un sous-espace vectoriel de F' et le noyau de u est un sous-espace vectoriel de E.
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Démonstration. On sait que E est un sous-espace vectoriel de F et que {f) F} est un sous-espace vectoriel de
F'. On peut donc exploiter la proposition qui précéde. O

# Exercice 12

Soit
u: R > R3
x xr—-y
Y g y-z
z 0

1. Montrer que u est linéaire.

2. Déterminer le noyau et I'image de u.

Proposition : Caractérisation de l’injectivité et de la surjectivité a 1’aide du noyau et de
I'image
Soit u une application linéaire de E vers F. Alors :

o u est injective si et seulement si Ker(u) = {()} ;

o u est surjective si et seulement si Im(u) = F.

Démonstration. Soit u une telle application linéaire de F vers F'.

Commencons par montrer le point concernant l'injectivité.

Si u est injective alors u (Z) = 0 ne posséde qu’une solution 0, ce qui prouve que Ker(u) = {f)}
Réciproquement, si Ker(u) = {ﬁ} alors pour tout Z et y de E tels que u(Z) = u(¥), on a, par linéarité
u(Z) —u(§) =u(Z-g) =0. Donc Z - j € Ker(u). Alors, dans ce cas,  — § = 0, ce qui permet de conclure : u
est injective.

Attaquons-nous maintenant au critére de surjectivite!

Si u est surjective alors pour tout g € F', il existe Z in E tel que u (%) = ¢ donc ¢ € Im(u). Ainsi, F' c Im(u),
ce qui prouve Im(u) = F. Réciproquement, si Im(u) = F, il est clair que u est surjective. O

@ Exercice 13

I désigne un intervalle de réels, a et b désignent deux éléments de I.

Enfin n est un entier supérieur a deux.

Dans les cas suivants, préciser si les applications proposées sont bien des applications linéaires de E
vers I' en tant que R-espaces vectoriels.

Si c’est bien le cas, préciser leurs noyaux. On ne cherchera pas a prouver que E et F' sont des R-espaces

vectoriels.
1. E={fonctionsde I - R}, F=R, V: f+ f(a).
2. E=R, F =R, C est la fonction cosinus.
3. E = {fonctions continues de I - R}, F' = E, T : f ~ la primitive de f qui s’annule en a.
4. E = {fonctions dérivables de I - R}, F = {fonctions de I - R}, T: f— f'.
5. E = {suites réelles}, F =R, P: (u,) = u2.
6. E = {suites réelles}, F =R, Q : (un) ~ 2ug + u;.
z1
7.E=R", F=R2, v: |"? %(5”1)_
T3

Tn
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Proposition : Morphisme et espace engendré

Mémes hypothéses. Soit (ﬁ)1<i<p une famille de p vecteurs de E.

Alors : 3 )
U (Vec ((fl-)lgsp)) = Vec ((u (fi))lgsp)

Proposition : Propriétés des morphismes

Soient E, F' et G trois K-espaces vectoriels.
On munit L(E; F) ainsi que L(E) de l’addition et du produit par un scalaire « naturels ».

Dans ce cas, L(E) et L(E; F) sont des espaces vectoriels.
De plus, pour (s; t) e L(E; F)? et (u; v) e L(F; G)?, et pour tout (o;; B) € K2, on a :

uoseL(E; G) uo(as+ft)=auos+fuot (au+ pv)os=auos+fvos

# Exercice 14

On reprend les hypothéses de la proposition qui précéde.

1. Prouver que au+ fv: T~ au(Z) + fv (Z) est une application linéaire de F' vers G.

2. Prouver que u o s est une application linéaire de E vers G.

Proposition : Propriété des isomorphismes
Soient E, F et G trois K-espaces vectoriel. Soient (u; v) €e GL(E; F)x GL(F; G). Alors :

voue GL(E; G) ut e GL(F; E)







Chapitre 16

Limites de suites

« Emancipate yourselves from mental slavery
None but ourselves can free our minds>

Bob MARLEY (1945-1981), Redemption Song

L’objectif de ce chapitre est d’explorer la notion de limite de suites. La définition de limite, & 'aide de
quantificateurs n’est pas une chose aisée et elle est relativement récente dans I’histoire des mathématiques.

Pour bien comprendre ce chapitre, on pourra se référer aux algorithmes d’approximations, comme par exemple
la dichotomie. En effet, bien souvent, un algorithme permet d’obtenir un résultat par une séquence d’opé-
rations individuelles qui produisent des résultats intermédiaires successifs ! que I’on peut donc assimiler aux
valeurs d’une suite. Et dans ce cas, on dira que l'algorithme converge vers son objectif lorsque les valeurs
successives se rapprochent du résultat attendu, avec la précision attendue.

16.1 Limites de suites

16.1.1 Définitions

On dira qu’une suite u a pour limite [ lorsqu’elle se rapproche indéfiniment de [ lorsque n augmente. Reste a
définir ce que ’on entend par « se rapprocher indéfiniment de [ lorsque n augmente » & I’aide de quantificateurs
mathématiques.

Si, pour n’importe quelle précision donnée et a partir d’un certain rang, tous les termes de la suite sont
proches de [ avec cette précision, la suite correspondra bien & cette idée qu’elle se rapproche indéfiniment de
.

Finalement, voici la définition officiellement au programme pour exprimer la notion de limite.

Définition : Limite finie d’une suite numérique

Soit u une suite numérique et soit o un nombre.
On dit que w a pour limite o« pour n tendant vers linfini lorsque, pour tout € > 0, il existe un nombre entier
p tel que
Vn2p,|u,—af<e
Dans ce cas, on notera lim wu, =« et on pourra également dire que la suite converge vers .

n—+oo

On a illustré cette définition.

1. Comme par exemple dans le cas des instructions par boucles, on parle alors d’itérations.
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Un

Iciona lim wu,=1.
n—+oo
L’intervalle autour de [ est quelconque.

A partir d’un certain rang, tous les termes de la suite sont dans I’intervalle
autour de .

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

La définition de limite est extrémement subtile. Sa compréhension nécessite de
@ la pratique. On pourra retenir ceci : la limite finie traduit exactement 1'idée
d’approximation. Dire qu’une suite tend vers [ signifie que cette suite approxime [.
Une fois que ’on a cela en téte, on imaginera quelles sont les particularités d’une suite
approximations. D’abord, elle doit étre aussi précise qu’on le souhaite. Ensuite, elle
doit étre fiable, c’est a dire « rester dans le tunnel » que définit la précision annoncée
a partir d’'un certain rang.

On dira qu’une suite diverge vers +oo lorsqu’elle se rapproche indéfiniment de +oo lorsque n augmente. La
encore, reste a savoir comment définir cette notion de « se rapprocher indéfiniment de +oco » .

Une solution consiste a dire que méme si 'on prend un nombre M trés grand, il existe un rang & partir
duquel tous les termes de la suite sont supérieurs a M.

Définition : Limite infinie d’une suite numérique

Soit u une suite numérique et soit o un nombre.
On dit que u a pour limite +oo pour n tendant vers l'infini lorsque, pour tout nombre M , il existe un nombre
entier p tel que
Vn>p, u, € M;+oo]
Dans ce cas, on notera lim wu, = +oo et on pourra également dire que la suite tend vers +oo.

n—+oo
De maniére semblable, on dit que w a pour limite —oo pour n tendant vers l'infini lorsque, pour tout nombre

N, il existe un nombre entier p tel que

Van, Un E]_OO7N[

On illustre cette définition avec la figure ci-aprés.
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X
Un, x
X
X
X
X
x
B X
X
X
x X
x
A est quelconque. x
q q x y
Iciona lim wuy =+oo. x N
n—+oo X «
A . . X Lo N
A partir d’un certain rang, tous les termes de la suite sont supérieurs a A.
X
X
A X
X
e e e e e e e e e
«
X
X
X
x
X
X
X
X
7 x
x
X
X
X
X
x
X
X
X
B X
x
X
X
X
X
x
x
X
X
B X
X
x
X
X
X
X
x
X
X
B X
X
x
x
X
X
X
x
x
X
B X
X
X
x
X
X
X
X
x
X
B X
X
X
x
X
X
x n
X
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Proposition : Limite d’une suite arithmétique

Soit (uy,) une suite arithmétique de raison a.
Si a est strictement positif, alors la suite (u,) tend vers +oo.
Si a est strictement négatif, alors la suite (uy) tend vers —oo.

Démonstration. Cette démonstration est partielle, on se place dans le second cas, a < 0.

On sait que pour tout n, u, = ug + na.

Soit un nombre N quelconque. On cherche & montrer qu’a partir d'un certain rang, tous les termes de la
suite sont dans l'intervalle | — co; N[. On cherche donc p tel que u, < N, c’est a dire

ug+pa <N < pa<N —ug
N-u

0 . oo o
<= p>——— car on a divisé par a qui strictement négatif.
a
. —UQ ) NVET . . N
Mais ——— est un nombre réel. Or R est archimédien donc un tel entier p existe. En particulier, tous les
a
.- N L —Up . L.

rangs supérieurs a p vérifient n > p > ——— . Ainsi, par équivalence, pour tout n > p, u, < V.
On a bien montré que la suite tend vers —oo. 0

(Remarque 0) En particulier, la suite des entiers n tend vers +oo.

Voici deux petits exercices de mise en application.
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# Exercice 0

Soit la suite (v,) définie pour tout n par v, = n?. Montrer que (v,) tend vers +oco.

# Exercice 1
Soit la suite (wy,) définie par
1 si n est le carré d’'un nombre entier.

Wnp = .
n Simon.

1. Déterminer les 10 premiers termes de (wy,).

2. Montrer qu’il est impossible de trouver un rang a partir duquel tous les termes de la suite sont
dans I'intervalle ]2;+oo|.

3. La suite (w,) tend-elle vers +oo 7

# Exercice 2
1
n+1
1. (a) Déterminer un rang p tel que pour tout n>p, 0< z, <0,1.

Soit la suite (zy) définie pour tout n par z, =

(b) Déterminer un rang p tel que pour tout n > p, 0 < z, < 0,001.

2. Pour € > 0 donné, pouvez-vous déterminer une formule permettant d’obtenir un rang p tel que
pour tout n > p, 0< z, <e. On pourra utiliser la fonction partie entiére.

3. Conclure quant a la limite de la suite (z,).

Un dernier exercice.

@ Exercice 3

On considére ’algorithme suivant :

Saisir M
u vaut 100
k vaut 0
Tant que u< M:
u vaut 1,05 xu
k vaut k+1
Fin tant que
Afficher k

1. Que va afficher Ialgorithme si I'utilisateur entre 50 ?

2. Que dire des valeurs successives de u ? Pourquoi est-on sir que Ialgorithme s’arréte ?

3. En utilisant la calculatrice, déterminer le résultat affiché par Ialgorithme si 'utilisateur entre
1000.

Proposition : Unicité de la limite

Soit (uy) une suite. Si (uy,) posséde une limite en +oo alors cette limite est unique.

Démonstration. On va le prouver dans le cas d’une limite finie. Supposons ainsi que (u,) posséde deux
limites finies £ + m.

Pour € =

|-

> 0, il existe un rang p tel que pour tout n > p, u,, est dans lintervalle [£-¢; £+e(. De méme

il existe aussi un rang p’ tel que pour tout n >p’, u, et est dans Uintervalle |m —¢e; m +e(.
Mais alors, pour tout n > max(p; p’), u, est dans I'intersection de ces deux intervalles, ce qui est absurde
puisque, par construction, ces deux intervalles sont disjoints. O
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16.1.2 Opérations sur les limites

Les paragraphes suivants permettent de déterminer des limites de suites composées & partir de suites élé-
mentaires dont on sait déterminer aisément la limite.

Proposition : Suite convergente : caractérisation a 1’aide de la valeur absolue

Soit u une suite. Alors, u converge vers l si et seulement si |u, — | tend vers 0.

Démonstration. Trés facile & prouver a partir de la définition de la limite. ]

Proposition : Toute suite convergente est bornée

Soit I un nombre et u une suite. Si lim wu, =1 alors u est bornée.

n—+oo

Démonstration. On prend € = 1. Il existe p tel que Vn>p, [ -1 <u, <[ +1.
Donc, pour tout n > p, les u, sont bornés.

D’autre part, les ug, u1, -+, up—1 sont bornés aussi.
Or, toute réunion finie d’ensembles bornés est bornée.
Ainsi u est bornée. d

Proposition : Définition équivalente de la convergence

Mémes notations. lim u, =10 <= lim (u,-1)=0
n—+oo n—+0o

Démonstration. Trés facile, car pour tout € > 0 et pour tout n,
up €]l—¢; l+e[ = up-le]l-¢; ¢ O

Le lemme qui suit sera utile pour prouver des résultats sur des sommes et produits de suites convergentes.

Lemme : Propriétés des suites de limite nulle

Soit u et v deux suites de limite nulle et w une suite bornée.
Alors u+v et uw sont de limite nulle.

Démonstration. Pour tout € > 0, il existe un rang p et il existe un rang q tels que, pour tout n > p, |u,| < 5;
et, pour tout n 2 g, |v,| < 5.

En particulier, pour tout n > maz(p; q), [un + vn| < [up| +|vn| < €.

Considérons maintenant la suite ww. Soit M > 0 un majorant de |w|.

Pour tout ¢ > 0, il existe un rang p tel que pour tout n > p, |u,| < 57 et donc |u, x wy| <e. O

Le lemme qui suit sera utile pour prouver des résultats sur des sommes et produits de suites qui tendent vers
I'infini.

Lemme : Propriétés des suites tendant vers 1’infini

Soit (uy) et (vy) deuz suites. On suppose que lim v, = +oo.
n—>+0o

Si (uy) est minorée alors (up +vy,) tend vers +oo.

Si (uy,) est minorée par un réel strictement positif 4 partir d’un certain rang alors u,v, tend vers +oo.

St (uy,) est majorée par un réel strictement négatif a partir d’un certain rang alors u,v, tend vers —oo.
n nv¥n
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Démonstration. On suppose que (v, ) tend vers +oo et que (u,) est minorée. Soit m un minorant de (uy,).
Soit A un réel. Il existe un rang p tel que pour tout n > p, v, > A — m. Sachant que wu, > m, on obtient
Up + Uy 2 A, ce qui prouve que u, + v, tend vers +oo.

On suppose maintenant que (u,) est minorée par un réel strictement positif noté k & partir d’un certain
rang g. Pour tout réel positif A, il existe un rang p tel que pour tout n > p, v, > e En particulier, pour tout
n > max(p; q), on a aussi u, > k. On obtient donc, sachant que ces deux inégalités portent sur des termes

A
positifs, on en déduit que, pour tout n > max(p; q), u,vy, > - x k= A, ce qui prouve que (u,v,) tend vers
+00

Supposons enfin que (u,) est majorée par un réel strictement négatif noté I & partir d’un certain rang gq.
Pour tout réel négatif B, il existe un rang p tel que pour tout n > p, v, > T > 0. En particulier, pour tout

n > max(p; ¢), on a aussi u, < k. On obtient donc, sachant que la seconde inégalité porte sur des nombres
B
négatifs et la premiére sur des nombres positifs, on en déduit que, pour tout n > max(p; q), upvy, < T x[ =B,

ce qui prouve que (u,v,) tend vers —oo. O

Proposition : Limite d’une somme de deux suites.

Soient u et v deuzx suites. Soient | et m deux nombres réels.
Le tableau suivant donne la limite de la suite u+ v connaissant les limites de u et v.

v tend vers
m —00 +00
u tend vers
l l+m —00 +00
- -0 —00 Indéterminé.
+00 +00 Indéterminé. +00

Ce tableau se lit de la maniére suivante : « Si u tend vers | et v tend vers +oo alors w+v tend vers +oo. »

Démonstration. On montre I'un des résultats du tableau :

«Si lim v,=letsi lim wu, =+oo alors lim wu, +v, = +oo.»
n—+oo n—+oo n—+oo

On sait que v, est bornée (car convergente, d’aprés un lemme précédent) donc v, est minorée. En utilisant
le second lemme, on en déduit que (u, +v,) tend vers +oo. O

Proposition : Limite d’un produit de deux suites.

Soient u et v deuz suites. Soient | et m deuzr nombres réels non nuls.
Le tableau suivant donne la limite de la suite u x v connaissant les limites de u et v.

il | | |
0 m —oo +00
u tend vers
0 0 0 Indéterminé. Indéterminé.
p 0 i —oos%l>0 +oos1%l>0
+oo 51 1< 0 —o0 51 1<0

. L —oc0 st m>0
—oco Indéterminé. X +oo —oco
+oo0 st m <0

. . +oo st m >0
+oo Indétermané. ) —oo +o00
—o0 st m<0

Démonstration. On montre 'un des résultats du tableau :
«Si lim v,=letsi lim wu,=m alors Lim wu, xv, =Ilm.»

n—+00 n—>+00 n—+o0o

Pour cela, on note que, pour tout n, w,v, — Im = v, — v, + v, = Im = v, (uy, = 1) + (v, —m).
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Or, uy, — [ tend vers 0, v, —m également et on sait que v, est bornée.
Ainsi, d’aprés ce que 'on a établi précédemment, u,v, —Im tend vers 0. O

Définition : Limite en 0

On dit qu’une suite (uy,) tend vers 0% si, pour tout € >0, il existe un rang p tel que
Yn2p, 0<u,<e¢
On dit qu’une suite (uy) tend vers 07 si, pour tout € >0, il existe un rang p tel que

Yn>p, —e<u, <0

Proposition : Limite de I’inverse d’une suite

Soit (uy,) une suite dont les éléments sont tous non nuls. Soit £ un nombre réel non nul.

1
Le tableau suivant donne la limite de la suite — connaissant la limite de u.
U

(uyn) tend vers || comportement de (—)
Up,
0* +00
0~ —00
0 Indéterminé.

1
l s
14

PSS 0"

+00 0*

# Exercice 4

Déterminer les limites des suites :

U =1 ) Indication: On pourra montrer que S, =
a 1
) Unp+1l = Up — % n2(1__)
2 n
=n? n
b) vn =n e) ty=d- ——
1 n-2
c) wp=4-— )
n f n°-n
d) s, =n’-n. ) #n = N

@ Il est souvent utile de factoriser de force une somme de suites par son terme

dominant pour connaitre sa limite.
1 1

Par exemple, en factorisant 3n® — n? — 1 par n3, on obtient n3 (3 === —3) dont on
n n

peut déterminer la limite qui est de la forme (+00) x 3 = +00.
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# Exercice 5

On illustre ici que la somme de deux suites tendant respectivement vers +oco et —oo posséde une limite
indéterminée.

Soient les suites u, = n®-n et v, = n>

—n3. Montrer que ces deux suites possédent des limites différentes.

# Exercice 6

On illustre ici que le produit de deux suites tendant respectivement vers +oo et 0 posséde une limite

indéterminée.
1 (="
x — et v, =nx

n n

Soient les suites u, = n>

. Montrer que u posséde une limite alors que v n’en
posséde pas.

@ Exercice 7

Fabriquer une suite qui tend vers +oo mais qui n’est jamais croissante.

@ Exercice 8

Fabriquer une suite qui n’est pas majorée mais qui ne tend pas vers +oo.

16.1.3 Suite extraite

Définition : Suite extraite, extractrice

Soit une suite (uy).
Une suite extraite ou sous-suite de (uy,) est un sous-ensemble infini de termes de (uy).

Ce sous-ensemble est entiérement déterminé par une application ¢ strictement croissante de N dans N que
l’on appelle extractrice.

La suite extraite de (uy,) s’écrit dans ce cas ainsi (u¢(n))

nelN’

@ Exercice 9

1. Dans les cas suivants, ¢ est-elle une extractrice ?

a) p(n)=2n ¢) o(n) = {n si n est paire
n —1 sinon
b) ¢(n) =In(n) d) ¢(n) =n’

2. (a) Montrer que si ¢ est une extractrice alors, pour tout n, on a p(n) > n.
(b) | désigne un nombre.

Déduire de la question précédente que si u tend vers | alors toute suite extraite de u tend
vers 1.

Proposition : Limite et suite extraite

a désigne un nombre ou bien +oo ou bien —oo.
(un) tend vers « si et seulement si toute suite extraite de (u,) tend aussi vers a.
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# Exercice 10

Soit une suite (uy,).
Montrer que (u,,) converge si et seulement si (ugy,) et (ugy4+1) convergent vers la méme limite.

@ Exercice 11

Soit une suite (u,) qui converge vers une limite .
Montrer qu’on peut construire une extractrice @ telle que, pour tout n, ‘u@(n) - l‘ <2,

16.2 Les théorémes de convergence

16.2.1 Théoréme des Gendarmes

Les deux théorémes qui suivent peuvent étre illustrés par les images trés simples suivantes :

— Image des gendarmes : « Si un homme marche entre deux gendarmes et que ces deux gendarmes entrent
dans une prison alors I’homme entre en prison. »

— Image de la cométe : « Si un homme vole devant une comeéte qui se rapproche des confins de I'univers
alors 'homme se rapproche des confins de 'univers. »

Théoréme : Gendarmes

Soient u, v et w trois suites. Soit | un nombre.

S’il existe p tel que pour tout n > p, up < v, <wy et st lim u, = lim w, =1 alors lim v, =1[.
n—+oo n—+oo n—+oo

Théoréme : Minoration par une suite tendant vers +oco

Soient u et v deux suites.
S’il existe p tel que pour tout n > p, uy < v, et st lim uy, = +oo0 alors lim wv, = +oo.

n—+oo n—>+00

On démontre ce dernier théoréme.

Démonstration. Soient deux suites u et v vérifiant les hypothéses du théoréme.

Soit A un nombre quelconque. On cherche & prouver qu’il existe un rang & partir duquel tous les termes de
v sont strictement supérieurs & A. Mais cela est simple.

En effet, il existe un rang ¢ tel que n>¢q¢ = u, > A car lim wu, = +oo.

n—+oo

En prenant m le maximum de p et ¢, on sait que, pour tout n > m,
Up 2 Un > A. Alnsi, u, > A, ce qui permet de conclure. g

# Exercice 12

Soit la suite définie pour tout n par u, =n+ 3 x (=1)".

1. Montrer que, pour tout n, u, >n — 3.

2. En déduire la limite de .

3. u peut servir de contre exemple a ’'une des propositions suivantes. Laquelle ?
(a) Une suite qui tend vers +oo ne posséde pas forcément de minorant.
(b) Une suite qui tend vers +oo est nécessairement croissante.

(¢) Une suite croissante tend nécessairement vers +oc.
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Voici un résultat important permettant de déterminer des limites de suites géométriques.

Proposition : Limite de la suite ¢"

Soit g un nombre. On a les résultats suivants concernant la suite de termes g™ :
o S5iq<—1 alors la suite q" n’a pas de limite.
e Siqe]l-1;1] alors lim ¢" =0.

n—+o00
e Siqg=1 alors lim ¢" =1.
n—+oo
e Sige]l;+o0[ alors lim ¢" = +oo.
n—+0o

Démonstration. On prouve maintenant le dernier résultat.

On reprend une inégalité établie précédemment. On a montré par récurrence que, pour tout nombre a > 0 et
pour tout nombre entier n, on avait

(1+a)™>1+na. En particulier, si ¢ > 1, on a (¢—1) >0 et ainsi

0" = (1+(g-1))"> (1+n(g-1)).

Or, on sait que nEer(l +n(g—1)) = +oo. En utilisant le théoréme de minoration, on en déduit que lim ¢" =

n—>+00

+o00. O

On dispose également d’un résultat concernant le passage a la limite dans les inégalités.

Lemme : Passage a la limite dans une inégalité

Soient u et v deuz suites convergentes. On suppose que :
o pour tout n, Uy < Uy ;
o u, et v, sont convergentes.

Alors :

lim u, < lim v,
n—+oo n—+00

Démonstration. On suppose que pour tout n, u, < v, et que ces deux suites sont convergentes.

On va noter £ = lim u, et ' = lim v,. On veut prouver [ <[’
n—>+00 n—+oo
-y

> 0.

Par construction les intervalles [¢ —e; £+¢[ et ¢/ —¢; '+ [ sont disjoints.

Or, a partir d’un certain rang p, tous les termes de (u,,) sont dans ¢ -¢; £+¢].

Et, a partir d’un certain rang p’, tous les termes de (v,,) sont dans ]¢' —; ¢ +¢[.

En posant N =max(p; p'), on vérifie que pour tout n> N, u, €|l —&; L+l et v, €]l' —; £’ +¢[, ce qui est
impossible car cela entrainerait u, > vy,. O

Raisonnons par I’absurde. On suppose £ > ¢’ et on pose € =

(Remarque 1) Cette proposition reste valide si ’'on suppose (u,) supérieur a (v,) uniquement a partir
d’un certain rang.

Par passage a la limite, on obtient uniquement des inégalités larges. Voici un
contre exemple qui nous montre que l'inégalité stricte n’est pas respectée : pour
1 1

tout n, —

< et pourtant lim — = lim
n+l n+1 n—+oco m+1 n-otoon+1

16.2.2 Théorémes de convergence monotone

Lemme : Suite croissante admettant une limite

Soit une suite (uy). Si (u,) est croissante et si (u,) posséde une limite finie alors (uy) est majorée par sa
limate.
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Démonstration. Soit une suite (u,,) croissante et possédant une limite. on raisonne par I’absurde, c’est a dire
qu’on prouve qu’il est impossible que (u,) ne soit pas majorée par sa limite.

On note ¢ la limite de la suite et on suppose que £ n’est pas un majorant de la suite (uy). Il existe donc un
certain entier p tel que u, > £. Posons alors € = u, — £ > 0, de sorte que £ + € = w,,.

Or, pour tout n > p, u, > u, car (u,) est croissante. Et ainsi, pour tout n > p, u, ¢]¢ —¢; ¢ +¢[, ce qui
constitue une contradiction avec le fait que (uy,) tend vers £. O

Le théoréme de convergence monotone est équivalent a la propriété de borne supérieure.
Ce que dit ce théoréme peut s’illustrer par I'image suivante : « Si on décide d’avancer indéfiniment vers le
Nord mais que 'on ne dépasse pas la latitude de Lille, c’est que I'on s’est arrété quelque part en route. »

Théoréme : Convergence monotone

Soit une suite numérique (uy,).
Si (uy) est croissante a partir d’un certain rang p alors (uy) posséde une limite.
Plus précisément :
e Dans le cas ot (uy,) est majorée, (u,) tend vers la borne supérieure des termes de rangs supérieurs
ap:
lim w, =supug

n—+oo k‘Zp

e Dans le cas contraire, (u,) tend vers +oo.

(Remarque 2) Ce théoréme posséde un corollaire qui dit que toute suite décroissante et minorée posséde
une limite finie.

Démonstration. Considérons le premier cas. On considére ainsi une suite (u,,) croissante & partir d’un rang
p et majorée.

¢ =sup{uk, k> p}. [ existe car la suite (u,) est majorée.

On va maintenant prouver que la suite (u,) tend vers £.

Mais, par propriété de la borne supérieure, pour tout € > 0, il existe un rang ¢ > p tel que £ - <wuy < /.

Et comme la suite (uy,) est croissante a partir du rang p, pour tout n > ¢, [ —€ < uq < u, < I. Cela confirme
que la suite (uy) tend vers [.

Considérons maintenant le second cas. On suppose que la suite (u,) est croissante a partir d’un rang p et
est non majorée. Cela signifie qu’elle n’admet pas de majorant. En particulier, pour tout nombre réel A, on
peut trouver un rang g > p tel que u, est strictement supérieur a A. Ainsi VA € R, 3¢ > p/uy > A.

Mais comme (u,,) est croissante a partir du rang p < ¢, on sait que tous les termes de rang supérieur a ¢
seront supérieurs a uy. On en déduit :

Vn>q, u, 2 ug > A

Finalement, pour tout nombre A, il existe un certain rang a partir duquel tous les termes de la suite sont
dans |A;+oo[ ; ce qui prouve que la suite tend vers +oo. ]

Voici deux applications directes de ce théoréme.

uo
Un+1

1. Montrer par récurrence que, pour tout n :

@ Exercice 13

Soit la suite (u,) définie par

|
Q‘Mh—t
S

u

O<uy <upsp <1

2. En déduire que la suite converge.

3. Conjecturer la valeur de la limite.
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# Exercice 14

Soit la suite (uy,) définie par

L T

Upsl = ufl —2up +2
1. Montrer que, pour tout n, u, € [1;2].

2. Montrer que, pour tout n, Ups1 — Uy = (uy —2)(uy — 1)
3. En déduire le sens de variation de u.

4. La suite (uy) est-elle convergente ?

16.2.3 Théoréme des suites adjacentes

Théoréme : Suites adjacentes

Soient deuz suites (u,) et (v,) telles que

e il existe un rang p tel que pour tout n > p, U, < vy, ;

o (uy) est croissante & partir du rang p ;

e (vy,) est décroissante & partir du rang p ;

o lim (v, -uy)=0.

n—>+0oo

On dit alors que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes et, sous ces hypothéses, elles convergent vers la
méme limite.

emarque n fait, on peut montrer (en exercice) que si les suites (v,) et (u,) vérifient les trois

R 3) En fait t t 1 t t fient les t
derniéres hypotheses (I'une est croissante, 'autre décroissante et leur différence tend vers 0) alors la
premiére hypothése est nécessairement vraie (la suite croissante est en dessous de la suite décroissante).

Autrement dit, la premiére hypothése est superflue.

L’exercice suivant constitue une preuve de ce théoréme.

# Exercice 15

On considére deux suites adjacentes (uy) et (vy,).

1. Pourquoi peut-on affirmer que (u,) converge vers un nombre £ 7
2. Pourquoi peut-on également affirmer que (v,) converge vers un nombre ¢’ ?

3. Prouver que ¢ = /',

# Exercice 16

On considére deux nombres 0 < a < b et les suites (uy) et (v,) définies par

1
up=a, vV9=b, Upy = 5 (Un +vp), Un+1 =V Un+10n

1. Montrer par récurrence
(a) que (uy) est croissante,
(b) que (vy,) est décroissante,
(¢) que, pour tout n, u, < vy,.
2. En déduire que les suites (uy,) et (v,) convergent vers des nombres { et {'.

3. Prouver que £ ={'.



Annexe A

Formulaire

A.1 Trigonométrie

A.1.1 Opérations

a, b, p et q désignent quatre nombres.

A.1.1.1 Opérations sur les angles, formules de base

Il faut apprendre par cceur ces formules ou étre capable de les retrouver trés rapidement en faisant un dessin
de cercle trigonométrique.

tan(a) = (S::;((Z)) cos(a)? +sin(a)? =1 1 +tan®(a) = cos;l(a)
cos(—a) = cos(a) sin(-a) = —sin(a) tan(—a) = —tan(a)
cos(m +a) = —cos(a) sin(m +a) = —sin(a) tan(m + a) = tan(a)
cos(m—a) = —cos(a) sin(m —a) =sin(a) tan(m —a) = —tan(a)
1
cos (% - a) =sin(a) sin (% - a) = cos(a) tan (% ~a) = tan(a)
-1
Cos(%+a)=—sin(a) sin(%+a)=cos(a) tan(g+a) =m

A.1.1.2 Somme

Ces formules sont également fondamentales! Les formules avec a — b se retrouvent en remplacant b par —b
dans les premiéres formules.

cos(a +b) = cos(a) cos(b) —sin(a) sin(b) sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
cos(a —b) = cos(a) cos(b) +sin(a) sin(b) sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
tan(a) + tan(b) tan(a) — tan(b)

1 —tan(a) tan(b) 1+ tan(a) tan(b)

tan(a +b) = tan(a —b) =

A.1.1.3 Transformation de sommes en produits (factorisation)

+b

a a-b
On pose p = etq:Tdesortequea:p+qetb:p—q.
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cos(a) + cos(b) = 2cos (p) cos (q) sin(a) + sin(b) = 2sin (p) cos (q)
cos(a) — cos(b) = —2sin (p) sin (q) sin(a) - sin(b) = 2 cos (p) sin (q)

A.1.1.4 Transformation de produits en sommes (linéarisation)

cos(a) cos(b) = % (cos(a +b) + cos(a - b))

sin(a) sin(b) = % (cos(a - b) - cos(a + b))

sin(a) cos(b) = % (sin(a + b) + sin(a - b))
A.1.1.5 Duplication

Ces formules sont trés utiles!

cos(2a) = 2cos®(a) — 1 =1 - 2sin?(a)

2t
sin(2a) = 2sin(a) cos(a) tan(2a) = L(f)
1-tan*(a)
De la premiére formule, on déduit trés facilement :
2a) +1 1- 2
cos®(a) = cos(2a) + 1 sin?(a) = 1= cos(2a)
2 2
A.1.1.6 De Moivre
n désigne un entier quelconque.
(cos(a) +isin(a))" = cos(na) +isin(na)
A.1.1.7 Tangente de ’angle moitié
On pose t = tan(%). On a alors :
()1-752 in(a) 2t tan(a) 2t
cos(a) = —— sin(a) = — an(a) =
1+1¢2 1+1¢2 1-¢2

Pour retenir le dénominateur de ces formules, il faut se rappeler que cos et sin sont toujours définies donc le
dénominateur ne s’annule pas (en 1+ ¢2) tandis que tan n’est pas définie pour a = g + km, c’est & dire pour
t=1.

Quant au numérateur, on le retrouve grace a la parité (cos est paire tandis que sin et tan sont impaires).
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A.1.2 Fonctions trigonométriques

A.1.2.1 Mesures remarquables

On a les sinus et cosinus des angles remarquables suivants :

T 3m | w T T
x — |\ 7| = = — -
2 2 6 4 3
1 2 3
sin(z) 110]|-1| = £ £
2 2 2
3 21 1
cos(x) 0(-1]0 £ £ =
2 2
A.1.2.2 Propriétés
Les fonctions sin et cos sont définies, continues et dérivables sur R.
sin est impaire, cos est paire.
Ces deux fonctions sont périodiques de période 2.
Les tableaux de variations de sin et cos sont dressés ci-aprés.
x 0 5 ™ 37” 2
cos'(z) = —sin(z) | 0 - 0 + 0
1 \ / 1
cos(z) 0 0
T 0 % T BTW 2T
sin’(z) = cos(x) 0 - 0
1 0

sin(x)

La fonction tan est définie sur R - {% +km, ke Z}. Elle est impaire et périodique de période 7.

Son tableau de variation est :

T il
! 2 0 2
tan’(z) = _ +
~ cos?(z)
+00
tan(x) 0/
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A.2 Sommes et introduction aux polynémes

A.2.1 Polynéme du second degré a coefficients réels
A.2.1.1 Forme canonique

Soient a, b et ¢ trois nombres fixés, avec a # 0.
Soit la fonction trindmiale f:z + az? + bz + c.
On pose

- =b
@ = 3
5 —b%+4ac
4a

Alors, pour tout x :
f(@)=a(z-a)’+5
On dit que I'écriture a(x — «)? + B est la forme canonique de f(x).

En particulier :
e la courbe représentative de f a pour sommet le point (o, 3);
e la courbe représentative de f présente un axe de symétrie vertical d’équation x = a;

. . ) ) maximum si a est négatif,
e la fonction f admet un extrémum en x = a qui vaut 3 et cet extrémum est un

minimum  si a est positif;
¢ le tableau de variations de f s’écrit

€T —00 (] +00

+00 +00
sia>0 \ /

B

B
sia<0 / \

A.2.1.2 Factorisation d’un polynéme du second degré

Soient a, b et ¢ trois nombres fixés avec a # 0.
Soit une fonction f qui a tout z associe f(z) = ax? + bz +c.

On calcule puis on distingue trois cas :
(casn®1) Si A <0, f(z) est toujours du signe de a. Dans ce cas, on ne peut pas factoriser f.

(cas n°2) Si A >0, f(x) est du signe opposé a a pour x compris entre r; et r9 et est du signe de a ailleurs, les
valeurs de r1 et ro étant :
_—b+VA

2a

-b-VvA

T =—7"""
2a

Dans ce cas, on dit que rq et r sont les racines de f et on a, pour tout x la forme factorisée
f(@) =a(z—r)(z-r2)
(casn®3) Si A =0, f(z) est du signe de a pour tout x # r et s’annule pour x = r avec :

b
" 2a

Dans ce cas, on dit que 7 est la racine double de f et on a, pour tout z la forme factorisée

f(x) =a(z-r)

1

r
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A.2.2 Somme des termes de suites et applications

Soit ¢ # 1 un nombre et n un entier naturel :

n

1= n+1
qk:1+q+...+q = q
0 l-q

NgE

k

On en déduit la factorisation suivante :
n-1
a"-b"=(a-0) (an_l +a" 2+ a4+ bV + b”_l) =(a-b) ( Zakb”_l_k)
k=0

Pour tout nombre entier naturel n, on note T}, = 1+2+---+n. On dit que les T}, sont les nombres triangulaires.

On a alors la formule :
~n(n+1)

T, 5

A.2.3 Formule du bin6me de Newton et applications

Soient a et b deux nombres quelconques. Soit n un entier naturel. Alors

(a+b)"= > (Z)akb”_k

0<k<n

Pour a =1 et b=1, on obtient :
Pour a =-1 et b=1, on obtient :

Pour a quelconque et b =1, on obtient :

> ak(Z) =(1+a)"

0<k<n

Pour n = 3, on obtient les deux identités remarquables du troisiéme degré :

(a+b) = a®+3a%b + 3ab® + b* (a-b) =a® - 3a%b + 3ab® - b*
A.2.4 Dérivation de polynémes, formule de Taylor

n
Soit un polynome P(X) = > apX *_On définit le polynome dérivé de P par la formule :

k=0
n n—1
P'(X) =Y kax X" = 3 (k+1)ap X"
k=1 k=0

On a ainsi, 6(P") =§(P) - 1.

On peut dériver le polynome dérivé et fabriquer ainsi des dérivées successives définies par PO = P et
plk+1) - (Pk )'. L’intérét de cet construction réside dans la formule de Taylor, qui s’écrit, toujours pour ce
polyndéme P de degré n et quelque soit a € K :

n p(k) a
px) =3 @

i k!

(X -a)*

L’un des corollaires de cette formule est que « est de multiplicité m,, si et seulement si, pour tout k <mg—1,
P®) (o) =0 et P(ma)(a) 0.
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A.3 Propriétés des quadrilatéres

Si ABCD est un quadrilatére, on définit les cas suivants :

— lorsque (AB) || (CD) et (BC) || (AD), on dit que le quadrilatére est un parallélogramme

— lorsque AB =CD et BC = AD, le quadrilatére est également un parallélogramme

— lorsque tous les angles du quadrilatére sont droits, on dit que le quadrilatére est un rectangle

— lorsque tous les cotés du quadrilatére ont la méme longueur, on dit que le quadrilatére est un losange

— lorsque tous les angles du quadrilatére sont droits et que tous les cotés ont la méme longueur, on dit que
le quadrilatére est un carré

Théoréme : Caractérisation d’un quadrilatére par ses diagonales

A, B, C et D sont 4 points du plan.

ABCD est un parallélogramme si et seulement si [AC] et [BD] ont méme milieu.

ABCD est un rectangle si et seulement si [AC'| et [BD] ont méme milieu et AC = BD.

ABCD est un losange si et seulement si [AC] et [BD] ont méme milieu et (AC) et (BD) sont perpendi-
culaires.

ABCD est un carré si et seulement si [AC] et [BD] ont méme milieu et AC = BD et (AC) et (BD)
sont perpendiculaires.

Ces quatre propositions sont résumées par le tableau ci-dessous :

‘ Nature de ABCD ‘ Propriété caractéristique des diagonales ‘
parallélogramme [AC] et [BD] ont méme milieu
rectangle [AC] BD] ont méme miliew et AC = BD

AC] et [BD]
losange [AC] et [BD] ont méme milieu et (AC) et (BD) sont perpendiculaires
carré [AC] et [BD] ont méme milieu et AC = BD et (AC) et (BD) sont perpendi-
culaires

A.4 Propriétés des triangles

Il y a énormément de propriétés sur les triangles. Le théoréme plus bas donne les propriétés caractéristiques
utiles.

Pour rappel, dans un triangle :

— les médianes se coupent en un point unique qu’on appelle le centre de gravité

— les médiatrices se coupent en un point unique qui correspond au centre du cercle circonscrit

— les hauteurs se coupent en un point unique qu’on appelle 'orthocentre.

Par ailleurs, si ABC est un triangle, on définit les cas particuliers suivants :

— lorsque 'angle BAC est droit, on dit que le triangle est rectangle en A

— lorsque l'angle AB = AC, on dit que le triangle est isocéle en A

— lorsque 'angle AB = AC = BC', on dit que le triangle est équilatéral.

Théoréme : Caractérisation d’un triangle a I’aide de ses droites caractéristiques

A, B et C sont trois points deuzr o deuzr distincts du plan.

Le triangle ABC' est isocéle en A si et seulement si le point A appartient & la médiatrice de [BC].

Le triangle ABC' est rectangle en A si et seulement si le centre du cercle circonscrit est le milieu de [ BC'].
Le triangle ABC est équilatéral si et seulement si le centre du gravité est confondu avec le centre du cercle
circonscrit.
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A.5 Deérivation

A.5.1 Fonctions usuelles, opérations
A.5.1.1 Dérivation des fonctions usuelles

n désigne un nombre entier naturel. p est un nombre réel fixé et a est un réel.

| Nom | Définition | Dérivabilité | /o 1 7@ |
Constante R R D 0
Puissance R R t" nt" 1
1
Racine 0; +oo 0; +oo Vit —
0 ool 105 +oo] —
I ; . . . . 1 -n
nverse puissance | | —oo; 0[U]0; +oo[ | ]—o0; 0[U]0; +oo] m )
Exponentielle R R et et
Puissance réelle R RT o at® 1
1
Logarithme 10; +oo 10; +o0] In(t) n
Cosinus R R cos(t) —sin(t)
Sinus R R sin(t) cos(t)
s s 1
Tangente R-{Z+km keZ} | R-{Z+km keZ} | tan(t) o (D)
. . 1
Arcsinus [-1; 1] 1-1; 1] arcsin(t) =%
-t
. -1
Arccosinus [-1; 1] 1-1; 1] arccos(t) —
t
Arctangente R R arctan(t) e
& 1+1¢2

A.5.1.2 Opérations, formule de Liebnitz

On dispose également de formules permettant de calculer la dérivée de la somme, du produit, du quotient

de deux fonctions.
Ainsi, dans les formules suivantes, u, v et w désignent trois fonctions définies sur un intervalle ouvert I et

dérivables en un nombre t de I. D’autre part, « désigne un nombre fixé et on supposera que w(t) # 0.

On a alors :
(u+0)(t) = u'(t)+2'(¢)
(au)'(t) = au/(t)
(wo)'(t) = ' (t)v(t) +u(t)v'(t)

Gjo - 20
(2o - YOm0

En outre, si n est un entier naturel et que les dérivées n-iémes de u et v existent sur I, on a :

(uw)™ = i(k)uac)v(n—k)

k=0\"
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A.5.2 Dérivation composée et applications
A.5.2.1 Dérivation composée

Soient f et g deux fonctions.

On suppose que f est définie sur un intervalle ouvert I, que ¢ est définie sur un intervalle ouvert J et que
pour tout = de I, f(x) appartient & J. Enfin, soit a un nombre de I.

Si f'(a) existe et si ¢’ (f(a)) existe alors la fonction g o f est dérivable en a et

(g0 1) (a) = f'(a)g" (f(a))

A.5.2.2 Applications

Le tableau suivant donne des applications directes de la formule de dérivation composée.
u désigne une fonction dérivable en ¢, n désigne un entier naturel et o un réel.

| u est a valeurs dans | f (@) ‘ ') ‘
o _ (0
10; +oof Vu(t) NOO
R u(t)™ nau'(t)u(t)" !
R u(t)® o' (t)u(t) !
. ‘ 1 —nu’(t)
] =005 0[U]O; +oo[ NOE a()
R eu(t) u/(t)eu(t)
R cos (u(t)) | —u/(t)sin (u(t))
R sin (u(t)) u'(t) cos (u(t))
_ (1)
10; +oo[ In (u(t)) )
1-1; 1] arcsin (u(t)) %
V1= (u(?))
1-1; 1] arccos (u(t)) %
V1= (u(?))
u'(t)
R arctan (u(t)) T ()

A.5.3 Fonction réciproque et dérivation
A.5.3.1 Définition et formule

Soit une fonction f définie et dérivable sur un intervalle ouvert I.
On suppose que f’ garde un signe constant sur I.
Alors :
e l'image de l'intervalle I par f est un intervalle ouvert .J;
e il existe une fonction notée f~* de J dans I telle que, pour tout x de .J, fo f71(z) = z et, pour tout = de
I flof(z)=a

e De plus, la fonction f~! est dérivable et, pour tout  de J :

Sy ey ]
U0 7y
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A.5.3.2 Applications

A partir de la formule précédente, on déduit les formules suivantes concernant les fonctions trigonométriques

réciproques.
| Dérivabilite | f(¢t) | f'(t) |
1
-1; 1 arcsin(t
1-1 1] 0) | 7=
J- 15 1] (1) | —
-1 arccos
1-¢2
R tan(t) | —
arctan
1+ 2

A.5.4 Primitives

On déduit les primitives & partir des dérivations usuelles & quelques exceptions prés.
a # —1 désigne un réel et n # —1 un entier.

| Définition | f® | F@) ]
R k kt
R (ou R* sin <0) " —— x ¢!
R: to ﬁ x ta+1
R e e
1
R* = In [¢|
t
R cos(t) sin(t)
R sin(t) —cos(t)

R\ {g +km, ke Z} tan(t) | —In|cos(t)]

arctan(t)

arcsin(t)
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On peut également obtenir des primitives & partir de la formule de dérivation composée.

Soit w une fonction dérivable, n € Z un entier relatif différent de —1 et « un réel différent de —1.

|

u est & valeurs dans | f(t) | F(t) ‘
n+1
R ou R* (pour n < 0) u' (t)u(t)™ %
. w'(t)
R 0| In |u(t)|
R: IO .-
R ul(t)eu(t) eu(t)
R u'(t) cos(u(t)) sin(u(t))
R u'(t) sin(u(t)) —cos(u(t))
R\ {% +km avec ke Z} | u'(t)tan(u(t)) | —In|cos(u(t))|
u'(t) .
1-1; 1] T arcsin(u(t))
V1= (u(t))?
R O ctan(u())

1+ (u(t))?
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A.6 Complexes

A.6.1 Module et argument
Soient a et b deux nombres réels non tous nuls et z = a +ib un nombre complexe. On définit :
2| = Va2 + b2
De plus, il existe un unique angle 0 tel que :
z =1z (cos(0) +isin(6f))

0 est 'argument de z, noté arg(z).
z1 et zg sont deux nombres complexes non nuls, n est un entier naturel. L’argument et le module possedent
les propriétés :

|Zl + 2’2| < |Zl| + |ZQ|

1 1
|2122] = |21] |22 —|=1= |21 = |
2l |l
1
arg(z122) = arg(z1) + arg(z2) arg(z7]) =narg(z1) arg (z_) =—arg(z1)
1

A.6.2 Conjugué

Le conjugué d’un nombre complexe z = a +ib avec a et b réels est le nombre z = a — ib.
Ainsi, si z1, 2o, 23 sont trois nombres complexes avec z3 # 0. On a :

= — 2
1=21 z1 %71 = |21
- - _ _ ( 1 ) 1
21 t+29=21+22 21 X 29 =21X29 — ==
<3 <3
21 = 2] <= 21 est réel |Z1] = | 21|
arg (z3) = —arg(z3)
A.6.3 Lien avec la trigonométrie
Soit # un angle et n un entier. On a
¥ = cos(f) +isin(0) (cos(8) +isin(#))" = cos(nh) +isin(nd)
i0 -i6 0 -0
+ p—
cos(f) = cre sin(f) = %
2 2i

A.7T Géométrie

A.7.1 Géométrie du plan

A.7.1.1 Produit scalaire

On munit le plan d’un repére orthonormé.
Soient 4 (:;) et U (;j:) deux vecteurs.

Le produit scalaire de % et ¥ peut étre défini de trois maniéres équivalentes :

I N SR PR SR
U"U=§[HU+UH = la@)* - 19)%]
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A.7.1.2 Déterminant
On munit le plan d’un repére orthonormé direct.
!
Soient 4 ”;j et U (i, deux vecteurs.
Le déterminant de @ et ¥ peut étre défini de trois maniéres équivalentes :
det (4,9) = [af o] sin (@, v)
— xyl _ nyJ
T

=-u avec u' tel que H?Z'H = |d] et (71, ?Z’) =5

Le déterminant correspond aussi & 'aire signée d’un parallélogramme « délimité » par les vecteurs @ et 9.

A.7.1.3 Equation cartésienne de droite

On munit le plan d’un repére orthonormé. a, b et ¢ sont trois nombres avec a et b non tous nuls.
L’ensemble des points dont les coordonnées vérifient

axr+by=c

) ) -b
forment une droite de vecteur directeur ( a ) et de vecteur normal (Z)

A.7.1.4 Distance d’un point a une droite
On se place toujours dans un repére orthonormeé.

Soit D une droite définie par :
e son équation cartésienne ax + by = c;
e ou bien par un point A et un vecteur normal 7 ou un vecteur directeur .

Soit un point M (zm) Alors la distance de D & M vaut :
m
AM - det (AM; 1 _
7] ] Va2 b2

A.7.2 Géométrie de I’espace
A.7.2.1 Produit scalaire

Il est défini de maniére identique qu’en deux dimensions avec la norme ou le cosinus.
Son expression en coordonnées, dans une base orthonormeée est :

N ! 4 4
i-v=ax +yy +z22
x x!
avec i |y|letd |y |
z 2

Dans une base orthonormeée (Z; 7 k) , les coordonnées d’un vecteur 4 sont

<3
S
wwm‘l ;‘4
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A.7.2.2 Equation cartésienne de plan

On munit ’espace d’un repére orthonormé. a, b, ¢ et d sont quatre nombres avec a, b et ¢ non tous nuls.
L’ensemble des points dont les coordonnées vérifient

ar+by+cz=d

a
forment un plan de vecteur normal | b |.
c

A.7.2.3 Produit vectoriel

On munit le plan d’un repére orthonormé direct.
Il est défini de deux maniéres équivalentes :

—

i AU = || ||5]| |sin (4, 9)|f avec £ le vecteur unitaire normal et sens direct par rapport & i et ¥

yz' —zy'
UAD | zx —x2
zy —yx'

A.7.2.4 Déterminant

x
On munit le plan d’un repére orthonormé direct. On suppose que w | y
z

Il est défini de deux maniéres équivalentes :

det (@, B, @) =@ (3 A D)

r_n I I I r_n I
=Yz +yYz T Xy —2yx —Yrz —zxT2y

A.7.2.5 Distance d’un point a une droite

Soit une droite A définie par un point A et un vecteur directeur .
Soit M un point. La distance de M a la droite vaut :

A.7.2.6 Distance d’un point a4 un plan
On se place dans un repére orthonormé.

Soit un plan P défini par
e son équation cartésienne ax + by +cz = d;
e ou bien un point A et un vecteur normal 7i.
Tm
Soit M | ym | un point. La distance de M au plan vaut :

Zm
lazm + bym + czm — d| AM -1
d(M; P) = d(M; P)=+——
O ) = e M P) =3
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A.8 Suites

A.8.1 Suites arithmétiques et géométriques

A.8.1.1 Formules

Soient a, r et ¢ trois nombres réels fixés.

Soit (uy,) la suite arithmétique définie par la relation de récurrence, valable pour tout n :

ug =a
Up+1 = Up + T

Alors, pour tout entiers n et p

Up = Q+NT

Up = Up + (N —p)r

Soit (vy,) la suite arithmétique définie par la relation de récurrence, valable pour tout n :

Vo=a
Un+1 = qUn

Alors, pour tout entiers n et p avec p<n :

vy = aq”

A.8.1.2 Limites

_ n—p
Up = Upq

On reprend les mémes hypothéses qu’au paragraphe précédent.

Alors la suite (u,,) tend vers :
o +toosir>0;
e —oo0sirT<0;
e asir=0 (cas d'une suite constante).

Alors la suite (¢™) tend vers :

e 0si-1<g<1;

o +oosig>1;

e 1 si sa raison ¢ =1 (cas d’une suite constante).
Dans les autres cas, on ne peut pas conclure.

On obtient la limite d’une suite géométrique quelconque par produit, en exploitant la limite de (¢™).

A.8.2 Limites et opérations, cas général

A.8.2.1 Somme

Soient u© et v deux suites. Soient [ et m deux nombres réels.
Le tableau suivant donne la limite de la suite « + v connaissant les limites de u et v.

‘ u tend vers | v tend vers ” u + v tend vers

l m l+m

[ +00 +00

l —00 —00
+00 +00 +00
+00 —00 On ne sait pas.
—Oo0 — 00 — 00
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A.8.2.2 Produit

Soient u© et v deux suites. Soient [ et m deux nombres réels avec [ # 0.
Le tableau suivant donne la limite de la suite u x v connaissant les limites de u et v.

’ u tend vers | v tend vers ” u x v tend vers |

A.8.2.3

Inverse

l m lm
+oosil>0
l +00
—o00sil<0
—00sil>0
l —00
+oosil <0
+ 00 —0o0 -0
+00 +00 +00
+00 0 On ne sait pas

Soit w une suite dont les éléments sont tous non nuls. Soit  un nombre réel non nul.
Le tableau suivant donne la limite de la suite — connaissant la limite de w.

u

1
u tend vers — tend vers
U
0" +00
0~ —00
0 On ne sait pas
1
l -
l
—00 0
+00 0

A.9 Propriétés d’exponentielle et logarithme

A.9.1 Exponentielle

x et y désignent deux nombres quelconques. a désigne un nombre strictement positif.

T

€
e =e” xe¥ e’ = —
ey

eV = (el‘)y a® = e:cln(a)

Par ailleurs, exponentielle est la seule fonction f définie et dérivable sur R telle que

{f(O) =1
fl(@)=f(x)  Va
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A.9.2 Logarithme népérien

a, x et y désignent des nombres strictement positifs.

In(zy) = In(z) + In(y) In (E) =In(x) - In(y)
Y
In(z%) = aln(z)
Par ailleurs, In est la seule fonction f définie et dérivable sur R telle que
fQ)= 01
fi(z)=- Va >0
x
A.10 Limites remarquables

A.10.1 Croissances comparées

« désigne un nombre strictement positif.

T
1
lim < = +o0 lim 2
r—>+oo p& T—>+o0 &
lim z%" =0 lim z%In(z) =0
Tr—>—00 =0+
A.10.2 Taux d’accroissements
r 1 In(1
R | i 2 D)
-0 I -0 x
lim cos(z) -1 o lim sin(x) 1
-0 T z—0 x
lim tan(z) -1
z—0 x

A.11 Développements limités

A.11.1 Formule de Taylor

Soit une fonction définie sur un ouvert I contenant un nombre a et n fois dérivable en a.
Alors, il existe une fonction e définie sur ce méme ouvert, continue en a, vérifiant €(a) =0 et telle que, pour
tout x de I :

o, f®) (a)

HOEDS

i k!

(x - a)k +e(z)(z—a)”



A.11 DEVELOPPEMENTS LIMITES 17

A.11.2 Développements limités en 0 & connaitre

Dans toute la suite, on utilise la notation de Landau : o ((z —a)") = e(x)(z - a)™.

2 3 4 n
elrar—+ 12 v @)
2 4 n,.2n
-1
COS(LE) =1- IIZ_ + IIZ_ 4o & +O(.’L’2n+1)
2 4! (2n)'
3 5 n,.2n+1
-1
Sin(m) :x—x—+x_+‘..+L+0(x2n+2)
31 " ) @n+ 1)

1
T =l+z+22+23 vt 4 12" +0(a")
-
1
. =l-z+2? -3+t + -+ (D)2 +0(2™)
x
2 3 4 n
ln(1+x)::U—%+%—Z+---+(—1)"+1x—+o(x")
n
5 3 (1) x () % (2) x - x (3 -n+1)

\/ = r_r . r L 2 2 2 n n
1+gc—1+2 Sttt . " +o(z")
:1+£_CL’_2+95_3+“.+(_1)n_11><3><5><---><(2n—3)xn+0(xn)

2 8 16 2x4x6x--x2n

On obtient les développements limités de arctan, et arcsin en intégrant les développements limités respectifs
de ﬁ et 1> ——

Vi-z2’
On obtient le développement limité de arccos en utilisant identité suivante, valable pour tout x € [-1; 1],
arccos(z) = § — arcsin(z).







Annexe B

Fiches méthodes

Cette annexe présente quelques méthodes classiques, parfois accompagnées d’exercices résolus. En général,
les professeurs de mathématiques n’aiment pas trop les recettes de cuisine ou les méthodes « clef en main »
car ils considérent que cela nuit & la bonne compréhension des concepts.

Pourtant, la variété d’exercices auxquels doivent se soumettre les étudiants n’est pas infinie et il est parfois
commode de se référer & des exercices type. Il serait, & mon sens, malhonnéte de prétendre qu’un concours
de grandes écoles ou un examen d’université évalue purement et simplement la capacité de réflexion des
étudiants ou leur connaissance approfondie du cours. Trés souvent, on réussit un examen parce que ’on sait
résoudre un probléme similaire ou proche que l'on a déja rencontré par le passeé.

L’objectif de ces fiches est de présenter des « techniques mathématiques ». Leur contenu théorique sera limité
au strict minimum.

Le matériel présenté ici est souvent trés proche, voire identique aux tutoriels que je présente sur

ma chaine dailymotion.

B.1 Reésoudre une inéquation du type f(x) > g(x) par factorisation
A notre niveau, un polynéme est une expression que ’on peut mettre sous la forme

ao + a1 + asx? + azx® + - + apz”

avec ag, a1, -+, a, des nombres fixés et x 'inconnue.

Un premier exemple

Enoncé

Résoudre

(z+3)*22

Corrigé

On procéde par équivalences. Pour tout « :

(z+3)222 < (2+3)2-2>0
— <x+3—\/§)(aj+3+\/§) >0

On cherche ensuite le signe de (3: +3 - \/5) (x +3+ \/5)
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Le tableau de signes est trés facile :

x —00 -3-V2 -3+2 +00
(z+3-2) - 0 + +
(z+3+V2) - - 0 +

(2+3-V2)(z+3+V2) - 0 - 0 +

Les solutions sont donc ]—oo; -3 - \/5] U [—3 + \/5; +oo[.
On aurait pu directement donner les solutions en exploitant les résultats sur le signe d’un trin6me dont on
connait les racines.
Un second exemple
Enoncé
Résoudre
20z -1)2 <z +1
Corrigé

On procéde par équivalences. Pour tout « :
Ar-1)2<z+1 < 2z-1)>-2-1<0

Le membre de gauche n’a pas de racine évidente. On doit donc le développer puis calculer son discriminant.
Pour tout x :
20x-1) -z -1=222 -5z +1

Le discriminant vaut A = (-5)? -4x2x 1 =17.

= 5—/17

L’expression peut se factoriser et ses racines sont 4
ro = 5+V17

T

A partir de ce que I'on sait du signe d’un trinéme, on en déduit les solutions :
[5—\/ﬁ_ 5+/17 ]
£ T4 |

Le principe général

On appelle fonction rationnelle, toute fonction qui s’écrit sous la forme d’un quotient de polynoémes. Dans le
cas ou f et g sont deux fonctions rationnelles, pour résoudre f(x) > g(x), on résout de maniére équivalente

f(@)—g(x)20:
e en réduisant & un dénominateur commun f(x) - g(x);
e puis en factorisant le numérateur et le dénominateur de I’expression ainsi obtenue;
e et enfin en réalisant un tableau de signes.

Un troisiéme exemple

Enoncé

Résoudre :
1 1

2@+ 1) - (z+1)
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Corrigé

On raisonne, par équivalences, pour tout x + -1 :

1 1 1 1
< - <0
2+ 12 (x+1)  2@+1)2 (z+1)
1-2(x+1)
2(x+1)2
—2x -1

2@+ 1)?

On dresse le tableau de signes du membre de gauche.

x —00 -1 —% +00
(-22-1) + + 0 -
2(z + 1)? + 0 + +
-2z -1
20z +1)2 " " 0 B
Les solutions sont donc [—%; +oo[.

B.2 Résoudre une inéquation avec les fonctions racine ou valeur absolue

Rappels sur ces fonctions
La valeur absolue

Elle a trois définitions équivalentes. Pour tout nombre x :

rsix>0
|| = .

—x sinon
|7 = Va2

|z| = 1a distance de x a lorigine sur la droite des réels

| TT
0 ¥
| |
>
||
Sa courbe est :
31y
2]
14
X\
83 2 4 b 1 2 3
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Les fonction carré et racine

Le tableau de variations de la fonction carré est :

x —00 0 +00

+00 +00

ol T~

On a ainsi les équivalences :
Y (u; v)e([RJr)Z, u>v —= u’ >0’
V (u; v)e([R_)Q, u>v = u’ <o’

La fonction carré établit une bijection de R™ sur R*. Sa fonction réciproque s’appelle la racine.
On a donc Péquivalence, pour tout (z; y) € (R*)? :

Jy=1 = y=1’

On rappelle que la racine d’'un nombre négatif n’existe pas.

Résolution d’inéquation avec une racine

Enoncé
Résoudre

V2-z-1<z+2
Corrigé

Domaine de validité de cette équation

Vaz-x-1<x+2

Il faut que « soit tel que 22 —x —1 > 0. Le calcul du discriminant donne A = 5.
_1=v5

2
1+v5

2
Le domaine de validité est donc ]—oo; 1_2—\/5] U [%, +oof.

. 1
Il y a deux racines {
To =

11 faut distinguer deux cas sur le signe du second membre et dans tous les cas, on suppose que z est dans le
domaine de validité :
e Siz+2<0 et sizestdans le domaine de validité, I'inégalité Vo2 —x —1 < x +2 est fausse! Il n’y a donc
pas de solutions.
1-V5

En résumé, si z € ]—oo; T] u [%, +oo[ et si x < -2, il n’y a pas de solutions.

e Siz+2>0, c'est & dire si x > -2, on a la série d’équivalences :

Va2 —z-1<z+2 — 22 -z-1<(z+2)>
— -5<bx

— 1<z

En résumé, si x € ]—oo; %] u 1*5/5; +oo[ et si x > -2, les solutions sont x > —1.
Finalement, les solutions sont [—1; 172—5] U [“2\/5; +oo[.

Ce petit dessin résume la situation :



B.2 RESOUDRE UNE INEQUATION AVEC LES FONCTIONS RACINE OU VALEUR ABSOLUE 23

T1 T2

Validité
IL
| 9
Casn°l1l Cas n°2

L

Solutions du cas n°2

Résolution d’inéquations avec une valeur absolue
Enoncés

On veut résoudre ces deux inéquations
|z -3z -4|>5 (B.1)

|z + 3| < 2x (B.2)

— Il y a plusieurs stratégies possibles selon la définition de valeur absolue!

Stratégies de résolution

Il existe plusieurs stratégies :
e On définit la valeur absolue en terme de distance.
C’est la stratégie que nous allons adopter pour la premiére inéquation.
Ainsi, pour tout y, on a I’équivalence :

ly|>5 <= y>5o0uy<->5

7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6

_] [_

e On sait que, pour tout y, |y| = /y2. La seconde inéquation peut par exemple se réécrire :

V(z+3)2<2z

On va utiliser cette technique pour résoudre la seconde inéquation.
¢ On fait une disjonction de cas sur le signe de 'argument de la valeur absolue. Cette stratégie est efficace
dans tous les cas mais peut donner lieu a de longues discussions.
Corrigé de la premiére inéquation

Consacrons-nous a la premiére inéquation. Pour tout z, on a I’équivalence :
2?30 -4>5 «— 22-3x-4>50uz?-32z-4<-5

Nous allons résoudre séparément les deux inéquations. Les solutions de l'inéquation initiale seront obtenues
par réunion.
Pour tout x, on a ’équivalence :

2232 -4>5 < 22-32-9>0

3(12@] y [swg). m[‘

2 I

Les solutions de cette inéquation sont ]—oo;
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Pour tout z, on a I’équivalence :

22 -30-4<-5 < 22-3x+1<0

3-V5. 3+v5
2 2 .

En réunissant les solutions de ces deux inéquations, on obtient les solution de I'inéquation de départ :

Les solutions de cette inéquation sont [

2% -3z -4|>5

b

8§-7-6-5-4-3-2-10'1 213 4 5 6 7

][22 [ L5 voe]

Ainsi, les solutions sont les nombres de ]—oo;

Corrigé de la seconde inéquation

En ce qui concerne la seconde équation, pour tout x, on a I’équivalence :

|z +3| <22 < /(z+3)2<2x

On est ramené au cas d’une équation avec racine. Ici, le domaine de validité est R.

11 faut discuter le signe de 2z :
e Si 22 <0, il n’y a pas de solutions car I'inégalité \/(z + 3)? < 2z est toujours fausse.
e Si 2z >0, on a la série d’équivalences, pour tout x :

\/ms% — (z+3)*<(22)*
— 0<(22)% - (z+3)?
— 0<[2z-(z+3)][2z+ (z+3)]
«— 0<(z-3)(3x+3)

La résolution de cette inéquation donne les solutions |-oco; —1]U[3; +oo].
Mais on est dans le cas ou 2x > 0, c’est & dire = > 0.
Finalement les solutions de I'inéquation de départ sont [3; +oof.

B.3 Résoudre une inéquation polynémiale de degré trois, par factorisation

Un premier exemple
Enoncé

Résoudre

Corrigé
On procéde par équivalences. Pour tout « :

3

xSx@x?’

-x<0
— z(2?-1)<0
<~ z(z-1)(x+1)<0

On cherche ensuite le signe de x(z —1)(z +1).
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Le tableau de signes est trés facile :

T —00 -1 0 1 +00
x - -0 + +
(x - 1) - - - 0 +
(x +1) - 0 + + +
z(z-1)(x+1) -0 + 0 - 0 +

Les solutions sont donc | —oo; —1]U[0; 1]

Un second exemple

Enoncé

Résoudre
z°+x-2<0

Corrigé

La factorisation n’est pas simple. Il faut chercher une racine évidente. Or :
1+1-2=0

Donc 1 est racine évidente de 23 + z — 2.
On peut donc mettre en facteur = — 1. Reste a trouver le polynéme P tel que, pour tout x :

B +r-2=(x-1)P(x)

Ce polynéme est forcément de degré deux.
On cherche donc a, b et ¢ tels que , pour tout z :

3 +r-2=(x-1)(az’® +bx +c)
On procéde par identification. Pour tout z :

(z-1)(ax® +bx +¢) = ax® + ba* + cx —ax® —bx - ¢
=ax® +(b-a)z®+ (c-b)x -c
On cherche donc a, b et c tels que, pour tout z :

xz3+0x 2 +1xa+ =axazd+(b-a)xz®+ (c—b) xz +

Cela donne le systeéme :

o o 9
([T
NN ==

Ainsi, pour tout z,
P rr-2=(x-1)(z*+z+2)

On a donc pour tout x :

P +r-2<0 = (z-1)(2*+2+2)<0
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Il faut maintenant faire un tableau de signes.
Or le discriminant de z? + z + 2 vaut —7 donc cette expression est strictement positive pour tout .

Finalement, pour tout x :

x —00 1 +00
(x - 1) - 0 +
(2% + 2 + 2) + +
(z-1D)(z®+2+2) - 0 +

Les solutions sont donc | —oo; 1].

B.4 Résoudre des inéquations et équations trigonométriques

Rappels sur la trigonométrie

Quelques identités a4 connaitre
On‘a donc, pour tout (a; b) € R? -

cos(a) =0 <= 3keZ/a=7F +km
sin(a) =0 < 3ke”Z/a=kr
cos(a) =cos(b) < FkeZ/a=b+2km oua=-b+2knw
sin(a) =sin(b) <= 3IkeZ/a=b+2km oua=m—-b+2kr
<

cos(a) = sin(b) cos(a) = cos (% -b)

Formules a connaitre
Pour tout a € R :

cos(2a) = 2cos?(a) -1 =1-2sin?(a)

sin(2a) = 2sin(a) cos(a)
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a+b a=b
2

Pour tout (a; b) € R2, on pose p = S5 etg=

cos(a) + cos(b) = 2cos (p) cos (q)
sin(a) + sin(b) = 2sin (p) cos (q)
cos(a) — cos(b) = —2sin (p) sin (q)
sin(a) - sin(b) = 2cos (p) sin (q)

Premier exemple avec des méthodes classiques
Enoncé

On veut résoudre sur R, sin(2z) = sin(x).

Corrigé

On remarque que :
e 1z — sin(2z) est périodique de période 7
e = — sin(z) est périodique de période 27.
Donc les solutions sont au moins périodiques de période 27.

On raisonne ensuite par équivalences, pour tout x :

sin(2z) =sin(z) <= ke Z/2x =x +2kmw ou 2z =7 —x + 2k7
<= x=2kmou3z=02k+1)x

2
— x:2,1€7rou:z::g+ﬁ

3
On obtient donc, sur Uintervalle | —m; 7] :
e pour k=0, z=00ux=3%;
epourk=1z=m;
—T

e pour k=2, x ==,

Finalement, les solutions sont, aux multiples de 27 prés :
-
o 3 m 5

U {kw; T +2km S+ 2k7r}
keZ

3

Ce que 'on peut aussi écrire :

Meéthode alternative

On peut aussi exploiter la factorisation. Pour tout « :

sin(2x) = sin(z) <= sin(2z) —sin(z) =0
<~ 2008(2x24ra:)sin(2x—x) =0

2

(5)5n(3)
<= cos|—|sin{=]=0
2 2

— erZ/g—x=E+k7rou£=k7r
2 2 2
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Second exemple du méme genre
Enoncé

On veut résoudre sur R, cos(z) = sin(3x).

Corrigé
Les solutions sont périodiques de période 2.

On raisonne ensuite par équivalences pour tout x :
cos(x) =sin(3z) <= cos(x) = cos (g - 3x)
— 3]{562/&7:%—3354-2/{?71' oux:Sx—ngZkﬂ'
— 4l’=g+2k‘ﬂ' ou —2x = %ﬂ+2k7r
s s s
= r=—+—oux=—-km
8 2

Sur l'intervalle | —7r; 7], on obtient :

{E. 5_7T -Tr =37 . —37?}
8 87 87 874 4

bm. —im. 3. T %} aux multiples de 27 pres.

Finalement, les solutions sont {%; =58 8

Exemple avec de la factorisation
Enoncé

On veut résoudre sur R, cos(2z) — 3cos(z) +2 > 0.

Corrigé

Encore une fois les solutions sont périodiques de période 27.
On va chercher & factoriser le membre de gauche.

On raisonne, pour tout x :

cos(2z) - 3cos(x) +2>0 < 2cos?(z) -1 -3cos(z) +2>0

— 2cos?(z) - 3cos(z) +120
2 (cos(x) - %) (cos(z)-1)>0

<= cos(x) € ]—oo; %] U[1; +oof
<= cos(x) € [—1; %] u{l}

On raisonne maintenant sur [0; 2.
e On résout cos(x) € [—1; %], on obtient x € [%,
e On résout cos(z) =1, on obtient = = 0.
Finalement, les solutions, sur une période, sont :

sm
3

[E—

{O}U[W' 57r]

373
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Encore un exemple avec de la factorisation
Enoncé

On veut résoudre sur R, cos(2z) —sin(z) = 1.

Corrigé
Les solutions sont périodiques de période 2.

On raisonne pour tout x :

cos(2z) —sin(z) =1 < 1-2sin?(z) -sin(z)-1=0

— 2sin®(z) +sin(z) = 0

<= 2sin(x) (sin(x) + %) =0 <= sin(x) =0 ou sin(x) = _71

On obtient sur ] —7; ] les solutions {0; m; —; %}

Un dernier exemple avec tangente
Enoncé

On veut résoudre sur R, 6cos(2x) — 1 = 6tan?(x).

Corrigé
Les solutions sont périodiques de période .

Pour tout z € R\ {3 + kr; avec ke Z} :

6cos(2x) —1= 6tan2(:c) — 6 (2cos2(x) - 1) -1= 6tan2(a:)
— 12cos?(x) - 7 = 6tan®(z)
— 1—22 ~7-6tan’(z) = 0
1+ tan“(x)
12 -7 - 7tan?(z) - 6tan?(x) - 6tan*(z)
1 +tan?(z) )
5 - 13tan?(z) - 6tan’(x)
1+ tan?(z) B
> 6tan’(z) + 13tan?(z) -5 =0

0

0

—

On pose X =tan?(z) et on résout 6X2 + 13X -5 = 0.
On obtient deux solutions X = % ou X = _75
On élimine X = 3 car X = tan*(z) > 0.

Reste a résoudre tan?(z) = % On a :

-3

1
tan’(z) = 3 = tan(z) = ? ou tan(x) = 5

Les solutions sont donc, aux multiples de m prés :

(57
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Avec la tangente de I’angle moitié
Formules

Pour tout z €] - m; 7[, on pose t = tan ().

On a alors :
1-1¢2
cos(x) = T
. 2t
sin(z) = T
2t
tan(x) =
() T
Enoncé

On veut résoudre sur R, 2cos(z) +sin(z) +1=0.

Corrigé
Les solutions sont périodiques de période 2.
On remarque que 7 n’est pas solution.
On pose le changement de variable ¢ = tan (£) pour tout z €] - m; =[.
On doit donc résoudre de maniére équivalente :
1-t° 2t 2-27+2t+1+1t°
2 + ( ) +1=0 — =0
1+1¢2 1+1¢2 1+¢2
—_—

[ —
=cos(z) =sin(z)

— t24+2t+3=0

~— t=3out=-1

Ainsi, les solutions z vérifient :

tan(z) =3 ou tan(z) =-1
2 2
-7

<= x =2arctan(3) ou z = 2arctan(-1) = -

On obtient donc les solutions, aux multiples de 27 prés :

{2 arctan(3); %}

B.5 Equations dans les complexes
Un peu de théorie

Equations z" = o

Soit a € C* et m € N*. Pour tout z € C :

M= — {’Z’n = o

narg(z) = arg(«) + 2k avec ke Z

. {mﬂ@

arg(z) = %(a)+2k7“ avec ke Z
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— Pour résoudre z" = ¢, on raisonne sur le module et 'argument de z.

Prenons un exemple et résolvons z* = i.

VzeC:
4 .
4 2" = il
2=l =
darg(z) = arg(i) + 2km avec ke Z

|2 =1
arg(z) = g + ]“2—” avec ke Z
Examinons 1’équivalence :
4 _ . 2] =1
2P =1 = e
arg(z) =g+ 5 avec keZ

Représentons cette condition dans le plan complexe.

\15{
>
M

S
— o

On obtient quatre solutions :
{eS;eS;eS'eS}

- Les images des solutions de 2" = o forment un polygone régulier & n cotés dont le centre est 'origine du

plan complexe.

Equations du second degré
Soient a, b et ¢ trois nombres complexes avec a # 0.

Pour résoudre az? +bz +¢=0 :
e on calcule A = b% - 4ac;
e on cherche un complexe 6 tel que §2 = A.
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=b+d
Tl ="
ro = )

2a

On a alors les racines :

Pour résoudre de 62 = A, on cherche (a; b) e R?*/§=a+ib. On a :
=A== a®-bp*+2iab=A
a’? - b =R(A)
<~
2ab=1(A)
On ajoute une ligne « superflue » sur le module :
F=A=d*+b*=|A|
——
=|o?

On obtient donc :
a>-v* =R(A) (L)
2= — { 2ab =1(A) (L)
(12 + b2 = |A| (Lg)

Ce systéme se résout en faisant L + L3 pour obtenir a? puis on exploite Ly pour obtenir b.
Prenons un exemple et résolvons sur C, 22 + (1 +i)z +2-1i=0.

On calcule :
A=(1+1)%-4(2-1)=-8+6i

On cherche (a; b) € R? tel que § = a + ib est solution de :
62 =A < 6*=-8+6i

On obtient le systéme :
a’-v* =-8 (L1)
2ab =6 (L2)
a?+b* =v64+36=10  (L3)

L + L3 donne 2a® = 2.

On choisit a = 1 puis Lo donne b = % =3.

0 = 1+ 31 convient. Finalement les racines sont :

—(1+1)+1+31 _ .
T = s 1

o = —(1+i);(1+3i) - 1-9

Exercices
Enoncés

Résoudre sur C :

2f=-4 (E1)
22 +2=22 (E2)
2+(1-1)z-i=0 (E3)

P422=2 (E1)
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Corrigés
Résolution de (F) :

Pour tout z :

6
|2 = [-4]
A=t = 6arg(z) = arg(—4) +2km avec ke Z
—_——
™
2| = V4 =32
k
arg(z) =5+ 5 avec ke ”Z
On obtient les solutions :
im 3im 5im Tim i 1liw
V26 V26 ; V26 ; V26 ; V26 ; V2 6
——— —_— — — —, ——
;3 =51 i3 —im
vz V2e 67r vz V2e 67r

Résolution de (FE») :

Pour tout z, 2242=22 < 22-22+2=0.
On calcule A = -4 or (2i)? = —4.

On a deux solutions :

ro=2A =1

{1:2§1:1+i

Résolution de (E3) :
On calcule A = (1 -1)2 +4i = 2i.

On cherche (a; b) € R? tel que § = a + ib est solution de §2 = 2i.
On obtient le systéme :

a2 - b2 =0 (Ll)
2ab =2 (Lg)
a?+b> =2 (Lg)
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Ly + L3 donne 242 = 2.
On choisit a = 1 puis Lo donne b = 1.
On a donc 6 = 1 +1i qui vérifie §% = A.

Les solutions sont donc :
{rl _ —(1-D)+(1+) -

.2 .
ro = —(1—1)27(1“) -1

Résolution de (Ey) :

6423292 < 20+23-2=0.

Pour tout z, z
On pose Z = 23 et on résout Z2+ 2 -2=0.
On obtient deux solutions Z =1 et Z = -2.

Ainsi, pour tout z :
423-2=0 = 22=10uz’=-2
La résolution de 2z = 3 donne

2 —2im
{l;eS;eS }

La résolution de z3 = -2 donne
17T —17
{we?; 3, %eT}.
Finalement, les solutions de 2% + 2% = 2 sont :

2im —2im i —im
{1; e3 ;e 3 ; V2e3; -V2 %eT}

B.6 Sommes et produits

Notations

Dans cette section n désigne un entier non nul et f une fonction définie sur les entiers.

Somme

Pour représenter des sommes de nombres (ou de vecteurs), on utilise la notation :
n
D f(E) = f(0)+ f(1) -+ f(n)
k=0

Cette expression se lit « somme pour k allant de 0 & n des f(k). »

On dit que k est indice de la somme et que les f(k) sont les termes de la somme. Par convention, I'indice
est un entier, éventuellement relatif. Par exemple, on aura :

2
> f(R) = f(=3) + f(=2) + f(=1) + f(O) + f(1) + f(2)
k=-3
On peut aussi représenter cette somme de la maniére suivante :
>, [(k)
-3<k<2
Et, on peut raffiner encore cette notation en imposant des conditions sur k. On pourra par exemple écrire :
>, f(k)=f(=2)+f(0)+f(2)
—3<k<2
k pair

La forme générale pour les sommes étant :

> f(k)

conditions
sur k
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Produit

De méme, pour représenter des produits de nombres, on utilise la notation :
n
[1/(F) = f(0)x f(1) x - x f(n)
k=0

Cette expression se lit « produit pour k allant de 0 & n des f(k). »
k sera toujours appelé I'indice du produit et on dira que les f(k) sont les facteurs.

Tout comme pour les sommes, on dispose de la forme générale pour les produits :

[T sk

conditions
sur k

Un cas particulier de produit, & connaitre :

n
szlx?x--~><n:n!
k=1

Démonstration de formules
Somme des termes d’une suite géométrique

Ici, n désigne toujours un entier naturel. ¢ est un nombre (éventuellement complexe). On veut déterminer :

k
q

M=

Sp =

k=0

On va faire une premiére démonstration avec les --- puis une seconde démonstration avec les changements
d’indice.

On calcule :
Sno = 1 +q +¢° +- +¢" +¢" (L1)
qSn = q +¢* 4@+ 4" 4! (L2)

En soustrayant la premiére ligne a la seconde, on obtient :

an—Sn=g+gZ+gg+...+/q/W+qn+1
—(1+Q+QZ+'--+QV+QV)

Ce qui donne ¢S, — S, = ¢""1 —1, c’est a dire S,(¢—1) = ¢""* — 1. Il convient donc ici de distinguer deux cas :
e Si g=1, la somme S, vaut n + 1.
e Dans le cas contraire, la derniére égalité donne :
n+l _ 1

q
S,=1 ——

Reéalisons une seconde démonstration « plus clinquante » grace a un changement d’indice. On calcule :

n n
aSn-Sn=0>.4"->.¢"

k=0 k=0

n

n
=kz_%]qk+1_zqk

k=0

Le principe du changement d’indice, c’est de réécrire la méme somme... mais avec un indice décalé.
Ici, pour la premiére somme, on va poser k' = k + 1.
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Lorsque k parcourt tous les entiers de 0 & n, k' parcourt tous les entiers de 1 & n + 1. On remplace ainsi k
par k' —1 dans la premiére somme et on modifie I'intervalle parcouru par 'indice. On obtient :

n+1 , n
4Sn=Sn=>d"->¢"
k=1 k=0

On renomme k' en k puis on isole le dernier terme de la premiére somme et le premier terme de la seconde
somme :

n+1 & n &
qSn — Sp = Zq - Zq
k=1 k=0
n n
_ qn+1 4 qk _ (qO 4 qk)
=1 =1
— qn+1 1

La fin de la démonstration est ensuite la méme.

Officiellement, il faut utiliser les symboles . Cependant, si 'on veut bien
maitriser ce que l'on fait, il est recommandé, dans un premier temps, et sur
brouillon, d’utiliser les --- qui sont beaucoup plus explicites et qui permettent notam-
ment de visualiser, grace aux alignements, des simplifications potentielles dans les cal-
culs.
En particulier, on peut toujours vérifier son changement d’indice & ’aide des --- : il suffit
de vérifier que le premier terme et le dernier terme coincident.

On peut généraliser la formule établie plus haut pour les termes une suite géométrique (v, ) de raison ¢ # 1.
On cherche ainsi & calculer, pour un second entier p :

n+p
DUk
k=n
Faisons un premier calcul avec les - :
n+p

S vk = Un + quy + g+ + Py,
k=n

=vp (1+q+-+q")

1_qp+].
= —_—
()

Ce calcul peut étre refait avec les symboles ¥, de maniére identique, grace a un changement d’indice k' = k—n

n+p n+p
Son= ",
k=n k=n
p 7
=Un 2 qk
k'=0

1_qp+1
= —_—

Somme des termes d’une suite arithmétique
On considére une suite arithmétique (u,) de raison r. L’objectif ici est encore de déterminer :

n+p

D Uk
k=n
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On note S}, cette somme. Faisons un premier calcul avec les --- :

Sp =Up + Uptl + o+ Unp-1 T Untp
Mais on a aussi, en inversant ’ordre des termes :

Sp = Un+p T Up+p-1 T T Ups1 + Un

Finalement, on obtient :

Sp+Sp = uy +Upt1 oo FUpgp-1 Hlpap
tlUpip FlUpip-1 +0 FTUp4d +Un
En réarrangeant cette somme selon les colonnes, on remarque que Uy p+Up = Upsp-1+Un+1 = Unip-2+Ups2 = .
En effet, on a wy1p + Uy = Up +pr+uy, = 2uy, +proet, de méme, Uyip1 + Ups1 = Up + (p=1)r+uy+7r=2u,+pr
et aussi Upsp-2 + Uns2 = Up + (P — 2)7 + 21 = 2uy, + pr et ainsi de suite.
On obtient donc, grace & ce réarrangement :

25, = (Unap + Un) + (Unsp + Un) + -+ (Unsp + Un) = (D + 1) (Unip + Up)

(p+1) termes identiques

Ce qui donne :
Up, + Untp
S, =(p+1) (7
2
Tout se passe comme si chacun des termes de la somme était égal a la moyenne des termes extrémes, ce qui
parait cohérent avec lintuition puisque, dans une suite arithmétique, la quantité ajoutée au terme suivant
est constante.

Attaquons-nous & un second calcul avec les symboles Y, sachant que le principe est le méme. L’idée étant de
reproduire au moyen d’un changement d’indice le regroupement opéré.

n+p n+p
QSp = Zuk + Zuk
k=n k=n
n+p n+p
= Z U2n+p-k' + Zuk
k'=n k=n

Ici, on a fait le changement d’indice k' = 2n + p — k dans la premiére somme de maniére & obtenir un indice
) p p
qui parcourt les termes « & ’envers », depuis n + p jusqu’a n. On renomme ensuite &’ en k et on obtient :

n+p n+p

2Sp = Zu2n+p—k + Zuk
k=n k=n
n+p
= Z (U2n+p—k + Uk)
k=n

Ensuite, on vérifie que, pour tout k € [[n; n + p]], on a ugpp-k +up = ug+kr+ug+(2n+p—Fk)r = 2ug+(2n+p)r,
ce qui prouve que la quantité ug, - +us est constante et ne dépend pas de k. Cette quantité est en particulier
égale a uy, + Up4p. On a donc, 1a encore :

n+p

25) = Z (un + un+p) =(p+1) (un+ un+p)
k=n

Ce qui permet d’obtenir encore une fois .S),.

Somme des entiers impairs
Enoncé

Soit n € N*, on veut déterminer :

n
Y 2k+1
k=0
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Corrigé

C’est une somme de termes de suite arithmétique. Il y a n + 1 termes en tout et la moyenne des termes
R 2n+1+1 .

extrémes est — (n+1). On obtient donc :

i2k+1—(n+1) x(n+1)=(n+1)>
=0

Une somme téléscopique

Enoncé

Soit n € N*. On pose S, = > ((k: +1)% - k:g).
k=0

a) Déterminer la valeur de S, en fonction de n.

n
b) En développant (k +1)3 — k2, en déduire la valeur de P, = ZkQ.
k=0

Corrigé

a) En développant cette somme, en réalisant un changement d’indice et en isolant les termes extrémes,
on a:

Sn=i((k+1)3 k%)
—2 (k+1)%- Zk3

n+1

_ Zklg Zkg

=(n+1)>%+ );k/ 0? );k/

=(n+1)3

3

b) Pour tout k € [[0; n]] :
(k+1)°—k* =3k +3k +1

On en déduit :
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On en déduit :

1)3 _ 3n(n+l) 1
(n+1)3=3pn+3@+(n+1) — Pn:(n+ ) 32 (n+1)
e p 2nr1)P-3n(n+1)-2(n+1)
" 6
(n+1)(2(n+1)*-3n-2)
— n = 5
(n+1)(2n2+n)
" 6
- p ~n(n+1)(2n+1)

6

Produit des entiers impairs
Enoncé

Soit n € N*, donner une forme simplifiée de :
n
[[(2k+1)
k=0

Corrigé

Ici, il n’y a pas de simplification évidente. On va donc exploiter le fait que les entiers pairs entre 1 et 2n + 2
et les entiers impairs entre 1 et 2n + 2 forment une partition des entiers entre 1 et 2n + 2.
Commencons par faire une manipulation avec les --- pour mieux visualiser les calculs :

n
[J(2k+1)=1x3x5x-(2n-1) x (2n+1)
k=0

1 x 263 % AxB x G x (20— 2)x(2n = 1) x 2nx(2n + 1)
- 2x4x6x-x(2n—2) x 2n

~ (2n+1)!

S (2x1)x(2x2)x (2x3) x - x (2% (n-1)) x (2 xn)
_(2n+1)!

~ onp)

Maintenant, on peut exprimer ce que I'on vient de faire avec les symboles officiels :

n+1
n n IIiZk
[Tk +1) =2k +1) x|
k=0 k=0

n+1
H 2k
k=1

2n+2

I1

k=1

n+1

[12k

k=1
2n+2
1
k=1

n+1 n+1

[12x ][]k

k=1 k=1
_ (2n+2)!
S ontl(n 4 1)!
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Tout comme avec les sommes, on peut utiliser les --- sur le brouillon pour mieux
comprendre le sens des produits. Cela rend les calculs plus abordables. Mais
au moment de rédiger la copie, il faut repasser aux symboles officiels.

B.7 Lever les indéterminations dans les limites

Factorisation par les termes dominants en +oo

Enoncé
Déterminer :
i x -
im
r—+00 \/E -1
Corrigé

Cette limite est une forme indéterminée. On travaille sur I’expression. Pour = > 1 le dénominateur ne s’annule
pas et est bien défini. On raisonne donc, pour tout x > 1 :

-1 (1 - L
el e(1- %)
r? ;I'(x%—l)

Au numérateur, le terme dominant était ° et au dénominateur le terme dominant était /.

On détermine facilement la limite de cette derniére expression pour laquelle il ne subsiste plus d’indétermi-
nation.

. 1 _ . 1 . ) _
En effet, xEerm—g—l— 1et xl_l)rJrnool ﬁ—let xl_l)rJrnoo:L‘ VT = +o0.

On obtient, par produit et quotient :

Factorisation par les termes dominants en 0

Enoncé
Déterminer :
. otz -a®
lim YV———
r—0t \3/5 + X
Corrigé

C’est une forme indéterminée. Pour tout x > 0, le dénominateur ne s’annule pas.

Mais il faut étre vigilant car autour de 0, les termes dominants sont les termes dont l’exposant est le plus
faible.
Par exemple, 27! = % domine z qui lui méme domine z2. Fort de cette remarque, on écrit, pour tout = >0 :

Jitz-a® Vo (1+ @ - 2%?)
Vrvx Yo (1+a2/3)
(1 fE o)

- 1+ 223

< Ici, on a exploité \/z = 2'/2 et ¥z = 2'/3
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Par produit, quotient et sommes :

z—0* 1+ 223

, _,.B/2
lim /6 (M) =0

Théorémes d’encadrement

Enoncé
Déterminer : '
. x+sin(z
lim ()
T—+00 \/E
Corrigé

Pour tout >0 :

Or, sin est bornée par —1 et 1. On en déduit, pour tout = >0 :

-1  sin(x) < 1

NN

P . sin(z
Par le théoréme des Gendarmes, on a lim ()

T—>+00 \/5

= 0. Ainsi, par somme :

e
lim £S0E)

T—+00 \/5

Croissances comparées

C’est une variante de la méthode précédente ol 'on exploite les limites remarquables pour les fonctions
exponentielle et logarithme.

Enoncé
Déterminer : 5
. r—x° +1In(x
lim £+ (@)
T—>+00 T+ e’
Corrigé

Ici, les termes dominants des numérateurs et dénominateurs sont respectivement x> et e*. D’autre part, pour
x >0, le dénominateur ne s’annule pas. On raisonne donc pour tout z >0 :

3(1 _ In(z)
r-z3+In(z) ¥ (m2 1+ 75
€T - X
T+e e (e_z + 1)
. , . . ]n(x) . e® . ez
Par croissances comparées, on sait que lim —5*=0et lim % =+oco et lim = = +oo.
Tz—+o0 T r—>+o00 T T—+00

On en déduit, par somme, que lim < -1+ ln(ff) =-let lim L+1=1et lim x—j =0.
x—>+o00 T z T—+00 T—>+o00 ©

Finalement, par produit et quotient, on obtient :

3(1 In(z)
lim ! (?_1+r;—§)=0
e (E )

Utilisation du conjugué

Cette technique s’applique surtout aux limites avec des racines.
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Enoncé
Déterminer :
lim z-Vvz2+1
T—>+00
Corrigé

On peut commencer par écrire pour tout z >0 :

1 1
r-Vai+l=z-|z[\/1+ S =z-a\[1+—
X X

Mais on constate alors qu’il n’y a pas de terme dominant et la limite demeure donc indéterminée. On exploite
donc plutot la troisiéme identité remarquable. Pour tout x > 0 :

r-Vz2+1

(x_ x2+1) . (;I'-i- ;I':2+ 1)
(.’,1; +vVaZ+ 1)

z? - (22 +1)

r+vVax2+1
-1

r+Val+1

On a levé I'indétermination. On obtient, par quotient :

-1
lim ————==0
Totoo g4 Va2 +1

Le nombre x + Vz2 + 1 s’appelle le conjugué de v — V2 + 1.

Taux d’accroissement

Cette technique s’applique parfois avec un quotient dont le numérateur et le dénominateur tendent vers 0 et

b) - f(a
ol l'on reconnait une forme M
b-a

Enoncé

Déterminer :
. T
lim
z—0e® -1

Corrigé

. T 1
Ici, on remarque que, pour tout x # 0, e 1 == Or, on a :
er — =

x z-0
On reconnait ici le taux d’accroissement d’exponentielle entre 0 et . On obtient :

T

lim = =exp'(0) =1
z—0

Finalement, par quotient :

im =1
z—0e% — 1
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Factorisation

Cette technique s’applique avec un quotient de polynoémes dont le numérateur et le dénominateur tendent
vers 0.

Enoncé
Déterminer :
. x—2
li
=212 -3z +2
Corrigé

La recherche du domaine de validité de I’expression conduit & factoriser le dénominateur en calculant son
discriminant. On obtient, pour tout = ¢ {1; 2} :
r-2 -2
2-3x+2 (z-1)(z-2)
1

-1
On a levé 'indétermination : )
lim——=1
=2 —1
Changement de variable
Enoncé
Déterminer :
el/x
lim
x—0" X
Corrigé

1
On pose, pour tout = # 0, X = —. On a ’équivalence :
x

>0 <— X > -0

La limite recherchée est donc :
Xlim XeX =0

En effet, c’est une limite classique de croissance comparée.

B.8 Raisonner par récurrence

Principe de récurrence
Une image

Imaginons que l'on a réalisé une file infinie de dominos et que les deux faits suivants sont avérés :
e le premier domino tombe;
e si un domino tombe alors le suivant aussi.

On comprend vite que 'on peut en déduire que tous les dominos tombent.

~ Le principe de récurrence s’interpréte & partir de cette image.
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Axiome de récurrence

Soit une suite de prédicats (P,). On suppose que :
e P, est vrai.
e Pour tout entier n, P, = P,,1.

Alors, pour tout n, P, est vraie.

Formule explicite d’une suite arithmétique
Enoncé
. 2 . . , . ug =a
Soient (a; r) € R” et soit la suite (u,) définie par
Un+l = Up + T

Montrer que, pour tout entier n, u, = a + nr.

Corrigé

Commencons par identifier la suite de prédicats que I'on souhaite prouver. On pose pour tout n :
P,:u,=a+nr

On vérifie ensuite que Py est vraie, c’est 'initialisation.

Py s’écrit : up=a+0x7r=a, ce qui est vrai. La suite de prédicats (P,) est initialisée.

Montrons ensuite que, pour tout n, P, = P,,,1, c’est I’hérédité.
Pour un certain n, je suppose que P, est vraie, c’est & dire que u, = a + nr.

Je sais que up41 = u, + 7. J'exploite mon hypotheése, on a ainsi :
Ups1 =Up+r=a+nr+r=a+(n+1)r

P,,.1 est donc vraie.
La suite de prédicats (P,) est donc héréditaire.

Enfin, je conclus :
La suite de prédicats est initialisée et héréditaire donc, par récurrence, elle est vraie pour tout n.

Le plan d’une démonstration par récurrence

En résumé, toute démonstration par récurrence doit faire apparaitre clairement les étapes suivantes :
identification de la suite de prédicats (P,);

e vérification que Py est vraie, c’est 'initialisation ;

e démonstration de, pour tout n, P, = P,,.1, c’est I'hérédité ;

e conclusion.

Mots clefs : initialisation, hérédité, hypothése de récurrence, principe de récurrence.

Somme des carrés
Enoncé

Montrer que, pour tout entier n non nul :

& 12 n(n+1)(2n+1)
& 6
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Corrigé

2 +1)2n+1
Je pose, pour tout n € N*, P, : Zk2 = n(n )6( n )
k=1

Initialisation :
I1x2x(2x1+1)

6

P, s’écrit 1% = , ce qui est vrai.
Hérédité -

Je suppose que, pour un certain n € N*, P, est vraie, c’est a dire :

ikQ _ n(n+1)(2n+1)
k=1 6
On a
n+l n
Sk = Sk + (n+1)?
k=1 k=1
1)(2 1
_ n(n+ )6( n+1) s (n+1)?
~n(n+1)(2n+1)+6(n+1)2
B 6
Un petit calcul montre que n(n +1)(2n+1) +6(n +1)? = --- = 2n3 + 9n? + 13n + 6.
D’autre part, on a aussi (n+1)(n +2)(2n +3) = - = 2n3 + 9n? + 13n + 6.

On en déduit :

oy (n+1)(n+2)(2n+3)

Ainsi (P,) est héréditaire.

Conclusion :

La suite de prédicats est initialisée et héréditaire donc, par récurrence, elle est vraie pour tout n € N*.

Formule de bin6me
Enoncé
Soient (a; b) € R?. Montrer que, pour tout entier n :

(a+b)" = i (n)akb”_k

k=0 k
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Corrigé
AW
Je pose, pour tout n €N, P, : (a+b)" = Z(k)a b,
k=0
Initialisation :
Py s’écrit (a+b)° = (8)@060, c’est a dire 1 =1, ce qui est vrai.
Hérédité -
Je suppose que, pour un certain n € N*, P, est vraie, c’est a dire :

(a+b)" = i (Z)akb”_k

k=0

(a+b)"" = (a+b)(a+b)"

— (a+b) (i(Z)akb”_k)

k=0

_ i (n)ak+1bn—k N i (n)akbn+1—k
so\k k

k=0
Travaillons sur la premiére somme !
On pose k' =k + 1, c’est a dire k = k' — 1. On a ’équivalence :
kell0; n]] < K €[[1; n+1]].
Ainsi :

ST\ ket pn—k on k' pn-(k'-1
Z(k)(“b =z(k'—1)ab( )

k=0 k=1

n+1
_ Z( ,n )ak P 1ok
k’=l k: _1

On en réinjecte :

n+l on kontlok S () kpnel-k
(a+0) :Z( )ab +Z( )ab
mi\k—1 mo\k

les indices communs sont [[1; n]]

& n n kin+l-k Y n+1;0 T\ 0;n+1
= b b b
,;1[(1%1) +(k:)]a ’ (n)a " (o)a

Triangle de Pascal

n

— (n+1)a0bn+1 + Z(n+ 1)akbn+1—k + (n+ ]‘)an+1b0
0 o\ k n+1

_ Til(n + 1)akbn+1—k
im0\ K

On a prouvé P,;1. L’hypothése est héréditaire.

Conclusion :

La suite de prédicats est initialisée et héréditaire donc, par récurrence, elle est vraie pour tout n € N.
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Variante de ’axiome de récurrence

Soit une suite de prédicats (P,). On suppose que :
e P, est vrai.
e Pour tout entier n, (PgA Py A+ A Py) = Pp1.
Alors, pour tout n, P, est vraie.

En pratique, dans la démonstration de I’hérédité, on peut donc supposer I’hy-
@ potheése vraie jusqu’a un certain rang n.

Cela permet d’avoir une hypothése de récurrence plus puissante. Cette formulation de
I’axiome de récurrence élimine les distinctions superflues entre récurrence d’ordre un,
deux, trois...

B.9 Plan d’étude d’une fonction

Cette fiche présente des techniques qui permettent d’étudier rapidement, et sans trop de calculs, des fonctions.
On g’intéresse aux quatre fonctions suivantes :

f::m—»cos(w:v—%)—l g :x — In|cos(x)|
1

stz [x—-— tix—>\V2r+2-w
x

Pour chacune de ces fonctions, on souhaite déterminer le domaine de définition, les variations, ainsi que les
limites aux bornes du domaine de définition.

Calcul du domaine de définition
La fonction f est définie sur R.

Pour tout z, g(x) existe lorsque |cos(x)| > 0, c’est a dire lorsque cos(x) # 0. On obtient le domaine de ¢ :
IR\{g +km ke Z}

Pour tout x, s(x) existe lorsque x # 0 et lorsque = — % > 0. Cela nous conduit a résoudre pour tout z :

2 _
r——2>0 << z 120
x z
— (x-1)(x+1) 50
x

En réalisant un tableau de signes!, on obtient finalement le domaine de s :

[-1; O[u[1; +oof

Le domaine de t est I'intersection de [-1; +oo[ et de [0; +oo[, ce qui donne :

[0; +oo]

1. Voir la fiche méthode sur les résolutions d’inéquations
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Identifier des invariants (parité et périodicité)

Pour déterminer si une fonction posséde des invariants, il faut s’assurer que le domaine de définition est
compatible avec ces invariants :

e si l'on recherche une éventuelle parité, le domaine de définition doit étre symétrique par rapport a 0;

e si ’on recherche une éventuelle périodicité, le domaine de définition doit étre lui aussi périodique.
Compte-tenu de ce critére, seules f et g peuvent potentiellement présenter des invariants.

Pour tout z réel, on a f(z+2) = cos (m(z +2) - %) —1=cos(mz + 27 - %) ~1 = cos (mz - %) -1=f(x). Ainsi,
f est périodique de période 2.

Pour s’en convaincre, on pouvait aussi s’appuyer sur le fait que f s’obtient par transformations simples a
partir de la fonction cosinus (voir le paragraphe suivant).

Pour tout x du domaine de g, g(x + ) = In|cos(z + )| = In |- cos(x)| = In|cos(z)| = g(x).
Ainsi g est périodique de période .
D’autre part, g(—z) = In|cos(—z)| = In|cos(z)| = g(x) donc g est également paire.

En pratique, les invariants permettent de réduire le domaine d’étude. Par
exemple, il suffit d’étudier g sur [0; %[ pour connaitre complétement cette
fonction.

Exploiter des transformations (dilatations, translation)

Cette technique permet d’obtenir les variations de f sur une période trés facilement.

En effet, pour tout x, f(z) = cos (7T (x - i)) — 1. On obtient donc la courbe de f & partir de la courbe de
1/4

-1

Or la courbe de z ~ cos(mz) s’obtient & partir de la courbe de cosinus par une contraction selon les abscisses

d’un facteur %

A partir de ces deux remarques, on peut tracer les variations de f sur une période, sans faire aucun calcul.

x +— cos(mx) par une translation de vecteur

R
0
f(z) -1/ \_1
) / \ )

Exploiter la composition

La fonction g s’obtient par composition de fonctions élémentaires connues.
On sait que cos est décroissante sur [0; %[, et & valeurs positives. Or la fonction valeur absolue est croissante
sur R*, de méme que logarithme sur son domaine.

Compte-tenu de ces remarques, les tableaux de variations suivants permettent de déterminer les variations

de g sur une demi-période, en exploitant également la composition de limites.
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x 0 o)
1
COS("'U) \
0+
1
0+
0
— 00
Par parité, on obtient les variations de g sur une période.
x % 0 g
0
g(x) /
—00 — 00

De méme, s s’obtient en composant la fonction u: z + x — % par racine.
Or u est dérivable sur R* et pour tout z # 0, u'(z) = 1 + & > 0.

Par somme de limites, on a aussi, lim u(
+

z—0

z2
x) =400 et lim wu(z) = +oo.
Tr—>+o00

A partir de tous ces éléments, on peut tracer les variations de u et les variations de s sur le domaine de s.

x -1 0 1 +00
+00 +00
u(x)
0 0
+00 +00
s(2) = u(@)
0 0
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Dériver pour établir le sens de variation

Finalement, & ce stade, seule ¢ reste a étudier. Elle est dérivable sur ]0; +oof.

Pour tout z >0, t'(z) = 2 - :
’ 22z +2 27

Pour déterminer le signe de t’, on va résoudre pour tout z >0 :

1 1
t'(x >0 — —-—2>0
(@) NS RPN
1 1

— >

V25 +2 2z
<= V/2x +2 < 2\/7 car inverse est strictement décroissante sur R}
<= 2z + 2 < 4x car carré est strictement croissante sur R*

~— 1<z

Ainsi la fonction t est strictement décroissante sur [0; 1] puis strictement croissante sur [1; +oo[

Etudier les limites

Pour déterminer la limite de ¢ en +oo, on va factoriser par le terme dominant 2.
Ainsi, pour tout z >0 :

t(z) =2z +——\/5

i l -~ L _q_- L
Or, :61_1){20 1+ f 1 \/5 > 0.
Par produit, on obtlent donc lim t(z) = +oo.
T —>+00

Cela permet de dresser le tableau de variations de ¢.

\/§ +00
t(x) \ /
1

@ Il est tres important de vérifier la cohérence du tableau de variations, notam-

ment le sens des fléches par rapport aux valeurs de la fonction et de ses limites.
Cela permet d’éviter un grand nombre d’erreurs!

B.10 Equations différentielles du premier ou second ordre A coefficients
constants

Solutions particuliéres selon la forme du second membre

P est un polyndme, o et w sont des réels non nuls.

2. Voir la fiche sur le calcul de limites.
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second membre solution particuliére

x> P(x) z = Q)
avec () un polynome

x e x> Ae*”
avec A €R

x ~ cos (wz) x> Acos (wz) + Bsin (wz)
avec (A; B) e R?

x — P(x)e™” x> Q(x)e™™
avec () un polynome

x— P(x)cos (wr) x— (A(z) cos (wx) + B(x) sin (wx))
avec A et B deux polynomes

x — cos (wx) e x+— (Acos (wzx) + Bsin (wx)) e*®
avec (A; B) e R?

x — P(x)cos (wzx)e*™ x— (A(x) cos (wx) + B(x) sin (wx)) e**
avec A et B deux polynomes

Equation du premier ordre avec conditions initiales
Enoncé
Résoudre 'équation différentielle suivante sur R :
{y' +2y=x+3
y(0) =1
Corrigé

L’équation caractéristique est z+2=0 <— z=-2.

Solutions homogeénes :
{x > Ke™® avec K € [R}

On cherche maintenant (a; b) € R? tels que
fxazx+b

est solution particuliére.

On doit donc vérifier, pour tout z :

20 =1 a
2ar+a+2b=x+3 — —
a+2b=3

S
Il
O | =

Les solutions générales sont donc :

1
{xHKe‘M *2 (22 +5) avec K € IR}

La condition initiale y(0) = 1 impose K + % =1 <= K=7.
Finalement, la solution est :

T i (—e_% +23:+5)

Equation du second ordre
Enoncé

Résoudre sur R :
y" -3y + 2y = e**sin(3x)
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Corrigé
L’équation caractéristique est 22 — 3z +2 = 0.
Sa résolution donne deux racines réelles v = 1 et rq = 2.
Solutions homogeénes :

{z~ K€ + Ke** avec (K1; K») e IR2}
On cherche (a; b) € R? tels que

f:a~ (acos(3z) +bsin(3x)) e**

est solution particuliére.

Apres calcul, on doit donc vérifier, pour tout x :

((=9a + 3b) cos(3z) + (=3a — 9b) sin(3z)) e*” = (0 x cos(3z) + 1sin(3x)) **

~9a+3b=0 a=3
<
-3a-9b=1 b=-L

Cela donne le systeéme :

Les solutions générales sont donc :

1
{m e K1e® + Kpe®® — 0 (cos(3x) + 3sin(3z)) e avec (K1; Ko) € [RQ}

Equation du second ordre avec conditions initiales
Enoncé

On veut résoudre
y" = 2y" +y = cos(2x)

y(0) =1
y'(0)=0
Corrigé
L’équation caractéristique est 22 -2z+1=0 <= (z-1)? =0 (racine double).

Les solutions homogénes sont :

{:c — (Kix + Ky)e® avec (K7; Ka) € IR2}

On cherche (a; b) € R? tels que f:  — acos(2x) + bsin(2z) est une solution particuliére.
On calcule, pour tout « :
f'(z) =2bcos(2z) - 2asin(2z)
f"(z) = —4acos(2z) — 4bsin(2z)
f(z) -2f'(x) + f(z) = (-3a - 4b) cos(2x) + (4a - 3b) sin(2x)

On doit donc vérifier, pour tout z :

cos(2x) + (4a — 3b) sin(2z) = 1 cos(2x) + 0 x sin(2x)

fr(z)=2f"(x)+f(x) second membre

—3&—4b=1 a:;—?
<
4a-3b=0 b=

On résout ensuite :
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Une solution particuliére est :
-1
T o (3cos(2x) + 4sin(2x))

Les solutions générales sont :

1
{x > (Kyo+ K)o - - (3cos(20) +4sin(20)) avee (Ki; K2) e [RQ}

y(0) =1

Reste a vérifier les conditions initiales ,
y'(0)=0

Onay(0)=1 < KQ—%::L
On doit aussi calculer, pour tout « :

1
y'(x) = (Kix + K1 + K)e® - % (-6sin(2z) + 8cos(2z))

Ce qui donne 4/ (0) =0 <= K; + Ko~ % -0
On résout le systéme sur K et Ko :

3 _ _ 28
KQ_%_I — KQ_%
K1+K2_%:0 Klz%— 2:—%

La solution, avec ces conditions initiales, est donc :

1
T o ((-20x + 28)e"™ — 3cos(2x) —4sin(2z))

Equation vicieuse du second ordre
Enoncé
Résoudre :
y" +y =sin(z)
Corrigé
L’équation caractéristique est z? +1 = 0.
Sa résolution donne deux racines complexes conjuguées o =i et @ = —i.

Les solutions homogénes sont donc :
{z ~ (Kicos(z) + K> sin(x)) e avec (K1; Kj) € [R2}
On cherche (a; b) € R? tels que
f:x— acos(x)+bsin(x)
est solution particuliére.

Apres calcul, on doit donc vérifier, pour tout x :
0 = sin(x)
C’est impossible!

< En fait, ¢’est normal !
Le second membre x + sinz est déja solution de ’équation homogéne !

Dans ce cas, on cherche (a; b) € R? tels que

f:x v~ axcos(x) + bxsin(x)
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est solution particuliére.

Apres calcul, on doit donc vérifier, pour tout x :

cos(z)-2asin(x) = (0 xxz +0)cos(x) + (' xz + 1)sin(x)

Ce qui donne b=0¢et a = %1

Les solutions générales sont donc :

1
{x ~ K7 cos(x) + Kosin(z) — 5 xcos(zx) avec (Kq; Ko) € [Rz}

B.11 Résoudre un systéme avec le pivot de Gauss

Introduction aux opérations sur les lignes
Premier exemple

On veut résoudre, le plus simplement possible :

rT-y=3
T+y=2
En sommant les deux lignes : 2z = 5.
En soustrayant la premiére a la seconde : 2y = —1.
On trouve donc directement :
€Tr =
y=%
Questions :

— Quelles opérations permettent d’obtenir un systéme équivalent ?
< Quelles opérations sont réversibles ?

I Nojot

Opérations sur les lignes

Voici les opérations usuelles permettant de résoudre un systéme :
e pour A # 0, multiplication de la ligne ¢ par A;

L; <— \L; (dilatation)

e échange de lignes i et 7 ;
Li—L; (transposition)

e pour un nombre p, ajout de puL; & L;.
Li«— L;+pL; (transvection)

Mettons en pratique ces opérations :
r+3y=>5 4y =8
<~
—r+y=3 4y =8
Ici, on a opéré simultanément et de maniére dépendante sur les deux lignes.
A On obtient un systéme qui n’est donc pas équivalent ! Il faut, tout comme pour

la résolution d’équations rester vigilant et s’assurer a chaque étape que les opérations
réalisées conduisent bien a une équivalence logique.
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Algorithme du pivot de Gauss
Principe général

Pour illustrer le pivot de Gauss, on traitera en paralléle un exemple (en violet).

I’a—u\,xl +a12 2 +-- +a1p .pr = bl
l :CL21 :El tagax2 t+r taxpTp = b2
(R : :
:ail flL’l taipmy  + HapTy  =b;
. : :
I\a,ﬁl/bzl tap2 To + HappTp = by

— Déterminer le premier coefficient non nul de la premiére colonne.
— S'il est sur la ligne L; , procéder a I’échange L; «— L;,.
Sur ’exemple :

P 4y 412z =-8 22 -2y -6z =8
' 2F -2y -6z =8 4y  +12z =-8
<
|2 +3y +10z =-12 2z +3y +10z =-12
=1k +3y +9z =-8 -lz +3y +9z =-8
< On réalise Ly «— Lo.
A1 T1 +A;2T2 o A4 pTp :bil
a1 1 tagaro - FagpXp = b2
ail1 x1 tajpxry e FaA1pTp = b1
p1 1 +ap2 T  + Happ Ty =by
— Diviser la premiére ligne par ce coefficient Ly «— o L4
1
Sur ’exemple :
2z -2y -6z =8 la -y -3z =4
4y  +12z =-8 4y  +12z =-8
<
-2x +3y +10z =-12 -2x +3y +10z =-12
-l +3y 49z =-8 -1z +3y +9z =-8
< On réalise L «— %Ll.
a; 2 a; b;
].f]f]_ +$$2 +--- "rﬁl'p :ﬁ D
211 taga Ty e Fa2p Tp = by [
: : : |
: : |
a111 +ajpTy + +a1pTp =b1 |
: : P’
p1 1 +Ap2Ta  +or HAppTp =b,

— Utiliser le pivot pour éliminer la premiére inconnue dans toutes les lignes suivantes :

Lo «— Lo —ao1 Ly
L3 «— L3z —a3 Ly

Sur ’exemple :
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lx

-2
-1

— On réalise

-y =3z =4

4y  +12z =-8
r +3y +10z =-12
r +3y +9z =-8

le -y -3z =4
4y +12z =-8
y +4dz =-4
2y +6z =-4

L3<—L3+2L1
Ly<«— Ly+Lq

r1 +ajexo +--
N
Iy +---
l. |
[E
|~
,aizh e
I: |
I'~ |
CEL IS

+C~L1pCCp :b1
+C~L2p$p =b

+anp Ty = by

— Travailler sur la seconde colonne en partant de la seconde ligne.

Sur ’exemple :

— On réalise

x -y -3z =4
4y +12z2 =-8 —
y +4z =-4
2y +6z =-4
—
L2<—}IL2 puis
laxy +ajpxe +---
lay +oe
1:Ej

— Parcourir les pivots du dernier au premier.
— Exploiter chaque pivot pour éliminer 'inconnue dans les lignes du dessus.

Sur ’exemple :

x -y -3z =4
ly +32z =-2
y +dz =-4
2y +6z =-4
r -y -3z =4
ly +3z =-2
z =-2
0 =0
Ly «— L3- Lo
L4<—L4—2L2
+C~Llp$p =§1
+&2p$p =bg
:BZ
xk =§l
0 = b1
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r -y -3z =4 T -y
y 43z =-2 1y
1z =-2 - z
0 =0 0
€T =
— y -
VA =
0 =

< On réalise

L2 <—L2—3L3 puis L1 <—L1+L2

L1 <—L1 +3L3

Situations possibles

Apres application du pivot, il est possible :
e de n’obtenir aucune solution ;
(lignes incompatibles)
e d’obtenir exactement une solution ;
(autant de pivots que d’inconnues, pas d’incompatibilité)
e d’obtenir une infinité de solutions.
(moins de pivots que d’inconnues, pas d’incompatibilité)
On appelle rang du systéme le nombre de pivots.

Premier exercice

Enoncé
Résoudre :
r-5y+3z2=4
20+y—-2z=1
2r+4y+7z=1
Corrigé
On opére sur les lignes :
T -by +3z =4 r by +3z =4
2 +y -2z =1 — 11y -8z =-7
Lo<—L3z-2L,
-2r +4dy +7z = Lay<—L3+201 -6y +13z =9
r -by +3z =4
= y oo =3
Loy« qyLe 13-8)z =9-42
Lo<Lat6Ls ( ) !
r -5y +3z =4
— Y —%z ==
95 3

On peut ensuite substituer :

r-5y+3z=4 33=4+5><(%1)—3><%
8, _ =7 =7, 8 3 _24-35

Y=-1*= 10 — VW T X575 T

95, _ 57 _ 57 _3

1710 =955
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6/5
La solution est donc | -1/5 |.
3/5

Deuxiéme exercice

Enoncé

Résoudre :
20+ 3y—2=-1
T+2y+32=2
3r+4y—-5z=-4

Corrigé

On opére sur les lignes :

20 43y -z =-1 T 2y +3z =2
r 2y +3z =2 — 2z +3y -z =-1
3z +4y -5z =-4 frelz | gy +4y -5z =-4
r +2y +3z =2
Lg(—ﬁQLl -y 7z =75
La—L3-3L1 -2y -14z =-10
T -11z =-8
L3<—f—)2L2 -y -7z =-5
Ly<Li+2L> 0 =0
On obtient :
x = -8 +11z
y = b =Tz
z = z
Les solutions sont donc :
-8 11
5 1+z|-7], avec z€R
0 1

Calcul du nombre d’opérations
Enoncé
Pour un systéme n x n, combien d’opérations ?

Donner un équivalent simple.

Pour simplifier, on compte uniquement les opérations élémentaires sur les lignes.

Corrigé

On dénombre les opérations a ’aller :

Numeéro colonne H 1 | 2 | | n-1 | Total |
Echanges 1 1 (-] 1 n-1
Dilatation 1 1 |- 1 n
Transvections n-l|{n2|-| 1 | nn1)/2

Et au retour :
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Numéro colonne H n | n-1 ‘ | 2 | Total ‘
Transvections H n-1 | n-2 ‘ | 1 | n(n-1)/2 ‘
) . . n(n-1) n(n-1) 9 . .
Finalement, on obtient — +n+(n-1)+ —g =" +n —1~n” opérations sur les lignes.

On peut également compter les opérations élémentaires sur chacun des coefficients (somme, produit, lecture,
et écriture mémoire).

Dans ce cas on obtient un O(n?).

B.12 Inverser une matrice

Lien entre systémes et matrices
Soit A une matrice de taille n x p & coefficients dans un corps K. Soit Y € K™.
Résoudre AX =Y, c’est déterminer tous les vecteurs X € KP tels que AX =Y.

Cela correspond au systéme :

a1 r1 “+aigr2 +0 tapTp =
a21r1 “+agexr2 +0 taxp Ty =

ap1 L1 FAp222 + FappTp =

Théoréme important

Une matrice carrée A de taille n x n est inversible si et seulement si pour tout Y € K", le systéme AX =Y
posséde une unique solution.

Dans ce cas, la solution est X = A7'Y.
On peut identifier la matrice A~! par lecture des coordonnées de la solution.

Ainsi, A est inversible si et seulement si son rang est n.

Un premier exemple

Enoncé

. 2 3 . . . .
Soit A = 1 o) Est-elle inversible 7 Si oui, quel est son inverse ?
Corrigé

On va résoudre, pour tout ¥ = (zl), AX =Y. Cela donne le systéme :
2

2x1 +3x2 =1 — -T2 =y -2y
1 +2x9 = Yo Li<l1-2Ly | 1 +2z2 = Y2
-Ty =y1 2y
Lo<—Lo+2L I = 2y1 _3y2
— | m =2y —3y2
L1+ Lo Tro = (—1)y1 +2y2
Lo«—-Lo

. . . . : 2 -
La solution est unique donc A est inversible et A~ = (_ 1 23).
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Un second exemple

Enoncé

. 1 1 . . . .
Soit B = ( 1 1). Est-elle inversible ? Si oui, quel est son inverse ?

Corrigé

On veut résoudre :

T +tr2 = T tT2 =Y
<
Ty try = Y2  Lo<La-Ls 0 =-y1 +y2
Ce systéme n’a donc pas forcément de solution !
B n’est pas inversible.
Troisiéme exemple
Enonceé
-2 -1 -2
Soit C'=]-6 -2 -3]|. Cette matrice est-elle inversible ? Si oui, quel est son inverse ?
5 2 3
Corrigé
Y1
Soit Y = ys | € R®. On va résoudre CX =Y.
Y3
—2x1 -x19 213 =11 —r2 211 -2x3 =1
—61’1 —2.7}2 —3.7}3 =Yz < —2:62 —6:61 —3.1‘3 =Y2
5.561 +25L‘2 +3LU3 =13 2%2 +5$1 +3x3 =3
-T2 —2$1 —2373 =
— 21 + =yo—2
Lae Lo 2Ly 1 Zx3 Y2 n
L3« L3+2L) 1 -r3  =y3+2
—-xy —2x1 —2x3 =Y
— - =2y +yg + 2
LocTatoLs 3 Y1+ Y2 +2Y3
71 —r3  =y3+2y
—-xo —2x1 23 =Y
<~ X =-Ys—Y2
Lz<L3-L
Taola x3 =-2y1 — Y2 — 2y3
Ls«-Ls3
—ry —211 = —3y1 — 2y2 — 4y3
— T ="Ys—y2
fretar2lbs xr3 =-2y1-Y2 - 2y3
—T = —3y1 — 4y2 — 6y3
— X = — —
LicTisoLs 1 Ys — Y2
xr3 =-2Yy1-Y2 - 2y3
1 =~Y2-Y3
<~ ) = 3y1 + 4y2 + 6y3
Li<Lo _
La<~La T3 =-2y1 - Y2 — 2y3

C est inversibleet C'=|1 3 4 6
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B.13 Calcul de développements limités
On utilisera la notation suivante :

Ve, f(x) =ag+ ap(z-a)+-+ap(z—a)"+o((x-a)")
avec o ((x —a)"™) = (z —a)"e(z) ou ¢ est une fonction continue en a telle que e(a) = 0.

Rappel : formule de Taylor-Young

Soit une fonction définie sur un ouvert I contenant un nombre a et (n-1) fois dérivable sur I et n fois dérivable
en a.
Alors, pour tout z de I :

n (k) a
F) = 3D ko (- a))

0 k!

A partir de cette formule, on déduit les développements limités usuels situés dans le formulaire page 16.

B.13.1 Manipuler les notations de Landau
Enoncé

Soient (m; n; p) € (N*)® avec m < n.
Compléter, si c’est possible, les égalités, valides pour tout  d’un voisinage du nombre a :

o((z-a)")xo((x-a)’)=--

o((z-a)" =

(z-a)! xo((x—a)") =
o((w-a)) _

(z—a)m

Corrigé

On vérifie facilement que :

o((z-a)") xo((z-a)") =o((z-a)"")
o((z-a)")’=o((z-a)"™)

(z-a)’ xo((x-a)") =o((x-a)"?)

O((‘T—a)n) :0((x_a)n—m)

(z—a)™
11 suffit pour cela de repasser par la définition de la notation de landau o.

On va montrer par exemple la premiére égalité! Il suffit d’écrire, pour tout x :

o((x-a)")xo((x-a)’) = (z-a)"er(x) x (z - a)’ex(x)

= (z - a)"Pe1(z)e2(2)
Avec la fonction 1 x €9 qui est continue en a et qui vérifie (e1 x €2) (a) = 0.
Premier exemple de calcul

Enoncé

a DPordre 11.

Etablir le développement limité en 0 de z +
4 + 222
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Corrigé

1
4+ 222
Remarquons que :

o f est paire donc tous les coefficients de degré impair seront nuls.

1 1
e pour tout x, f(x) = 1

On note f:x —

z2’
1+ 5
On va donc utiliser le développement limité de u — en 0, en posant u = ””2—2 En particulier, notons que
+u
o(u™) = o(z*").
Finalement :

1

f(:c)—Z(l w+u?—ud +ut —ud +0(u5))
1 6 .8 .10
- _x_ ot L2 2 o=
4 2 4 8 16 32
1 6 8 .10

:__x_+__x_+x__x_+o(x11)

4 8 16 32 64 128

On peut aller & ordre 11 puisque le terme en z'! est nul (fonction paire)!

Second exemple
Enoncé

. 1
Etablir le développement limité en 3 de z — — & lordre 5.
x

Corrigé

1
On note g: z+ —. On pose u =x — 3, c’est & dire z =u + 3.
x

On est donc amené a rechercher le développement limité de u — en 0
+u
Remarquons que, pour tout v # -3 :
1 1 1
3+u 3 * 1+3
Finalement :
u  (u)\?2 (u\® (u\* [(u)® 5
=—|1-=+1=] -|=] +[=) -|=) +
9(x) ( 3 (3) (3) (3) (3) o)

u_z_u_s “_4__ o(u®)

u

927 31 243 729

(z-3) . (z-3)2 ~ (z-3)3 . (33—3)4 (z-3)°
9 27 81 243 729

+o((z-3)%)

Troisiéme exemple
Enoncé

Etablir le développement limité en 157 de o ~ tan(z) a l'ordre 6.

Corrigé

On note h:z — tan(x). On pose u = x — 157, c’est a dire = u + 157.
On est donc amené a rechercher le développement limité de u — tan(u + 157) en 0.
Remarquons que :

e tan est périodique de période 7 donc tan(u + 157) = tan(u).
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e tan(u) = %.

e tan est impaire. On peut donc s’arréter au terme de degré 5 pour obtenir un ordre 6 en développement

limité. 1

Dans un premier temps, on va déterminer le développement limité & 'ordre 5 de

1 1
- 2 4
cos(u) 1- L+ 57 +o(ud)
1

1- (% - 72‘—;1 +o(u5))

nouvelle variable

u?  ut 5 u?  ut 5 2
=1l+—=-—+ —_— -+

5 g oW x| 5 gy tolw)

2 4 4
—1+u——u—+u—+0(u5)

2 244

2 4

5

=1 u—+i+o(u5)

2 "4

Dans un second temps, on multiplie les développements limités :

1
cos(u)

3 5 2 4
= u_u_+u_+0(u6) X 1+u—+5i+o(u5)
6 120 2 24

=u+(_—1+1)u3+(i—i+i) ° + o(u®)
6 2 120 12 24

tan(u) = sin(u) x

Finalement :

h(xz) = (x-157) +

15
Quatriéme exemple
Enoncé
R - 1-cos(z) .,
1. Etablir le développement limité en 0 de x » ————= & 'ordre 4.
sin(x)
s o 1 —cos(x) .y
2. En déduire un prolongement par continuité de x — ﬁ en 0. Que vaut la dérivée en 07
sin(z
Corrigé
1-
On note ¢: x ~ —‘COS({L‘)
sin(x)

cos(u)’

Remarquons que ¢ est impaire donc on peut rechercher uniquement les termes de degré inférieur ou égal & 3

Dans un premier temps, on va écrire candidement, pour tout = ¢ {km; ke Z} :
2 3
- (1 -5 +o(x ))
x - %—3 +o(z?)

Z to(x?)

1
q(x) =

_$—%+0(1’4)
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Mais on peut facilement vérifier que o(z*) = z x o(2>) en repassant par la définition de la notation de landau.
En effet, 2te(z) = z x 23¢(2).

Ainsi :
%2 +o(z3)
q(x) = = ;

x (1 -5 to(x ))

2

%4‘0(1}3) y 1

- 2

x 1- % +o(x3)

(§+o(x2)) x 1

1- %2 +o(x3)

L’ordre du numeérateur était trop faible! Il faut donc corriger cela en reprenant I'expression de q(z) :

q(x) =

3
z - % +o(xt)
ool
- 2
x 1-% +o(x3)

(f—x—3+0(aj4))x 1

2 24 1—’%—2+0(x3)

Encore une fois, on est ramené a une technique classique de multiplication de développements limités :

X l‘g
)= (3= o)) x

24 1—%2+0(x3)

2 24
= g + (1—12 - i)x?’ o(z?)
= g + g—z +o(z?)
Finalement : 5
a(@) =5 + 57 +o(a®)

On en déduit que ¢ se prolonge par continuité en 0 en posant ¢(0) = 0.

1
On a alors ¢'(0) = 3

B.14 Calcul d’intégrales

Grace au théoréme fondamental de I’analyse
Enoncé
Calculer :

2]
f —n:de
1z

Correction

Sur [1; 2], z ~ 1“7” est continue comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule

pas.
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De plus, on reconnait que f12 lnTw dz = f12 % x In(z) dz. On en déduit :

—_—
1 1 2 In(2)?
/ nz [_ 1n(x)2] _ In(2)”
1 2 1 2
Intégration par parties
Enoncé
Calculer : .
f rcoszdx
0
Correction
Examinons [ z coszdz.
Vaut-il mieux :
e intégrer x — x et dériver z — cos(z);
e ou dériver x — x et intégrer x — cos(z)?
u(z) =x u'(z) =1

On pose, pour tout x € [0; 7], { , ce qui donne {

v'(z) = cos(x)

u et v sont de classe C!, on peut donc réaliser I'intégration par parties.

v(zx) = sin(x)

On obtient :
s
[ xcosx dx =[xsin x) f 1 xsinx dz
0 ~——

u(z)v’'(z) u(x)v(x) ’(x)v(x)
= [cos(z)]y = -2

Changement de variable
Description de la méthode
Calculons [01 eV dz.

On pose u =+/x.

Cette fonction convient partiellement car elle est C! sur ]0; 1], sa dérivée ne s’annule pas. On admettra que
I’on peut tout de méme appliquer le changement de variable.

En théorie, pour pouvoir appliquer la formule du changement de variable, il
A faut que la variable soit de classe C' sur lintervalle fermé borné, et que sa

dérivée ne s’annule pas.

On examine ensuite chacun des changements & réaliser dans l'intégrale :
e sur les bornes :
pour x =0, uz\/ﬁ, et pour x =1, uz\/T;
e sur la variable z :
pour tout z € [0; 1], u =v/Z <= z =u?;
o sur dz :

dx = d—xdu = 2udu.
du
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On obtient :

C’est a dire :

On applique ensuite I'intégration par parties. On pose, pour tout®)e [0; 1], d=

f(u)=u . fl(u)=1
, , »Cequidonne "
g'(u)=e g(u) =e
Finalement :
1 . 1
fo eVodr =2 ([ueu]o - fo e du)
=2(e-(e-1))=2
Enoncé
Calculer :
f2 dx
0 Vz+1+1
Correction

Pour tout z € [0; 2], on pose u = /z + 1, qui est strictement monotone et de classe C'.

2
Voici les changements & opérer : “2)
o les nouvelles bornes sont O+ 1 et /1 +2; L
e pour tout z € [0; 2], u=Vr+1 <= z=u>-1; Vot

d
e enfin, dx = d—xdu = 2udu.

) U
On obtient :

f2 dzx ~
0 Vz+1+1

On poursuit les calculs, en exploitant les techniquey de décomposition en élé

nents simples :

2 3 —
/ diﬂ?zf fr2=2 4., da
0 Vz+1+1 1 u+1

V3 V3
=[ 2du—2/ du
1 1 u+1

=2(V3-1)-2[n(u+1)]y?

=2((\/§—1)+1n(\/§2+1))

Exercice
Enonceé

Calculer :
1
I = A zeV? dy

I_fl dzx
2T 241

1.5
I3 = fl sin”(7x) dz
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Corrigé

Pour I = [01 zeVE dx, on pose le changement de variable u = /.

On obtient I; = [01 u?e*(2u) du = 2[01 ue” du.

On réalise trois intégrations par parties en dérivant a chaque fois le polyndéme en facteur de e®.

On obtient :
Il =4 (3 - e)

Pour I, on travaille sur le dénominateur. Pour tout x :
1\ 3
x2+x+1:(x+—) +->0
2 4
Ensuite, on fait apparaitre la dérivée d’arctangente :
1 d
e [l
12+ +1

_éfld—fff
3J-1 %(1‘+%)2+1

_éfl dx
3741 (%3(1‘+%))2+1

On pose la variable u = ¥ (9: + %) On obtient :

2\/5 V3 2\/§ T
- 5 el = 2 S0 £ = T

Pour I3, on remarque que ’on intégre une fonction impaire sur un domaine qui présente une symétrie par
rapport a 0.

On obtient sans calcul I3 =0.

B.15 Résoudre une inéquation du type f(x) > g(x) : arbre de décision

Arbre de décision

Face a une inéquation f(x) > g(z), on suit en général ce cheminement de pensée.



68 CH.B FICHES METHODES

[L’équation est-elle triviale ?]

oul
non
7
On donne les solutions! [Peut—on «isoler » x ?]
oui
non
Y
On donne les solutions! [Peut—on factoriser f(z) —g(x) ?]
oui
non
7

On étudie le signe de f(z) —g(xz). On étudie la fonction A: x — f(z) - g(x).

Savoir factoriser et faire un tableau de signes permet d’éviter de longs calculs
! hasardeux. On cherche & éviter la situation ou 'on doit étudier la fonction A'!

L’étude de la fonction A peut s’avérer compliqué, en particulier lorsque le signe
de A’ n’est pas évident.

Il arrive aussi que I’étude de la fonction A ne permette pas d’obtenir des solutions
exactes; cela se produit par exemple dans le cas ou les zéros de la fonction A s’ob-
tiennent uniquement par méthodes numeériques (dichotomie ou méthode de Newton).

Premier exemple
Enoncé

Résoudre

Corrigé

Ici, pas de solutions triviales. On cherche donc a isoler x. Mais cela est facile car la fonction exp est strictement

croissante. Ainsi, pour tout x :

xT

e > = 2r>1 < x>0

Les solutions sont donc les nombres de R*.
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Second exemple
Enoncé
Reésoudre
2Inz > 2°Inx
Corrigé

Ici, pas de solutions triviales. Et il n’est pas non plus possible d’isoler z. On cherche donc & réaliser une
factorisation. Pour tout = >0 :

2Inz>2’lne < 2mz-2°Inz>0 «— (2-2°)Inz>0

— —(x—\/i)(sﬁ\/i)lnxzo

On réalise ensuite un tableau de signes :

T 0 1 V2 +00

~(z-V2) (z+V2) + + 0 -

Inx - 0 + +

—(w—ﬂ)(m+\/§)lnx - 0 + 0 -

Les solutions sont donc les nombres de [1; \/5]

Dernier exemple
Enoncé
Résoudre
T >sinx
Corrigé

Ici, on n’a pas de solution triviale, ni aucun moyen d’isoler x. Enfin, I'expression z — sin(x) ne se factorise
pas!

On pose donc, pour tout z, A(x) = x —sin(z). Cette fonction est dérivable sur R et, pour tout x :
A'(x) =1~ cos(x)

En particulier, on en déduit que, pour tout z ¢ {2km avec k € Z}, A’(x) > 0, ce qui prouve que la fonction A
est strictement croissante.

Or on remarque que A s’annule en 0, ce qui nous donne directement les solutions de cette inéquation : ce
sont les nombres de R}.
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