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Correction de I’exercice V de la feuille « Le raisonnement par récurrence »

Notons pour n € N, P(n) la proposition : &5 + o5 + g5 + -+ 25 <2 — 1 .

oInitialisation:Sinzl,ona1%+2%+3i2+---+i:%zletQ—%:2—%:1donc
1%—1—2%—1-3%—1—---—}-#é2—%,cequiprouveque73(1) est vraie.

e Hérédité : Supposons que P(n) soit vraie pour un certain entier n > 1. On a alors :
1—12—|—2i2—|———|—---—|—#<2—% , d’omu, enajoutant( dechaquecote
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1—2+2—2+3—2+"'+§+m<2_—+(n+1)2()-

n

Pour montrer que P(n + 1) est vraie, il suffit d’établir que 2— l + (n+1)

effet conjuguée avec (*), I'inégalité (1) montrera que 75 + 35 + 55 —|— R

(n+1)
¢’est-a-dire précisément que P(n + 1) est vraie.

1 1 (n+1)2 n(n+1) n
Or () < ;-—mg— (n+1 20 S o2 T Az~ amene = 0
>0

(n+1)2—n(n+1)—n n’42n+1-—n?—n-n
= n(n+1)2 20 < n(n+1)2 20 < n(nJrl

Comme cette inégalité est bien vraie (car n est positif), I'inégalité (f) aussi.

e On a donc prouvé par récurrence que pour tout n € N*, on a 1%+2%+3%+- . -+# <2-— %,

1 1 1 1
ce qui permet de déduire que — + — + — + -+ +
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