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Exercice 1

Partie A (Restitution organisée de connaissances)

Supposons que pour tout t ∈ [a ; b], f(t) 6 g(t). On en déduit que g(t) − f(t) > 0 donc

d’après le second point des rappels :

∫ b

a

[g(t)− f(t)] dt > 0 . Or d’après le premier point :∫ b

a

[f(t)− g(t)] dt =

∫ b

a

[1× f(t) + (−1)× g(t)] dt = 1 ×
∫ b

a

f(t) dt + (−1) ×
∫ b

a

g(t) dt .

On en déduit que

∫ b

a

g(t) dt−
∫ b

a

f(t) dt > 0, d’où

∫ b

a

f(t) dt 6
∫ b

a

g(t) dt .

Partie B

1. (a) On a f1(x) = ln(1 + x). Or lim
x→+∞

(1 + x) = +∞ et lim
x→+∞

lnx = +∞ donc par

composition lim
x→+∞

f1(x) = +∞.

(b) f1 est dérivable sur [0 ; +∞[ et ∀x > 0, f ′1(x) = 1
1+x

> 0. f1 est donc strictement

croissante sur [0 ; +∞[.

(c) F1 est dérivable sur [0 ; +∞[ par composition, produit et somme et ∀x > 0,

F ′1(x) = (1 + x) × 1
1+x

+ 1 × ln(1 + x) − 1 d’où F ′1(x) = 1 + ln(1 + x) − 1 =

ln(1 + x) = f1(x). F1 est donc bien une primitive de f1 sur [0 ; +∞[.

Ainsi I1 =

∫ 1

0

f1(x) dx = [F1(x)]
1

0
= [(1 + x) ln(1 + x)− x]

1

0

soit I1 = (2 ln 2− 1)− (ln 1− 0) = 2 ln 2− 1 .

I1 est égal à l’aire (en unités d’aire) du domaine du plan délimité par le graphe

de f1, les axes de coordonnées et la droite d’équation x = 1 (domaine hachuré

ci-dessous).

2. (a) Comme f1 est croissante sur [0 ; +∞[ (voir 1.b.), si x ∈ [0; 1] on a :

f1(0) 6 f1(x) 6 f1(1) soit : 0 6 f1(x) 6 ln 2.



Or si 0 6 x 6 1, on a 0n 6 xn 6 1n par croissance de x 7→ xn sur [0 ; +∞[.

Donc xn ∈ [0; 1] et on a alors 0 6 f1(x
n) 6 ln 2, soit 0 6 ln(1 + xn) 6 ln 2, ou

encore 0 6 fn(x) 6 ln 2.

Par positivité de l’intégrale (vu que 1 > 0), on en déduit que :

0 6
∫ 1

0

fn(x) dx 6
∫ 1

0

(ln 2) dx = [(ln 2)x]
1

0
, soit : 0 6 In 6 ln 2 .

(b) Soit x ∈ [0; 1]. On a 0 6 x 6 1 donc xn × 0 6 xn × x 6 xn × 1 car xn > 0. On

a alors 0 6 xn+1 6 xn d’où f1(x
n+1) 6 f1(x

n) par croissance de f1 sur [0 ; +∞[

(voir 1.b.). Cela prouve que ln(1 + xn+1) 6 ln(1 + xn), soit fn+1(x) 6 fn(x) et

on peut en déduire par positivité de l’intégrale que

∫ 1

0

fn+1(x) dx 6
∫ 1

0

fn(x) dx,

c’est-à-dire que In+1 6 In. La suite (In) est donc décroissante.

(c) La suite (In) est décroissante et minorée (par 0) donc converge.

3. (a) g est dérivable sur [0 ; +∞[ par composition et somme et ∀x > 0, g′(x) =
1

1+x
− 1 = −x

1+x
6 0. La fonction g est donc décroissante sur [0 ; +∞[.

(b) Si x ∈ [0 ; +∞[, on a xn ∈ [0 ; +∞[ donc par décroissance de g sur [0 ; +∞[ :

g(xn) 6 g(0), soit ln(1 + xn)− xn 6 ln(1 + 0)− 0 = 0 ou encore ln(1 + xn) 6 xn .

(c) Par positivité de l’intégrale, on déduit de l’inégalité précédente que :∫ 1

0

ln(1 + xn) dx 6
∫ 1

0

xn dx d’où 0 6 In 6
[
xn+1

n+1

]1

0

= 1n+1

n+1
− 0n+1

n+1
, soit :

0 6 In 6 1
n+1

. Comme lim
n→+∞

1

n + 1
= 0, le théorème des gendarmes assure que la

suite (In) converge vers 0.

Exercice 2

Figure de la question 5) :




