Correction de ’exercice sur les nombres complexes

D’apres Bac S, Inde, avril 2012

Partie A : Restitution organisée de connaissances
Posons Z = z12. On a |Z|? = ZZ donc |z12|? = 2120 X 71%3. Or 2123 = 71 X 73 donc |21 2| =
212971 73 = 21212272 = |21|* X |22)?. Finalement |z;25|* = (\le,zQ]) donc |z125] = |21||22], vu

que |z1 22| et |z1]]z2| sont tous les deux positifs.

Partie B : Etude d’une transformation particuliere
1— 1+2—1i 3—i 3—1)(—3+i
1. (a) OnazC/:_ZC: +' L 1,: ( 1)( +1)_,soit:
Zc—1 —-2—-i-1 -=-3-1 (=3-1)(-3+1)
—-943i+3i+1 —8+61
= =—-0,840,61.
(—32 1 9+1 o001
(b) On a |2¢/| = 1/(—0,8)2+0,62 = /0,64 + 0,36 = v/1 = 1 donc OC’ = 1, ce qui

prouve que C" appartient au cercle ¢ de centre O et de rayon 1.

ch =

(R,ﬁ) = arg (%) = arg(0,6) = 0[27], ce qui prouve que les points
A, Cet C' sont alignécs. *
2. Soit z € C—{1}. M(z) € A & __i =2\ & E;_i:l & 1—2z=%Z—1 (car

z2#1) & z24+4Z2=2 & 2%Re(z) =2 & NRe(z) = 1. Finalement, M appartient a A

si et seulement si son abscisse vaut 1. A est donc la droite d’équation = = 1, privée du

point A.
- — 1— 1— 1—
3. Notons quez—1=%z—1=2—1donc OM' = || = |= | = |_ d = ’_Z’ =
z—1 Iz — 1| ‘z—l‘
1— -1
I Z: (car si Z € C, |Z| =Z]), d’oﬁOM':Hzl(carsiZeC, |—Z| =Z)).
Z — z —
M’ appartient donc bien au cercle € de centre O et de rayon 1.
d—1 =1 el 2—(z+72)
4. Si 1 = = = —= = d’out :
AL Ty T 1 -1E-1 "
Z—1 2 — 2Re(2) 2 — 2%Re(2)
= — = e R.
=1 (z=1)(z—-1) |z — 1|2

, . — f Z/ . .
On en déduit que (AM; AM > = arg = 0 [r], ce qui prouve que les points A,
z

M et M’ sont alignés.

5. D’apres ce qui précede, A, D et D’ sont alignés et D' appartient a €. D’ est donc un
des deux points d’intersection de € et de la droite (AD). Mais comme D ¢ A, on a
D' # A (Cf B.2.), d’ott la construction de D’ :






