




II 1)a) h est dérivable (donc également continue) sur R par produit et somme et pour tout

x ∈ R, h′(x) = 3x2 − 12x = 3x(x− 4). On en déduit le tableau suivant :

x

3x

x − 4

h′(x)

h

−∞ 0 4 +∞

− 0 + +

− − 0 +

+ 0 − 0 +

−∞−∞

−6−6

−38−38

+∞+∞

α

0

(( détails : h(0) = 03 − 6× 02 − 6 = −6 et h(4) = 43 − 6× 42 − 6 = −38 ))

• Si x 6= 0, on a h(x) = x3
(
1− 6

x
− 6

x3

)
. Par produit et somme, on a lim

x→+∞

(
1− 6

x
− 6

x3

)
=

1 + 0 + 0 = 1 et lim
x→+∞

x3 = +∞ donc par produit lim
x→+∞

h(x) = +∞.

• On a lim
x→−∞

x3 = −∞ et par produit lim
x→−∞

(−6x2) = −∞ donc par somme lim
x→−∞

h(x) =

lim
x→−∞

(x3 − 3x2 − 6) = −∞.

1)b) • D’après son tableau des variations, on voit que h possède un maximum égal à −6 sur

] −∞; 4]. Ainsi, pour tout x ∈] −∞; 4], on a h(x) 6 −6 < 0, ce qui prouve que l’équation

h(x) = 0 ne possède aucune solution dans ]−∞; 4].

• La fonction h est continue et strictement croissante sur ]4; +∞[ ; on a h(4) = −38,

lim
x→+∞

h(x) = +∞ donc 0 ∈
]
h(4); lim

x→+∞
h(x)

[
et d’après le corollaire du théorème des

valeurs intermédiaires, l’équation h(x) = 0 possède une unique solution α dans ]4; +∞[.

• Bilan : l’équation h(x) = 0 possède pour unique solution α dans R.

• La calculatrice (méthode par balayage) fournit : 6, 15 < α < 6, 16.

1)c) On déduit du tableau des variations de h complété (voir 1.a.) :

x

h(x)

−∞ α +∞

− 0 +

2)a) On peut écrire
√
x2 + 1 = u[ v(x) ], avec v : x 7→ x2 + 1 et u : x 7→

√
x.

• On a par somme : lim
x→−∞

(x2 + 1) = +∞, soit lim
x→−∞

v(x) = +∞. D’autre part, lim
x→+∞

u(x) =

lim
x→+∞

√
x = +∞ donc par composition lim

x→−∞

√
x2 + 1 = +∞ (1).

D’autre part lim
x→−∞

x2 = +∞ et par produit lim
x→−∞

(−9x) = +∞.



Donc par somme, lim
x→−∞

(x2 − 9x− 4) = −∞ (2).

D’après (1) et (2), on déduit par produit que lim
x→−∞

f(x) = +∞.

• On a par somme : lim
x→+∞

(x2 + 1) = +∞, soit lim
x→+∞

v(x) = +∞. D’autre part, lim
x→+∞

u(x) =

lim
x→+∞

√
x = +∞ donc par composition lim

x→+∞

√
x2 + 1 = +∞ (3).

D’autre part, si x 6= 0, x2 − 9x − 4 = x2
(
1− 9

x
− 4

x2

)
. Par produit et somme, on a

lim
x→+∞

(
1− 9

x
− 4

x2

)
= 1 + 0 + 0 = 1. Comme lim

x→+∞
x2 = +∞, on obtient par produit

lim
x→+∞

(x2 − 9x− 4) = +∞ (4).

D’après (3) et (4), on déduit par produit que lim
x→+∞

f(x) = +∞.

2)b) On a f = u
√
v , où u : x 7→ x2 − 9x − 4 est dérivable sur R (par produit et somme)

et v : x 7→ x2 + 2 est dérivable (par somme) et strictement positive sur R. La fonction f est

donc dérivable sur R par composition et produit et :

f ′ = u′
√
v + u(

√
v)′ = u′

√
v + u

v′

2
√
v

.

Ainsi, si x ∈ R, f ′(x) = (2x− 9)
√
x2 + 2 + (x2 − 9x− 4)

2x

2
√
x2 + 2

,

d’où f ′(x) =
(2x− 9)

√
x2 + 2

2

√
x2 + 2

+
x(x2 − 9x− 4)√

x2 + 2
,

d’où f ′(x) =
(2x− 9)(x2 + 2) + x3 − 9x2 − 4x√

x2 + 2
=

2x3 + 4x− 9x2 − 18 + x3 − 9x2 − 4x√
x2 + 2

,

soit f ′(x) =
3x3 − 18x2 − 18√

x2 + 2
=

3(x3 − 6x2 − 6)√
x2 + 2

=
3h(x)√
x2 + 2

.

2)c) Comme 3 > 0 et
√
x2 + 2 > 0, f ′(x) est du signe de h(x). D’où, d’après 1.c. et 2.a. :

x

f ′(x)

f

−∞ α +∞

− 0 +

+∞+∞

f(α)f(α)

+∞+∞


