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Correction du devoir de Paques

e Exercice 1

1) g est dérivable sur R par composition, somme et produit et pour tout x € R,
g'(z) = e*[cos(2x) + 2sin(2x)] + €*[—2sin(2x) + 4 cos(2z)] = be” cos(2z).

1
2) On déduit du calcul précédent que pour tout = € R, gg’ (x) = e” cos(2z), ce qui prouve

que E g est une primitive sur R de la fonction x +— e” cos(2zx). Par conséquent,
s
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T 1 1 1
e’ cos(2x) do = | —e”|cos(2x) + 2sin(2z = —€™(cos 2w +2sin 27)——e"(cos 0 +2sin 0),
[ ot o = | leos(an) 20| = 5o (o2 202 s 42000

T 1
d’ou / e’ cos(2z) do = 3(67T —1).
0

™
(e” cos® x + e”sin® z) du, soit

3 OnaI+J:/ e””costdx—F/ e®sin? z dx =

) 0 0 N~

par linéarité

I+J—/ e”(cos® ¥ + sin® ) dx—/ e’ do = [e"]f =" — 1.
0 —_— 0
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v ™ vy
D’autre part, [ —J = / e” cos’ z dx — / e“sinx dr = / (e” cos’  — e” sin’ ) dz,
0 0 N 0

par linéarité

Tf Tf 1
soit [ —J = / e*(cos® v —sin’ x) dz = / e’ cos(2z) dox = g(eTr — 1), d’apres 2).
I 0

cos(2z)
[+J=¢"—-1 (1)
Ainsi, I et J sont solutions du systeme 1 .
[-J=—-(e"—1) (2)
° 6 3
En additionnant membre a membre (1) et (2), on obtient 21 = 3(67T —1), soit [ = g(e7r —1).

Enﬁn,I:e“—l—Izg(e“—l).

e Exercice 11

1. (a) La fonction f est dérivable sur R\{2} par composition et quotient et :
2—z)x (—e™)—(=1)xe™® (x—1)"
V R\{2} : ! = —
SizeR\{2},onae™®>0et (2—x)%> 0donc f'(z) est du signe de z — 1, d’out :

T —00 1 2 +0o0
f'(x) - 0 + +
+o00 +o00 0
f \ l / N /
-1 1
( Détail : f(1) = 26_ =)



(b)

Justification des limites :

Siz e R\{2}, on a f(z) =

(2 —x)er’
e On a liIE e’ = 400 et par somme lirf (2 — ) = —oo donc par produit
—+00 T—=+00
lim (2 = z)e = —0co pui ient 1 —0.
m_l)&loo( x)e 00 puis par quotient Jim flz)=0

e Si x < 2, on a par produit (2 — z)e® > 0. D’autre part, (2 — x)e* = 2e* — xe”.
Or lim 2¢* =2x0=0et lim ze® =0 donc par somme lim (2 —z)e” = 0"
T—>—00 T——00 T——00
puis par quotient lim f(x) = 4o0.
T—r—00

Voici a titre de curiosité ’allure du graphe € de la fonction f :
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D’apres le tableau des variations précédent, la fonction f est décroissante sur
I'intervalle [0; 1]. Par conséquent, lorsque 0 < < 1, on a f(1) < f(z) < f(0),
c’est-a-dire A < fx) < 7

Soit (a,b) € R? et H : x + (ax + b)e™®. La fonction H est dérivable sur R par
composition, somme et produit et Vo € R, H'(z) = axe ™+ (ax+b) X (—e™*) =
(—ax + a — b)e™™. Pour que H soit une primitive de h : x — (z + 2)e™® sur R

(c’est-a-dire pour que H' = h sur R), il suffit donc que les réels a et b soient

=
{a—b:2 {b:—B

Une primitive de h sur R est donc H : z +— (—x — 3)e™™.

solutions du systeme :

— OnaJ= /0 h(z)dz donc J=[H(z)|}=[(—2 —3)e™], , dou :

4
J=—4e ! —(=3)e"=3—-.
e
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(b) Siz €[0;1],ona — < f(z) < 5 donc comme z% > 0, on a :
e
1, 1
—r? < 2 < qa?
@ x*f(x) 5%

Par croissance de I'intégrale (vu que 0 < 1), on déduit que :

1 1 1
/ —r?dr < / 22 f(x)dr < / —r*dx
o © 0 0 2

RNk 1] 1 1
soit | —ux <K < |=2°| ,ouencore: — < K < —.
e |, 6 1o 3e 6

1 1
(¢c) Ona J+ K = / (2+2z)e *dx +/ 2% f(z) dx, d’olt par linéarité de I'intégrale :
0 0

1 2 —x 1 2 _ 2 —x 2~z
J+K:/ [(2+x)ex+§e ] d:r;:/ (2-2)@+z)e” +a% dx ,d’ou:
0 0

— 2—x
1 (92 2\p— 2,—x 1 -z 1 —=z
2% — 4
J+K:/< v)et +ave dx:/ © dx:4/ © dz (par
linéarité de I'intégrale) et finalement J + K = 41.
(d) O 1<K<1 d 3 4+1<J+K<3 4+1 it
na —< K<~ donc 3—-—+—< <3 — -+ -, soit :
3e 6 e 3e e 6
11 19 4 3 11 19 1
—— <4< ——-—-,dot ———<I<~—- 4>0).
3 6 ¢ %" 4T 12 21 o (maued>=0)
3 11 19 1
Or - — — ~0,41277718 et — — —~0,42378723 donc I ~0,42.
4 126 24 e N—
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