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1) a) 5 est un nombre premier et 8 n’est pas multiple de 5 donc 5 et 8 sont premiers entre eux. Alors,

d’apres le théoreme de Bézout, I’équation 8x—5y=1 admet des solutions, et donc I'équation

8x—5y =3 enadmet aussi.
On remarque que le couple (X, ; ¥,)=(1;1) est uncouple solutionde (E)

Soit (x;y) uncouple d’entiers relatifs, solutionde (E).

{;3)2_—:;;1:; Par différence membre a membre, 8(x—x,)—5(y—Y,)=0.
Donc 8(x—x%,)=5(y—-Y,) (a). Donc 8 divise le produit 5(y—y,).

8 et 5 sont premiers entre eux, donc d’apres le théoreme de Gauss, 8 divise y—y,.
Ilexiste donc unentier relatif k telque y—y, =8k, donc telque y=8k+Y,.

Enreportant dans I’égalité (&), onobtient 5(8k)=8(x—x,). Donc x=x,+5Kk.
Doncssi (x;y) Vérifie (E), ilexiste unentier relatif k tel que (x;y)=(5k+x,;8k+Y,).

Réciproquement : soit k un entier relatif, soit (x; y)=(5k +X, ; 8k +Y,).

8x—5y =8(5k +X,)—5(8k +Y,) =8%,—5Y, =3 donc (x;y) estbien solution.

Donc I'ensemble des solutions de (E) dans Z est: S = {(X Y )= (% +1;8k +1 )k € Z}.

b) Soient m, p et q trois entiers relatifs telsque m=8p+1et m=5q+4.

8p+1=5q+4 donc 8p—5q=4-1=3 etdonc le couple (p;q) est bien solution de I’équation (E).
Donc d’aprés la question précédente, il existe un entier relatif k telque p =5k +1.

Alors, m=8(5k +1)+1=40k +9 et donc onabien m=9 [40]

c) llexiste unentier relatif k tel que m=40k +9.

40k+9>2000 < 40k >1991 < kz@ et%=49.775

40
Donc le plus petit entier naturel m s’écrivant sous la forme m=40k +9, supérieur ou égal 22000, est

2009, obtenu pour k=50.

2) @) 2°=8 et 8=1 [7] donc pour tout entier naturel k, (23)k =1 [7], cest-a-dire 2% =1 [7]
b) 2009=2007+2=3x669+2 donc 2°° =2%%°x2? et d’aprés la question a), 2% =1x2? [7],
Clest-a-dire que 2 =4 [7]. 4 est un entier naturel compris entre 0 et 7 — 1 donc le reste de la

22009

division euclidienne de par 7 est égala 4.
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3) @) 1001=7x11x13 donc 1001=0 [7] et 1000=-1 [7], ce qui nous donne 10°=-1 [7].
Autre méthode : 10=3 [7] donc 10°=3*=2 [7] et 10°=2x3=6=-1 [7]
b) Alors, le nombre N =a00b=ax10’+b Vérifie: N=b-a [7]

Donc Pensemble cherché est ’ensemble des nombres de la forme N =a00b ou a et b sont congrus
modulo 7, donc ou la différence a—b est un multiple de 7.

Les nombres entiers a et b sont compris respectivement entre 1 et 9, et entre 0 et 9.

Donc N =a00b est multiple de 7 si et seulement si a—b prend une des valeurs -7, 0 ou 7

Les nombres cherchés sont donc :

1001 1008 2002 2009 3003 4004 5005 6006 7000 7007 8001 8008 9002 9009
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