Terminale S

Démonstrations « exigibles »

Suites

Propriété : Soit (uy,) une suite divergeant vers +oo et (v,) une suite telle que v, > u, pour n
assez grand. Alors (v,) diverge également vers +oo.

Démonstration : Par hypothése, il existe un entier naturel N tel que v, > u, dés que n > N.
Soit M un réel quelconque. Comme (u,,) diverge vers +oo, il existe un entier naturel N’ tel que
Up, € |M; +o0[ dés que n > N'.

Posons N” = max(N,N’). Si n € N est tel que n > N”, on a alors v, > u, et u, > M, ce qui
permet de déduire par transitivité que v, > M.

Bilan : pour tout réel M, il existe un entier N” tel que v, € ]M;+oo[ dés que n > N”. Cela prouve
bien la divergence vers +oo de la suite (vy,).

Propriété : Soit (u,) une suite croissante convergeant vers un réel ¢, alors pour tout entier naturel
n, on a u, < £.

Démonstration : Raisonnons par 'absurde en supposant qu’il existe un entier N tel que uy > £.
Posons ¢ = uy — £; on a ¢ > 0 donc comme (u,) converge vers £, il existe N’ € N tel que
up €0 —e;0 + e[ dés que n > N'.

Notons N” = max(N, N’). On a en particulier N” > N’ donc un» < £+ & = uy. Cela contredit la
croissance de (uy,) car comme N” > N, on devrait avoir uy» > uy.

Propriété : Une suite croissante et non majorée diverge vers +oco.

Démonstration : Considérons un suite (u,) croissante et non majorée.

Soit M un réel quelconque. La suite (u,) n’est pas majorée par M donc il existe un entier N tel
que uy > M. Comme (uy) est croissante, si n est un entier naturel tel que n > N, on a u, > uy
et comme uy > M, on obtient (par transitivité) u, > M.

Bilan : pour tout M € R, il existe N € N tel que u,, €| M;+oo[ dés que n > N. Cela établit que la
suite (uy) diverge vers +oo.



Propriété : Si g est un réel appartenant a |1; +oo|, alors hrf q" = +o0.
n—-+00

Démonstration : e Montrons tout d’abord par récurrence sur n € N, la proposition :
P(n) : pour tout réel a >0, ona (1+a)* > 1+ na
—~Sia>0,ona(l4+a)=1=1+0xa , donc Z(0) est vraie.

— Supposons que Z(n) soit vraie a un certain rang n € N.

Soit a>0;o0na(l4+a)*>1+4+nadonc (1+a)x(1+a)" > (1+a)x(1+na)(vuquel+a>0)
donc (1+a)"*! > 1+na+a+na? = 1+(n+1)a+na?. Or na® > 0 donc 1+(n+1)a+na? > a+(n+1)a
et finalement par transitivité : (1 +a)"*! > 14 (n + 1)a, ce qui prouve que Z(n + 1) est vraie.

— On a donc établi par récurrence que pour tout n € Net a >0, on a (1 +a)” > 1+ na.

e Comme g >1,ona a=g¢—1>0. On déduit du point précédent que pout tout n € N, on a
¢" > 14+nx(¢g—1). Or comme ¢g—1 > 0, on a par produit et somme lirf [1+nx(¢g—1)] =+oo.
n—-+0o0

Cela entraine par comparaison que la suite (¢") diverge vers +oc.

Fonction exponentielle

Propriété : admettons 'existence (d’au moins) une fonction f dérivable sur R vérifiant f(0) = 1
et pour tout réel x, f'(z) = f(x). Alors f est unique.

Démonstration : Soit g une fonction dérivable vérifiant g(0) = 1 et pour tout réel z, ¢'(x) = g(z).
Montrons que g = f.

e Prouvons tout d’abord que f ne s’annule pas.
Soit h la fonction définie sur R par h(z) = f(x) f(—=x). La fonction h est dérivable sur R par com-
S~ ——

position et pour tout réel z, h'(z) = f'(z) x f(—z) + f(z) x[—f'(—x)]. Comme f = f’, on obtient
—~— M N —

u’ v u !

K (z) = f(z)f(—z) — f(x)f(—xz) = 0, ce qui prouve que la fonction h est constante sur R, égale
=12

a h(0) = f(0)f(~0) = f(0)
particulier que f(z) # 0.

= 1. Ainsi, pour tout réel z, f(z)f(—z) = 1, ce qui montre en

e Comme f ne s’annule pas, on peut définir sur R la fonction k = g Celle-ci est dérivable sur
g'(@)f(x) — g(z)f' ()
f(@)?
= 0. La fonction k est donc constante sur R, égale a

g(z)
f(z)

R par quotient et pour tout réel z, k'(x) = . Comme " = fetg =y,

on obtient k'(x) = g(x)f(xj)c(;)g(x)f(m)
9(0)

1
k(0) = —= = 1= 1. Finalement on déduit que pour tout réel z, on a

f(0)

=1, soit f(z) = g(x).



Propriété : Ona lim e*=+oc0 et lim e*=0.
T—>+00 T—>—00

Démonstration : e Soit f la fonction définie sur R par f(z) = e* — z. Celle-ci est dérivable sur R
par somme et pour tout réel x, f’(z) = e¢® — 1. Or par croissance de la fonction exponentielle sur
R, si z > 0, alors e” > e = 1 et donc f’(x) > 0. Ainsi f est une fonction croissante sur [0; +o0], ce
qui entraine que pour tout réel > 0, on a f(z) > f(0), soit e —z > e — 0, ou encore e* > x + 1.
Comme lim z+ 1= +00, on déduit par comparaison que lim e* = 4o00.

T—+00 T—r+00
1 . .
eOnae”=—et lim ()= . Or le premier point permet de déduire par quotient que
e T——00
lim — = 0. Par composition, on obtient donc finalement lim e* =0 .
— e T——00

I11| Intégration

Remarque : le théoréme qui suit a été démontré en classe dans le cas ot f(z) = 22 et I = [0; +o0l.

Théoréme : On se place dans un repére orthogonal. Soit f une fonction continue, positive et
croissante sur un intervalle I = [a;b] (a < b) ou bien I = [a;+o00]. Si z € I, soit Z, le domaine du
plan (hachuré ci-dessous) sous le graphe de f « entre a et z ». Notons &7 (z) 'aire du domaine %,
en unités d’aire. Alors la fonction &7 est la primitive de f sur I qui s’annule en a.

Démonstration : Il est déja clair que la fonction &7 s’annule en a.

Fixons le réel z dans I; il faut montrer que 7 est dérivable en z et que &/'(z) = f(x). Considé-
rons un réel h tel que z + h € I et notons A(z;0), B(z; f(z)), C(z; f(x + h)), D(x + h; f(x + h)),
E(z + h; f(x)) et F(z + h;0).



e Supposons h > 0.

a T x+h

Vu la croissance de f, le domaine Z,,,\ %, (hachuré ci-dessus) est contenu dans le rectangle ACDF
et contient le rectangle ABEF. Par conséquent :

Aire(ABEF) < Aire (Z,11\%:) < Aire(ACDF), soit h f(z) < &/ (x + h) — o/ (x) < h f(z + h), et

comme h >0: f(x) < d(a:jthlz—%(w) < f(z+h) .

Comme f est continue, on a }llirr%) f(x + h) = f(x) donc d’aprés le théoréme des gendarmes,
—
4 h) — <
lim (z+h) (z) existe et vaut f(z).
h—0+ h

e Supposons h < 0.

a T+ h T

Vu la croissance de f, le domaine 2,\ %, (hachuré ci-dessus) est contenu dans le rectangle ABEF
et contient le rectangle ACDF. Par conséquent :
Aire(ACDF) < Aire (Z,\Z:+1) < Aire(ABEF). Notons que comme h < 0, on a AF = —h, donc :

Ch (et h) < (@) — Sz +h) < —h @), don: flo+h) < L) _“QZ(JE 1) ¢t (car




o (x+ h) — o (x)

h < 0), ou encore f(x + h) <

Comme f est continue, on a }ILHI%) flx +h) =
—

lim o (x+h)— o (x)

h—0~ h

< f(z).
f

(x) donc d’aprés le théoréme des gendarmes,

existe et vaut f(z).

e On a donc prouvé que les limites lim (@ +h)— () et lim (@ +h) — ()
h—0— h h—0+ h
o (x+h) — o (x)

existent et

sont toutes les deux égales a f(x). Cela entraine que lim existe et vaut f(x) : la

h—0

fonction & est donc dérivable en z et &' (x) = f(x).

Géomeétrie dans ’espace

Théoréme du toit : Soit &2 et &’ deux plans sécants de droite d’intersection A. Si d et d’ sont
deux droites paralléles et respectivement incluses dans & et dans &', alors d et d’ sont paralléles
aA.

Démonstration : Soit @ un vecteur directeur de d (et donc de d’) et ¥ un vecteur directeur de
A. Raisonnons par I’absurde en supposant que d et A ne soient pas paralléles; les vecteurs U et
¥ ne sont donc pas colinéaires. Or, d’une part d C &, d' C P’ et v dirige d et d’, donc U est
un vecteur des plans 2 et &', Et d’autre part A C P, A C P’ et ¥ dirige A donc U est aussi
un vecteur des plans & et 22’. On en déduit que (7, 7) est & la fois une base™ du plan 2 et du
plan &', ce qui prouve que &// %" : contraire a ’hypotheése.

*) Rappel : une base d’un plan est un couple de vecteurs du plan non colinéaires.

Rappel : une droite de ’espace est dite orthogonale a un plan lorsqu’elle est orthogonale a toute
droite incluse dans ce plan.

Proposition : La droite A est orthogonale au plan &2 si et seulement A est orthogonale & deux
droites sécantes d et d’ incluses dans 2.

Démonstration : e Si la droite A est orthogonale au plan &2, alors elle est (par définition) ortho-
gonale a toute droite incluse dans Z. On a donc en particulier A L d et A L d'.

e Réciproquement, supposons que A | d et A L d’. Montrons que A est orthogonale & une droite
quelconque d” incluse dans Z2.

Notons ¥ (resp. ¥, W, 77) un vecteur directeur de d (resp. d’, d”, A).

Comme d et d' sont sécantes, U et U ne sont pas colinéaires ; ils forment donc une base du plan
2. Comme d" C P, les vecteurs W, U et ¥ sont coplanaires il existe deux réels « et 5 tels que
W =ad +B7.Onaalors 7.0 = ﬁ.(aﬁ +67) =an. U +B7.7.

OrALldetALd donec W. W =0et 7.7 =0. On en déduit que 7.0 =ax 0+ 8 x0=0, ce
qui prouve que A L d”.



Propriété : Soit 2 le plan passant par le point A et possédant 7 comme vecteur normal. Si M
est un point de Despace, alors : M € Z < AM.7 =0

Démonstratio_)n : N R
e SiMe Z AM est un vecteur dﬁ))la,n 2 donc T est orthogonal & AM, ot AM .77 = 0.
e Réciproquement supposons que AM .77 = 0. Raisonnons par I’absurde en supposant que M & &2.

Soit (7 7) une base du plan &2. Comme M Q’ P, les vecteurs AM U et 7 ne sont pas coplanaires.
Il existe donc (o, 3,7) € R3 tel que : W= aAM—I—ﬁ7+77 alors ﬁ n = aAM T+6U. 1 —0-77 w
et comme .7 =0, ¥.7 =0 et m = 0, on obtient H_>||2 =72 =0, soit 7 = 0, ce qui
contredit le fait que 7 est un vecteur normal a 2.

Conséquence : On se place dans un repére orthonormal. Un plan & de I’espace posséde une
équation cartésienne de la forme ax + by + cz + d = 0.

Démonstration : Soit A(zo; yo; 20) un point de 2 et 7 (a; b; ¢) un vecteur normal de 2.
Soit M(z;y; 2) un point de 'espace. On a AM(z — zo; y — yo; 2 — 20)-

D’aprés la propriété précédente, on a: M € & < AM =0

& (x—x0)Xa+(y—yo) Xb+(2—20) xc=0

< ar+by+cz—axg—byg—czg =0

< ar+by+cz+d=0 en posant d = —axg — byg — czp.

Probabilités

Propriété : Si A et B sont deux événements indépendants, alors il en est de méme des événements
Aet B.

Démonstration : A et B sont deux événements indépendants donc p(A N B) = p(A)p(B).
D’aprés la formule des probabilités totales, on a p(B) = p(AN B) 4+ p (AN B), d’'ou
p (AN B) = p(B)—p(ANB) = p(B)—p(A)p(B) = [1-p(A)]p(B), ou encore p (AN B) = p (A) p(B),

ce qui prouve que les événements A et B sont indépendants.

Propriété : Une variable aléatoire X suivant la loi exponentielle de parameétre A est sans mémoire
(on dit aussi sans vieillissement), c’est-a-dire que pour tous réels positifs s et h, on a :

P(xzs)(X =2 s+h)=p(X > h).



ANB
Démonstration : Si A et B sont deux événements (avec p(B) # 0), on a pp(A) = p((;))
p
pl(X = s)N(X = s+ h)]
p(X =)
Or comme h > 0,ona (X >2s)N(X >2s+h)=(X>s+h),dou:
p(X > s+ h) e—A(s-‘rh)

Pz (X > s 4 h) = T oo = g = e M = A = p(X > ).

Par conséquent : p(x>4) (X = s+h) =

Définition : L’espérance d’une variable aléatoire X suivant la loi .47(0;1), est :

0 v
. . N . _ 1,2
E(X) :uEIEloo/u xf(x) dx—i_vll)I-iI-loo/O zf(z)dz  (ou f est la densité z — \/%76 27

Propriété (espérance) : Si la variable X suit la loi normale .47(0;1), alors E(X) = 0.

Démonstration : Une primitive sur R de = — zf(z) =

0 0
/uxf(a:)da:: [—\/12?e2"”2] 1 L 2u?

|=

=———+—€ 2
” V2 27

Or lim (—luz) = —o0 et par produit et somme lim (—1 + ! ew> = —L—FLXO =
u——oo * 2 W——00 2T V2w V2m 2w
1 0 1
———, donc par composition lim zf(x)dr = ———.
autre part, zf(x)dx = |— e = — e ——. Or lim (—3v°) = —-c0e
P Ve ly Ve Var w2
duit et li ( 1w+1) 1><0—i—1 ! d i
ar produit et somme lim | — e =— —— = ——, donc par composi-
Py vt \"V2r  Vax) T Vam o Vem vam PP
. . v 1
tion lim zf(x)de = —.
v—=+00 /o 21
1 1
On en déduit que E(X) = ————+ — = 0.
27 27

Propriété : Si X est une variable aléatoire suivant la loi .4#7(0; 1), alors pour tout réel a dans ]0; 1],
il existe un unique réel strictement positif, noté u,, tel que p(—uqy < X <ug) =1 - a.

1
e
A(0;1) et pour u > 0, G(u) =p(—u < X <u) = f(z)dz.

. . 1,2 ) . R .
Démonstration : Notons f : z — e” 2" la fonction de densité associée a la loi normale
—u



OnaGu) =2xp0< X <u)= 2/ f(z)dz, donc G est dérivable sur [0;+o0o[ et pour tout
0

U—-+00 U—+400

u >0, G (u) =2f(u) > 0. D’autre part lim G(u) = lim / f(z)dz = 1. On en déduit que :

(2 0 400
G'(u) +
1
/
G 0

G est continue (car dérivable) et strictement croissante sur [0;4o00[; G(0) = 0 et lir}ra G(u) = 1.
U—r+00

Comme 1 — « €]0; 1], le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires entraine 'existence d’un
unique réel u,, dans |0; +oo] tel que G(u,) =1 — a, c’est-a-dire tel que p(—uq < X < uy) =1—a.

Théoréme : Soit p €]0;1[ et pour tout n > 2, X,, une variable aléatoire suivant la loi binomiale

Vp(1—p) Vp(1—p)
U P+ uUq
Jn Jn

PB(n,p). Soit I,, = [p —
tel que p(—uq < Z < ug) =1 — a lorsque Z suit la loi normale .47(0;1).

, Oll U, est 'unique réel strictement positif

X
Alors : lim p (—n € In> =1-oq.
n—-+oo n
X 1-— X 1-—
Démonstration : —~ €1, < p— UQM <L p+uaM
n n vn

NG
(

S onp — uanM <X, <np+ uani'l_p) (car n > 0)
vn vn
< np — ugy/np(l —p) < Xp < np + ua/np(l —p)
& —ugy/np(l —p) < X, —np < ug/np(l —p)
S —Uy L Zp < Uy, OU 2, = Xn —1p est la variable centrée-réduite de X,,.

vnp(l —p)
Xn
Onadoncp| — €1, | =p(—ua < Zn < uq).
n
Or d’aprés le théoréme de Moivre-Laplace, lir+n P(—ta < Zn < Uug) = p(—uq < Z < uy), o0 Z
n—-+00
est une variable suivant la loi normale .47(0;1).

X
On en déduit que lim p (n € In) =1-oq.
n—-+00 n



