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Bac BLANC DE MATHEMATIQUES (Mai 2019) CORRIGE

EXERCICE 1 (5 points)

1 1
1. 110;=,1)et]J|1;0;=).
e

2. (a)

-1
= 2| 1 , . 0 1 o
BG|1|et BI | = |ont des coordonnées non proportionnelles (—1 # T) donc sont non colinéaires et forment un
1 1

couple de vecteurs directeurs du plan (BGI).
— 1

- o= —
Deplus n-BG =1x0-2x1+2x1=0et - Bl =1><—1—2><5+2><1=0
Donc 7 est un vecteur normal au plan (BGI).
Comme 7 est un vecteur normal au plan (BGI) alors (BGI) a une équation de la forme x — 2y + 2z +d = 0 avec
deR.
Or Be (BGI)donc xg —2yp+2zp+d=0d=-1
Donc le plan (BGI) a pour équation cartésienne x —2y +2z—1 =0.

1 113
H(0;1;1) et](l;O; E) donc K, milieu du segment [HJ], a pour coordonnées (E, E; Z)
1 3

xg — 29 +2zg -1 = 3" 1+ 3" 1 =0 donc le point K appartient au plan (BGI).

Le triangle FIG est isocele de sommet principal I. Sa hauteur issue de I vaut 1 et sa base FG vaut 1. Donc son

. , Ix1l 1
aire est égale a =3

2
1 1 1 1
Le volume du tétraedre BFIG est ¥ = 3 x Aire(FIG) x BF = 3%3% 1= i
Comme A est orthogonal au plan (BGI) alors 7, vecteur normal au plan (BGI), est un vecteur directeur de la
x = 1+t
droite A. De plus F(1;0;1) € A donc A a pour représentation paramétrique:{ y = -2t teR.
z = 1+2t
x=1+t
, . < y = —2t
F'(x; v, z) appartient a (A) et (BGI) << JteRtel que
z=1+2t
Xx-2y+2z-1=0
x=1+t
=-2t
& dt e R tel que y
z=1+2t

1+t+4t+2+4t-1=0
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< dt e R tel que g
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1 1 1 2
Le volume du tétraedre BFIG est ¥ = 3 x Aire(BGI) x FF' c=3 x Aire(BGI) x 3 < Aire(BGI) =

3
Donc l'aire de BGI est égale a T



EXERCICE 2 (5 points)
1. Dans C: (22 =2z +4)(z> +4) = 0 (%)
*) =22 -2z+4=0(A=-120uz’>+4=0
(*)(:)z:1+i\/§ouz:1+i\/§ouz:—2iouz:2i.

S = {1 +i\/§;+i\/§;—2i;21}.

e

2 2 3 3

ix
zp =2e'2.

1 .
2. (a) zp 22(—+i£)=2(Cosz+isinz):2e1

OA =|z4| =2 et OB =|zp| = 2 donc les points A et B appartiennent au cercle de centre O et de rayon 2.

(b) Figure :
4 T F
3 .
B
A
LR

3. (a) zp =24 +2p donc OF = OA + OB donc, d’apres la regle du parallélogramme, OAF B est un parallélogramme.
Or OA = OB donc OAFB est un losange.

—_— — —_— — 1 /— — TC
(b) On a alors (OA,OF): (OF,OB): E(OA,OB): e
De plus, d’apres la relation de Chasles, (7,5)) = (7,&) + (&),_F)) = % + % = ?—Z [27].

(c) OnazF:zA+zB:1+i\/§+2i:1+i(\/§+2).

Donc |zF|=1/12+(x/§+2)2=«/1+3+4+4«/§=«/8+4x/§=2x/2+«/§.

- ==\ 57 yr s . s
arg(zg) = ( u,OF ) =13 [277], donc Iécriture trigonométrique de zf est :

57 .. 5w
Zp =2 (2+\/§)(cosﬁ+1smﬁ).

_Re(z) 1 N2-VB _V2-vB
|zE| 2W2+v3  2x4(4-3) 2
4. Ces deux nombres sont positifs (\/E > \/5); comparons leurs carrés :

[

2 4

57

(d) cos (E)

V6-VI|' _6+2-2v12 8-4v3 4(2-V3) 2-y3
'[4]" 16 16 16 4

Ces deux nombres positifs ont le méme carré : ils sont égaux; les deux calculatrices donnent le résultat correct.



EXERCICE 3 (5 points)
Partie A

L (a) p(1)=0
lin(l)(x2 —1)=-1et lin(l) 3Inx = —co donc, par limite de somme, lin(l) @(x) = —oo.
X— X— x—

(b) ¢ est dérivable sur ]0;+oco[ comme somme de fonctions dérivables.
Vx €]0;+00[, ¢’(x) =2x + %

¥x €]0;+00[, ¢’(x) > 0 donc ¢ est strictement croissante sur ]0;+oo|.
Comme @ est strictement croissante sur ]0;+oo[ et ¢(1) = 0, on en déduit le tableau de signes suivant :

X 0 1 +00
signe de
- +
P(x) ’

2. (a) Par limite de somme, lin(l)(x2 —2x-2-3Inx) =+ et liom o= 0" donc, par limite de quotient, 1irr(1)f(x) = +o0.
X— x—0,x> X—

Vxe]02+00[,f(x):x—2—§—3x1n7x.

. 2 . .. Inx o . .
lim (x -2- —) = +oo et par croissance comparée, lim — = 0 donc, par limite de produit et somme, lim f(x) =
X—00 X xXx—oo0 X X—00

+00.

(b) f est dérivable sur ]0;+oco[ comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas.
3 2
, (2x—2— ;)x—(x —2x-2-3Inx) 50 5y 3 x242x4+2+3Inx  x?—1+3Inx @(x)
Vx €]0;+o00[, f(x) = 5 = 5 = 5 =5
x x x x
Vx €]0;+00[, x2 > 0 donc f’(x) est du signe de ¢(x).
On obtient le tableau de variations suivant :

x 0 o 1 B +00
signe de
’ - 0 +
f'(x)
+00 +oo
Variations ™~ 0 —
de f ™~ \ _—

(c) Sur ]0;1], f est continue car dérivable et strictement décroissante, lirréf(x) =+oo et f(1) =—=3.0r 0 € [-3;+00[
x—

dongc, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, I'’équation f(x) = 0 admet une unique solu-
tion notée sur « sur 0;1].
D’apres la calculatrice, f(0,41) ~ 0,056 et f(0,42) = —0,15. On a f(0,41) > f(a) > f(0,42) donc, par stricte dé-
croissance de f sur ]0;1], 0,41 <« < 0,42 donc a = 0,41.
(d) F est dérivable sur ]0;+oco] comme somme et produit de fonctions dérivables.
2 3 1 x?—2x-2-3Inx

Vxe]O;+oo[,F(x):x—Z—;—§x2x;1nx: o = f(x).

Donc F est une primitive de f sur ]0;+oo|.

Partie B

Soit &7, laire, en unités d’aire, de la partie du plan délimitée par la courbe C, 'axe des abscisses et les droites d’équation
x=aetx=p.

B
Comme f est continue et négative sur [a; ] (@ < ) alors &7 = —J f(x)dx = —F(B) + F(a) ~ 5,6 unités d’aires.
24

Or 1 unité d’aire = 2 cm? donc « = 11,2 cm?.
Par symétrie, 1’aire de la partie du plan comprise entre les courbes C et C est 2.7/ = 22,4 cm?.



L’épaisseur d’un palet doit étre de 0,5 cm donc le volume d’un palet est d’environ 22,4x 0,5 =11,2 cm3,
Le volume de 80 palets est donc d’environ 896 cm3 soit 0,896 litre.

La chocolaterie peut donc fabriquer 80 palets avec 1 litre de pate liquide au chocolat.

La contrainte de rentabilité est donc respectée.

EXERCICE 4 (OBLIGATOIRE) (5 points)
Partie A : Conjecture
1, 3 5 5
1. ul_—5u0+3u0—5:——x2 +3><2——:5
U ——lx(§)2+3xé—§—§
27272 2 28
1 (23)? 23 3 383
2. =—=x[— ———=—=29921
"3 2X(8)+3X8 2 =128 T 292
1 3832 383 3 98303
— == — — — = —— ~2,99997
" 2X(128) TOX128 72 T 32768
3. La suite (u,,) semble croissante et converger vers 3.

Partie B : Validation des conjectures

1.

Pour tout entier naturel n,

1 3 1 9 1 2 1
vn+1=un+1—3:—Eu2+3un—§—3=—zuﬁ+3un—§:— (u,%—6un+9):—§(un—3) =—§v,%.

1
2
Démontrons par récurrence que, pour tout n €N, -1 < v, <0
Pour n € N, soit P (n) la proposition : « -1 <v,, <0 ».
Initialisation : vy=ug—3=-1donc—-1<vy<0donc P(0) est vraie.
Hérédité : On suppose P (n) vraie pour un N fixé.
Montrons que P (n+ 1) est vraie c’est a dire -1 <v,,,; <0.
D’apres I’hypothése de récurrence, -1 < v, < 0 donc, par stricte décroissance de la fonction carré sur R_, on a

1 1 1 1
1> (v,)* > 0donc, en multipliant par ) <0,ona ) < ) (v,)* <0 Cest & dire -1 < ) <v,1 <0

Donc P (n+ 1) est vraie.

Conclusion : La proposition P (n) est vraie au rang 0 et est héréditaire donc, d’apres le principe de récurrence, on
a:

Pour toutneN, -1 < v, <0.

. 1 1
(a) Pour tout entier naturel n, v, .1 —v, = ) (v,,)2 -v, =-v, (Ev” + 1).

. 1
(b) Pour tout entier naturel n, v, —v,, = -7, (Evn + 1).

Etudions le signe de chacun des facteurs :
Pour tout entier naturel n, -1 <v, <0donc1>-v, >0.

1 1 1 1 1
Pour tout entier naturel n, —1 < v, < 0 donc ) < > Vn < 0donc 3 < SVnt 1<1donc SUnt 1>0.

On en déduit que, pour tout entier naturel n, v,,,; — v, > 0 (produit de deux nombres positifs)
Donc la suite (v,,) est croissante.

On a montré dans les questions précédentes que la suite (v,,) est croissante et majorée par 0 donc, d’apres le théoréme
de la limite monotone, on peut en déduire que la suite (v,) converge.

On note ¢ la limite de la suite (v,,).

Pour tout entier naturel n, -1 < v, < 0 donc, par passage a la limite, on a -1 < ¢ < 0 donc ¢ appartient a I'intervalle
[-1; 0]
D’une part, lim v,,; =¢.
n—+00
n—+o0

. 1 . o - 1
D’autre part, pour tout entier naturel n, v,,,; = ) (vn)z. Or lim v, =¢dong, par limite de produit lim v, = —552.
n—+oo

1
Donc, par unicité de la limite £ = —EZZ.

Dans [-1; 0],



0=—=¢2 <:>€+%€2:0
1
@z(nzz)_o
<:>€:Oou1+5€:0
sf=0o0ufl=-2
Or-2¢[-1; 0] donc ¢ =0.

6. Pour tout entier naturel n, v, = u,, — 3 donc u,, = v, + 3.

Comme la suite (v,,) est croissante alors, la suite (u,) est également croissante. (En effet, pour tout entier naturel n,

Upy1 — Uy = V1 — Uy qui est positif)

Comme lim v, =0 alors par limite de somme, lim u, =3.
n—+o0o n—+oo

Donc les conjectures faites dans la partie A sont validées.

Partie C: Algorithme

Compléter les lignes (1), (2) et (3) de I'algorithme suivant, afin qu’il affiche la plus petite valeur de n telle que v,, > —0,01.

n<20
v -1
Tant que v < -0,01

n«—n+1

]'2
'V<——§'V

Fin Tant que
Afficher n

EXERCICE 4 (SPECIALITE)

Partie A

ape1 =20% de a, +10% de b,
b1 = 60% de a, +30% de b,

soit a,+1 =0,2a,+0,1b, e | _ 0,2 0,1 o [
by =0,6a,+0,30b, by 0,6 0,3 b,

1. D’apres I’énoncé, on peut dire que, pour tout # : {

0,2 01
— U,;1 =MxU, avec M = [0,6 0,3].
0,2 0,1 50 0,2x50+0,1 x60 16
2. U] =M x UO = X = % * X =
0,6 03 60 0,6 x50+ 0,3x60 48

Uy=Mx U = 0,2 0,1 « 16 _ 0,2x16+0,1x48 _ 8
0,6 03 48 0,6 x16+0,3x48 24

3. A l’aide de la calculatrice, on trouve successivement :

4 :

U3:MXU2: ,U4:MXU3: €tU5:MXU4: .

12 6 3
C’est donc au bout de 5 heures qu’il ne reste qu’un seul vélo dans la station A.
e e 1 (02 01 1 . .
4. e Initialisation:ona —— =M = M" donc la proposition est vrai au rang 1.
2:-{0,6 0,3
e Hérédité : supposons la proposition vraie aurang n > 1;ona M" = L o2 0l
: supp prop gn=1; 2106 03
1 (0,2 01 0,2 0,1 .
Par conséquent, ML= M x M = X , soit
27=110,6 0,3 0,6 03

1 [0,2x0,2+0,1x0,6 0,2><0,1+0,1><0,3] 1 [0,1 0,05]
on—1 4

Mn+1 —
27-110,6x0,2+0,3x0,6 0,6x0,1+0,3x0,3 0,3 0,15

(5 points)



1 1
d’Ofl ]\/ITH—1 = L 2 % 0,2 2 X 0,1 = —1 X l 0’2 0’1 — 1 072 0;1 )
on-1 % x 0,6 % x 0,3 on=1"129 0,6 0,3 2(n+1)-1 0,6 0,3

ce qui prouve que la proposition est vraie au rang n+ 1.

Partie B
1. (@ V=MxV+R — V-MxV=R = [xV-MxV=R = (I-M)xV=R = NxV=R.
1,4 02) (30
(b) NxV=R & N !xNxV=N1xR e V= x
—_— 1,2 1,6 10
I

1,4x30+0,2x10 44
= — V= .
1,2x30+1,6 x10 52

2. (A Wyq=V,—-VsorV,,; =MxV,+Ret V=MxV +R donc, pour tout entier n,
Wy =MxV,+R-(MxV+R)=MxV,+R-MxV-R=Mx(V,-V)=MxW,

50| (44 6
b) Wo=Vy-V = - =
b) Wo=% 60 52] [8
1 (0,2 0,1 1 (0,2 0,1
Pour tout n, W,, = M"xWj et pour toutn > 1, M" = T ,doncpourtoutn>1, W, = — X
2n=110,6 0,3 2n=110,6 0,3
6] 1 (02x6+01x8) 1 (2
8) 2m1{06x6+03x8) 2" 16|
C w,=V,-V V,=W,+V.Dot >V—1 2 44
omme W, =V, -V,onaV,=W,+V.Doupourn>1, k=1 + 5|
2 4 n
== +44 = +44 4x0,5" +44
soit V,, = | 2% =12 | ** .
zn_—l+52 2_n+52 12x0,5" +52

(c) D’apres la question précédente, pour tout entier n > 1,ona a,, =4x0,5" +44 et f,, =12x0,5" + 52 donc comme
0,5€]-1;1[, lim 0,5" = 0 et par produit et somme, lim a, =4x0+44=44et lim B, =12x0+52=52.
n—+oco n—-+oo

n—+oco

Ainsi, au bout d’un temps tres grand, le nombre de vélos va se stabiliser a 44 dans la station A et a 52 dans la
station B.



