




Constructions (question III.1.)

Correction du bonus

A) Pour tout n ∈ N, on a un > 0 et vn 6 1 donc un × vn 6 un × 1 d’où un × vn 6 un 6 1.
Or lim

n→+∞
(un × vn) = 1 donc d’après le théorème des gendarmes, la suite u converge vers 1.

Même chose pour la suite v en échangeant les rôles joués par u et v.

B) Remarque préliminaire : Notons En l’ensemble {0; 1; · · · ;n}. Une partie de En conte-
nant au moins la moitié des éléments de En contient au moins un élément supérieur ou égal
à
n− 1

2
. En effet, sinon elle ne contiendrait que des éléments strictement inférieurs à

n− 1

2
,

qui sont strictement minoritaires dans En.

Montrons alors par récurrence sur n ∈ N, la proposition P(n) :

pour tout entier k ∈ [0;n], uk 6
2

k + 2
.

• P(0) est vraie vu que u0 = 1 =
2

0 + 2
.

• Supposons que P(n) soit vraie à un certain rang n ∈ N.

On sait qu’au moins la moitié des termes u0, u1, ... , un sont supérieurs ou égaux à 2un+1.
D’après la remarque préliminaire, il existe donc un entier k tel que

n− 1

2
6 k 6 n vérifiant

2un+1 6 uk. Par hypothèse de récurrence, on a uk 6
2

k + 2
. D’où un+1 6

2

2k + 4
.

Or k >
n− 1

2
donc 2k+4 > n+3 donc un+1 6

2

n+ 3
, ce qui prouve que P(n+1) est vraie.

Bilan : Cela prouve par récurrence que P(n) est vraie pour tout n ∈ N. On a alors pour

tout n ∈ N, 0 6 un 6
2

n+ 2
. Le théorème des gendarmes entraîne alors que (un) converge

vers 0.


