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Correction du controdle de Mathématiques (03/02/17) ‘

Exercice 1

| Onaz_feTra 2084198 (-2+3) 4,08-102i 1L02i(-4i—1)
2B = ZA —3—i—(-2+3i) —1—4i —4i—1

soit Z =1,02i=1,02¢'z2.

2. On en déduit que (1@, z@) = arg (ZC — ZA) =arg(1,021) = g, ce qui entraine que
2B T ZA
AC . ’ZC—ZA’ .

AB  |zp —za|

ABC' est un triangle rectangle en A. D’autre part,

1,02¢'2| =
1,02 # 1, ce qui prouve que ABC n’est pas isocéle.

Exercice 11

Lof(=1+iv3) = (=14 iv3) +2 (=14 iv3) +9=1-2iv/3-3-2+2iV3+9 = 5.
2. On résout dans C l'équation f(z) =5 :
f(z)=5 < 2242:2+9=5 < z2+2z+4:O;A:4—16:—12:—(2\/§)2.

—2+2iv3
Donc 'équation admet deux racines complexes conjuguées : +—\/_ =—-1+i/3

2
et —1 — iV/3.
On appelle A le point d’affixe z4 = —1 + iv/3 et B le point d’affixe z5 = —1 — iV/3.
|za] = V1+3=2. Soit 04 un argument de z4 :

R 1
costly = r(zr) Y 2
z i
sinfl4 = = —
|24 2

Les nombres complexes z4 et zp sont conjugués, donc ils ont le méme module et des
2im

arguments opposés donc zg = 2e” 5 .

|z4] = 2 donc le point A se trouve sur le cercle de centre O et de rayon 2. De plus la
partie réelle de A vaut —1 donc A se trouve sur la droite d’équation z = —1. Idem

pour B. Voir graphique a la fin.

. OnazB—z_—1—1\/5—2_—3—1\/5_3+1\/§ (3+1v3)?

2a—2  1+iv3-2  31iv3 3-iv3  (B-iv3)(B+iv3)
9+6iv3+(1v3)?2 94+6ivV3-3 6+6iV3 1+\/§. _zp—z0
= = = —1
2

w|y

= — , S01t =e€
9 — (1v3)2 9+3 12 2 ZA — 20
ey el - cx CB
On en déduit que (CA,C ) = arg BT e arg (eli) — T et que — =
ZA — 2C 3 CA
128 = 2l _ iz 2y i ABC iangle équilatéral
m = |e 3 | = 1, ce qui prouve que est un triangle équilatéral.

4. Soit A un nombre réel. On considére I’équation f(z) = A d’inconnue z.
fR)=A <= 224+2249=)\ < 22+22+9-1=0.
Pour que I'équation f(z) = A admette deux solutions complexes conjuguées, il faut et
il suffit que le discriminant du polynome 22 + 2z + 9 — ) soit strictement négatif.

A=4—-409-XN)=4-364+4A=4\-32; A <0 <= 4\ —-32<0 <= A <8



L’ensemble des valeurs de A pour lesquelles ’équation f(z) = A admet deux solutions
complexes conjuguées est 'intervalle ] — co; 8[.

5. Soit (F) 'ensemble des points du plan complexe dont I'affixe z vérifie | f(z) — 8| = 3.
f(2)=8=2242249-8 = 2242241 = (2+1)%; donc | f(2) — 8| = [(z + 1)?| = |z + 1)°
car le module d’un carré est égal au carré du module.

Donc |f(2) =8| =3 <= [z2+1°=3 < |2+ 1] =3

Soit €2 le point d’affixe —1, donc de coordonnées (—1; 0); si on appelle M le point
d’affixe z, alors |z + 1| = V3 <= |z — 20| = V3.

L’ensemble des points M tels que |2y, — zq| = v/3 est le cercle de centre Q et de rayon
V3. Notons que (F) contient A car d’aprés 1), f(z4) = 5 donc |f(z4) — 8| = | —3| = 3.

6. Soit z un nombre complexe, tel que z = x + yi ol = et y sont des nombres réels.

(a) f(z2)=224+22+9=(v+yi)?+2x+yi)+9=a?+2xyi—y* + 2z +2yi+9

=22 —y? + 22+ 9+ (2zy + 2y)i

Notons qu’il s’agit bien de la forme algébrique de z car 22 —y* +2x+9 et 2zy+ 2y
sont réels (vu que z et y le sont).

(b) On note (E) I’ensemble des points du plan complexe dont I'affixe z est telle que
f(2) soit un nombre réel.
f(z) réel <= 22y +2y=0 <= 2y(x+1)=0 < y=0ouz=—1.
Donc (E) est la réunion de deux droites D; d’équation y = 0 (I'axe des abscisses)

et Dy d’équation x = —1.
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