TS

|T.V.IL : exercice|

Le but de l'exercice est d’étudier les variations de la fonction f définie sur [0; +oo] par :

f(z) = (23— Tx —21)y/x .

1. Soit h la fonction définie sur R par h(z) = x3 — 3z — 3.
(a) Dresser le tableau des variations de h sur R.

(b) Montrer que I’équation h(x) = 0 possede une unique solution « dans R.

A Paide de la calculatrice, fournir un encadrement d’amplitude 1072 de a.

En déduire le tableau des signes de h sur R.
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2. (a) Etablir que f est dérivable sur |0; +oo] et que pour tout = > 0, f'(x) =
(b)
)
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b
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Dresser alors le tableau des variations de f sur [0; +ool.

Montrer que f posseéde un minimum sur [0; +o00|, égal & —2(2a + 9)+/a.

—CORRECTION :

1)a) h est dérivable sur R par produit et somme et pour tout réel z, h'(z) = 322 —3 = 3(2®> — 1) =
3(x —1)(z +1). On en déduit :

T —00 -1 1 « +o00
x+1 - 0 + +
x—1 — - 0 +
W(z) + 0 - 0 +
1 +00
A\
h / \ 0/
/
—00 -5

((détails : h(—=1) = (-1)3 =3 x (-1) =3 =—-leth(l)=1>-3x1-3=-5))

Siz #0,0nah(r) =23 (1 — % — 5—3) Par produit et somme, on axEr_noo (1 — I—?’Q — x%) = 14040 =
1 et comme lim x® = —oco, on obtient par produit : lim h(z) = —oo.
Tr—r—00 T—r—00
De méme lim (1 -3 - %) =14+0+0=1et comme lim 2% = 400, on déduit par produit
T—+00 z x T—+00
que lim hA(z) = +oco.
T—+00

1)b) e D’apres son tableau des variations, la fonction h possede un maximum égal a -1 sur | — oo; 1].
Par conséquent, pour tout < 1, on a h(x) < —1 < 0, ce qui entraine que ’équation h(z) = 0 ne
possede aucune solution dans | — oo; 1].

e La fonction h est continue (car dérivable, cf 1.a.) et strictement croissante sur |1;+oo[;



ona: h(l) =—=5et lim h(x) = +oo, donc 0 € ]h(l); lim h(a:)[ et d’apres le corollaire du
T—-+00 r—r—+00

T.V.I1., ’"équation h(x) = 0 posseéde une unique solution a dans |1; +oo|.

e Bilan : I’équation h(z) = 0 posséde pour unique solution o dans R.

La calculatrice fournit : 2,1 < a < 2,11.

1)c) On déduit du tableau des variations de h (complété, cf 1.a.) :

2)a) z 5 x> — Tz — 21 est dérivable sur R par produit et somme et z +» /2 est dérivable sur
]0; 400, par conséquent f = uv est dérivable sur ]0; +oo[ de dérivée f' = u'v + uv'.
1
Ainsi, pour tout x > 0, f/(z) = (322 — 7)y/x + (23 — Tx — 21) x N
x
2(32% — T)@ + 2% —Tw —21 22322 —7) + 2% — Tz — 21

/ —
() = 62° — 14w +a® —T7Tx —21  72° —2lx —21  Th(x)

2T NG NG

2)b) Comme 7 > 0 et 24/ > 0 lorsque z > 0, on déduit que f’ est du signe de h sur ]0; +o00[. D’o1,

soit :

et finalement :

d’apres 1.c. :
x 0 « —+00
f(x) - 0 +
0 400
/ \ /
fla)

((détail : f(0)=(03=7x0—-21)x+/0=0))

I 3 — 3 7 21 . ) ;o
Siz#0,onaz’—Tr—21 == ( —P—F).Parprodmtetsomme,onaxgrfoo( _;2_?3)_
1+0+4+0=1etcomme lim 2%= 400, on obtient par produit : lim (23— 7z — 21) = +oc0. Or

T—+00 ey
IE{POO vz = 400, d’olt par produit : IETOO f(x) = +oo.

2)c) On a h(a) =0 donc a? — 3a — 3 = 0, soit a® = 3a + 3.

Or f(a) = (a® — Ta —21)\/a , donc f(a) = (3a + 3 — Ta — 21)y/a , soit :

fla) = (—4a — 18)y/a = —2(2a + 9) /.

D’apres son tableau des variations (cf 2.b.), f posséde donc bien un minimum égal & —2(2a+9)/«

sur [0; 4o00].



