TS 6 2017/2018

\Contrf)le n°l : correction du bonus\

Notons que : (1 +v/2)? = 12 422 + \/52, soit | (14 v/2)2 = 3 4 2v/2], et que
(1—v2)? =12 - 22 + v2°, soit | (1 — v2)2 = 3 — 2V/2|.
1) Onaay=(1+v2)"+(1-v2)°=1+1=2,
ar=1+V2)'+(1-V2)'=14+v2+1—-V2=2et
as = (1 ++v2)? 4+ (1 — v/2)? =3+ 2v/2 4 3 — 2¢/2 = 6 (voir calcul préliminaire).
2) Soit n € N;on a ayo = (14 v/2)"2 + (1 — +/2)"+2, d’ou
ania = (1+v2)2(1 4+ v2)" + (1 — V2)?(1 — v/2)", soit (voir calcul préliminaire) :
ant2 = (3+2v2)(1+V2)" + (3 —2v2)(1 — V2)™.
Dautre part, apy = (14v3)™ -+ (13 = (1) (14 V) + (1—V3) (1~ V3)",
donc 2a, 41 +a, = (2+2v2)(1+v2)" + (2 —2v2)(1 —vV2)" + (1 +V2)" + (1 —V/2)",
d'ott 20,41+ an = (2+2v2 4+ 1)1+ v2)" + (2 — 22 + 1)(1 — v/2)", soit
2tps1+an = (34+2v2)(1+v2)" + (3 —2v2)(1—/2)" et finalement a0 = 2ap 41 + .

3) Notons, pour n € N, &(n) la proposition : (a, € N* et a,,; € N*).

e Initialisation : on a ap = 2 € N* et a; = 2 € N*, donc Z(0) est vraie.

e Hérédité : supposons que & (n) soit vraie a un certain rang n € N;

On a a, € N* et a,1; € N*. On en déduit que 2a,.; € N* (le double d'un entier
strcitement positif est aussi un entier strictement positif), puis que 2a,1 + a,, € N*
(la somme de deux entiers strictement positifs est aussi un entier strictement positif).
Ainsi, a,12 € N* et donc (a,11 € N* et a,,2 € N*), ce qui prouve que & (n + 1) est

vraie.

e Cela prouve par récurrence que Z(n) est vraie pour tout n € N et donc qu’on a

a, € N*, pour tout n € N.



