Exercice 2

Partie 1
1. Onag(x) =e*—xe*+1.0r lim e* = lim xe* =0, donc par somme des limites : lim g(x) =1T.
X——00 X——00 X——00
Onag(x)=e(1—x)+1.0r lim e*=+ocoet lim (1—x)= —o0, donc par produit des limites :
X—+00 X—+00

lim g(x) = —o0.
X——+00

2. La fonction g, somme de fonctions dérivables sur R, est dérivable sur R :
gx)=e"—(1 xe*+x xe*)+0=e"—e*—xe* =—xe*.

Pour tout x réel , e* > 0 ,donc g¢'(x) est du signe de —x.
g est donc strictement croissante sur | — oo ; 0] et strictement décroissante sur [0 ; +oof :

X —00 0 [0 +00
g'(x) + 0 —
2
\(v)

g ~__

1 —00

3. (a) - Sur [0 ; +ool, g est continue et strictement décroissante, g(0) = 2, 1113. g(x) = —o0 et
X—+00

0 €] — o0;2] donc d’aprés le corollaire des valeurs intermédiaires, il existe un réel unique
x € [0; 4ool tel que g(ax) = 0.
- Pour tout x de ] — oo ; 0], on a g(x) > 1, donc I’équation g(x) = 0 n’a pas de solution
dans | — oo ; 0]
- Bilan : ’équation g(x) = 0 posséde pour unique solution « dans R.

(b) La calculatrice donne ¢(1,27) ~ 0,04 et g(1,28) ~ —0,007, donc ¢(1,28) < g(x) =0 <
g(1,27), ce qui prouve que 1,27 < « < 1,28 par stricte décroissance de g sur [0;+ool.

(c)Onag(a) =0 = e*—ae*+1=0 & (1 —a) =1 & e“:L.

o —1
4. D’aprés le tableau des variations de g (complété), on a :
X —00 [0 +00
g(x) + 0 —
Partie 2
4 . .
1. On a A(x) = X _ Or lim 4x = —oo et par somme lim (¢*+ 1) =0+ 1 = 1, donc par
ex + 1 X——00 X——00
quotient : lim A(x) = —oo.
X——00
4 x 1
Pour x # 0, on a A(x) = ——. Or lim € - 400 et lim — = 0, donc par somme
42 x—+o0o X Xx—+o00 X

X X

o
lim <e_ + —) = 400 et finalement par quotient : lim A(x) =0.

x—+00 \ X X X—+00

1



2. La fonction A, quotient de fonctions dérivables sur R (le dénominateur ne s’annulant pas), est

dérivable sur R et :
4(e*+1)—4 X 4(e* —xe*+1 4
Al(x) = (e*+1)—4dx xe* 4(e*—xe*+1)  4g(x)

(e +1)° (@41 (e
Comme (e* + 1)* > 0 quel que soit x, le signe de A’(x) est celui de g(x).

3. On en déduit (voir partie 1, question 4) :

X |—oo o +00
A'(x) + 0 —
Alx)
A N / \ 0

Partie 3

On sait que x > 0, donc l'aire du rectangle OPMQ est égale a x x f(x) = e:? = A(x). Or d’aprés son
tableau des variations, la fonction A présente un maximum en « égal 3 .% = A(«x) = o j_c T Comme
e* = ﬁ (Cf partie 1, 3.c.), on a donc . = “1__?:(_1 = ﬁéfz—_} = g :4“(oc;1) =4(a—1).

Comme 1,27 < « < 1,28, on en déduit que 0,27 < x —1 < 0,28, d’oi14 x 0,27 < 4(x—1) <4 x 0,28
(vu que 4 > 0), soit 1,08 < .7 < 1,12.



Exercice 3
Commun a tous les candidats

1. Voici ’arbre complété en fonction des données de 1’énoncé :

0,6 AV
Vi ’

0,9 Vs

[\V)

. p(Vi) =1, donc py, (V2) =p(V2).
Donc les événements Vi et V, sont indépendants.

w

(a) A : «les 2¢ et 3° sondages sont positifs » ;
D’apreés 1'énoncé p (V2) = 0,6 et py, ((V3) =0,6.
Donc p (V2N V3) =p (V2) X py, (V3) =0,6 x 0,6 = 0, 36.
(b) B : «les 2¢ et 3° sondages sont négatifs ».
On ap(V;) =0,6donc p (V2) =1—0,6 =0,4 et d’aprés 'énoncé py; (V3) =0,9.
Donc p (V2NV3) =p (V1) x py; (V3) = 0,4 x 0,9 =0,36.
4. Onaps=p(V3)=p(VsnVa)+p (VsNVy).
Orp(V;NVy) =p (V) x py; (V3) = 0,4 x (1-0,9) =0,4 x 0,1 =0, 04.
Conclusion : p; = 0,36 + 0,04 = 0,4.
5. P(V3) = 0.4et py, (V3) = 0.6.
Donc les événements Viet V,one sont pas indépendants.
6. pv—s(vz) = ]3(\/3—2\/2)
p(Vs)
P (Vzﬂvg) =p (Vz) X pv—z(vg) =0,4%x0,9=0,36

et p(Vz=1—p(V3)=1-04=0.6

—.  0.36
Donc py;(V2) = 06 " 0.6

7. Voici I'arbre complété en fonction des données de 1’énoncé :



0,6

Vn—l—l

Vn—l—l

Vn—l—l

0,9 Vit

8. On a (ce que 'on peut voir sur l'arbre) :

Pn+i :P(Vn+1) :P(Vn+1 mvn)+p(vn+1 mv_n) :anO,6—|—(1 _pn) XO>] :O)6pn_031pn+
0,1=0,5p, +0,1.

9. (a) Pour tout entier naturel n non nul,
Un+1 = Pn —0,2= OaSPn +0>] —0,2= O>5pn _O>1 =0,5 (pn _052) = O»Sun

Cette égalité montre que la suite u est une suite géométrique de raison 0,5; son premier
terme est u; =p; —0,2=1-0,2=0,8.

(b) On sait que pour tout entier naturel n non nul
, n“' o8
U, = X1 ' =0,8x | = =

2 -1t
o . 0,8
De la définition de u, il résulte que p, = 0,2 + T
. 1 . . 0,8
(c) On sait que 0 < = < 1 entraine que lim =0,
2 n—-+oo 2n-1

donc lim p, =0,2.

n—-+oo



Exercice 4
pour les candidats n’ayant pas suivi la spécialité
Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par :

5
x4+ 1
Le but de cet exercice est d’étudier des suites (u,,) définies par un premier terme positif ou nul u, et
vérifiant pour tout entier naturel n :

f(x) =6

Uni = f (un) .
1. Etude de propriétés de la fonction f
(a) Sens de variation de la fonction f sur I'intervalle [0 ; +oof :

5 ) . .
5 > 0; la fonction f est donc strictement croissante sur [0 ; +oo

P =00

(b) Résolution dans l'intervalle [0 ; +oo[ de I’équation f(x) = x :

5 6 6—5
f(x) =x &= 6— :X<:>L:X<:>6X+1:X2+X<:>X2—5X—1:O
x4+ 1 x4+ 1

a:%ﬁ25,1936[0; ~+o00|

A=(-5%—4x1x(-1)=29;, d
(—5) (—=1) OHC{B:@:—OJ%%[O?JFOO[

2. Etude de la suite (u,) pour uy = 0.
Dans cette question, on considére la suite (u, ) définie par uy = O et pour tout entier naturel n :

5
U, +1°

(a) Conjectures : la suite (u,) est croissante et converge vers «.

Upg =F(uy) =6—

(b) Montrer que pour tout entier naturel n, 0 < u, < up < «
n, neN, 0<u, <up <o
— initialisation : 4y =0et 1 =1T=0< LW =0<Yy =1< ax~5/193
— hérédité :Supposons que pour un n donné, on ait : 0 < u, < Wy < . La fonction f
étant croissante sur [0; o] :

OSUun Supp <0< 1= f(O) S Upy1 = f(un) S Unj2 = f(unJr]) S o= f(O()

— conclusion : Vn, n e N, 0 <u, <up <«
(c) La suite (u,,) étant croissante et majorée par «, elle est convergente vers £.

La fonction f étant continue sur [0; «J, { vérifie :

lim u, == lim f(u,) =u,y =fl) = f({) ={

n—-+oo n—-+oo

Nous savons que seul « vérifie f(x) = x sur [0; +oo[. Ainsi :

lim u, =«

n—+oo



(d) Initialement, U prend la valeur de uy et J prend la valeur du premier rang 0.

Vu que le premier terme de la suite n’est pas une valeur approchée de « a 10X pres, il
faut calculer le terme suivant a 1’aide de la relation de récurrence définissant la suite (u,)
et ainsi de suite jusqu’a ce qu'un terme de la suite soit une valeur approchée de o« & 10°¢
prés,ce qui est stir d’arriver car « est la limite de la suite (u,).

La variable J stocke le nombre d’itérations effectuées au cours de 1’algorithme. C’est pour-
quoi quand l’algorithme s’arréte, ’affichage de J nous fournit le rang du premier terme
donnant une valeur approchée de « a 107X preés,

3. Etude des suites (u,) selon les valeurs du réel positif ou nul

- Siug € [o; «f, 1a suite (u,), . est croissante et converge vers o.
— Siuy = «, la suite est constante et égale a «.
— Si g €]a; +ool, la suite est décroissante et converge vers «.

Les démonstrations se font de la méme maniére que pour uy, = 0.



