‘TS 2 — Correction du contrdéle de Mathématiques n’4

1) On peut conjecturer le tableau suivant :

T

—0

+00

+00

T

/

+00

-3

2) Siz € R, on a cos(2x) < 1 donc —3cos(2z) > —3 (car —3 < 0) d’ou :

22 + 622 + Lo — 3cos(2x) > 22t + 622 + Lz — 3, soit f(z) > 22t + 622 + 1o —3 ),
1 1 1

Or par produit, on a lim (22%) = +oo , lim (62?) = +oo et lim (z) = 400 d’olt par
T——+00 T—r—+00 T—r—+00
somme lim (2z% + 622 + }lx —3) = 400, ce qui d’aprés *)| permet de conclure (par com-
r—r+00

paraison) que lim f(z) = +o0.
T——+00

4

3)a) f est dérivable sur R par composition, produit et somme et :
g(z) = f'(z) = 82* + 12z + 1 + 6 sin(2z). Comme sin(2z) < 1, on a 6sin(2z) < 6 (car 6 > 0)
donc 823 + 12z + 1 + 6sin(2z) < 823 + 122 + 2, soit g(z) < 8z° + 120+ 2 O

Or par produit, on a lim (82%) = —oc et lim (12z) = —oco. On déduit par somme que
T——00 I——00
lim (82 + 12z + 22) = —o0 et donc par comparaison [cf ®] que lim g(z) = —oc.
T——00 T——00

3)b) g est dérivable sur R par composition, produit et somme et ¢'(x) = 2422412+12 cos(2z).
Or cos(2z) = 2cos®>x — 1, d'ou ¢'(z) = 242* + 12 + 12(2cos? v — 1) = 242% + 24 cos® v ,
soit ¢'(z) = 24(x? + cos® x).

3)c)d)e) Pour tout réel z, on a donc ¢'(z) > 0 (car z +cos® x est une somme de deux carrés

jamais simultanément nuls), d’ou :

x —00 B +00

g'(v) +

La fonction g est continue (car dérivable, cf 3.b.) et strictement croissante sur | — co; +00[;
ona lim g(z) =

T—r—00

—00 et hfrn g(x) = +00. Or 0 €] — o0; +00| donc d’apres le corollaire
T—r—+00



du théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation g(z) = 0 possede une unique solution /3
dans R =] — oo; +0o0|.

La calculatrice fournit : —0,02 < g < —0,01.

4) On obtient donc :

x —00 B +00
g=1r - 0 +
+00 400
f e £(8) —

Cela contredit la conjecture grossiere faite avec la calculatrice.

1)a) h est dérivable sur R par produit et somme et pour tout réel z, I/(z) = 32 — 3 =
3(z* —1) =3(z — 1)(x + 1). On en déduit :

x —00 -1 1 Q +00
r+1 — 0 + +
r—1 — — 0 +
B (x) + 0 - 0 +
-1 +00
/
—00 -5

(( détails : h(=1) = (=13 =3 x (=1) =3 =—let h(1) =13 -3 x1—3=—5))

Siz #0,onah(z) =2a*(1-2 —2%). Par produit et somme, on a lim (1-2 —3) =
T—r—00
14+0+0=1et comme lim x3= —o0, on obtient par produit : lim h(z) = —oo.
T——00 T——00
De méme lim (1-3%—-3)=140+40=1et comme lim 2* = +oo, on déduit par
T—>+00 T—r+00

produit que lim h(z) = +oc.
T—+00

1)b) e D’apres son tableau des variations, la fonction A possede un maximum égal a -1
sur | — oo; 1]. Par conséquent, pour tout z < 1, on a h(zx) < —1 < 0, ce qui entraine que
'"équation h(z) = 0 ne possede aucune solution dans | — oo; 1].

e La fonction h est continue (car dérivable, cf 1.a.) et strictement croissante sur |1; +o0[;



ona:h(l)=-5et lirf h(xz) = +o00. Or 0 €] — 5; +ool, donc d’apres le corollaire du T.V.1.,
Tr—r+00

I'équation h(z) = 0 possede une unique solution a dans |1; +o0|.

e Bilan : I’équation h(z) = 0 posséde pour unique solution o dans R.

La calculatrice fournit : 2,1 < a < 2, 11.

1)c) On déduit du tableau des variations de h (complété, cf 1.a.) :

T —00 « “+00

h - 0 +

2)a) z + 2% — 7 — 21 est dérivable sur R par produit et somme et z + \/z est dérivable
sur ]0; +o00[, par conséquent f = uv est dérivable sur |0; +oo[ de dérivée f' = v'v + uv'.
1
Ainsi, pour tout z > 0, f'(z) = (32% — 7)y/x + (2% — Tz — 21) x NG
x
2(322 — T)\/Z + 2% — Tz —21  2u(32> —7) + 2% — Tz — 21

2\/x 2\/x
62° — 14w +2° — 7o —21 T2 —21lzx—21  Th(x)

NG NG 20T

2)b) Comme 7 > 0 et 24/ > 0 lorsque & > 0, on déduit que f” est du signe de h sur |0; +o0].

, soit :

et finalement :

fila) =
fila) =

D’ou, d’apres 1.c. :

x 0 Q +00
f'(x) - 0 +
0 +00
f \ o /

(( détail : f(0)=(0°—-7x0—-21)x+/0=0))

Siz #0,onaz®~7r—21 = 2% (1 — 5 — 2}). Par produit et somme, on a 1151_1 (1-5-2)=
T—1+00
1+040 =1 et comme 1ir+n 2% = +00, on obtient par produit : lirf (2% —Tx —21) = +oo.
T—r+00 T—>r+00
Or lim +/z = 400, d’ou par produit : lim f(z) = +oc.
T—r+00 T—r+00

2)c) On a h(a) = 0 donc a? — 3a — 3 = 0, soit a® = 3a + 3.

Or f(a) = (a® — Ta — 21)y/a , donc f(a) = (3a+ 3 — Ta — 21)y/a , soit :

f(a) = (—4a — 18)y/a = —2(2a + 9) /..

D’apres son tableau des variations (cf 2.b.), f possede donc bien un minimum égal a
—2(2a + 9)/a sur [0; +o0].



