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|Correction du controle n°2|

1
1) On a par produit : lim 3n = +4ooet lim <——) = —1 x 0 = 0 donc par somme
n——+oo n——+o0 \/ﬁ

lim wu,, = +occ.
n—-+o0o

2) Soit n € N*, on a u, = n(2n? —1). Or par produit, lim 2n* = +oo donc par somme

—+o00
lim (2712 — 1) = +o00. Or lim n = 400 donc par produit lim wu, = +oc.
n—s+o0 n——+00 n—-+o0
3) Soit n € N* nQ(n—%) n—s
oit n , 0N a u, = =
er(l+i+ ) 1+i+ %
2

e On a lim n = +oo et par prodult lim < —) = —2 x 0 = 0. Donc par somme

n——+oo n—-+oo n

i (n-7)
Iim (n——] =4o00.
n—-+4o0o n

1 1 1 1
eOna lim —=0et lim — =0doncparsomme lim (1+—-+—)=1+0+0=1
n o n

n—+oo N, n—-+4oo n2 n—-+4oo

e On déduit par quotient que lim wu, = +o00.
n—-+o0o

1 1
3

4) Soit n € N*, on a u,, = =
) n(n+2) n+

1
O li 1+—=|=14+0=1.
e Un a par somme nirfw< +\/ﬁ) +

2 2
e lim n = +ooet par produit lim — = 2x0 =0, d’ou par somme lim (n + —) = +400.
n—-4oo n—+oo N, n—-+oo n
e On déduit par quotient que lim wu, = 0.
n—-+o0o

3 (—1)n 3 (1 + HW) S+ (3

)] 1 ()

5)SineN,onau,=———7"—= N = 3 .
3" +2 3 (14 3n) e () 1 6)
Or —% et % appartiennent a l'intervalle | — 1; 1] donc nl_1>moo( %) =0 et nl_lgloo(g) =0,
1-0
i t tient : i n=——=1.
puis par somme et quotient : lm u 50

1) w: z + x — 22 est dérivable (par somme) et strictement positive sur |0; 1] (faire un
w'(x) 1—2z

2/w(z) 2Vr —a?
Ona f=wvavecu:x+—x—1etv:z— Vr—1z?donc f est dérivable par produit sur
2z

10; 1] avec f'(z) = u/'(z)v(z) + u(x)v'(z), soit f'(z) = 1 X Vo —a2* + (z — 1)2\1/—7% -

2\/x—x22+(m—1)(1—2x) 2z —2*)+r—220—-1+20 —4d2®+5r—1

tableau de signes...) donc v = \/w est dérivable sur |0;1[ et v'(z) =

2V — 2 2V — 22 2V — 22



2) Siz €]0;1[, on a 2v/z — 22 > 0 donc f'(x) est du signe du trindme —4z?* + 5z — 1. Celui-ci

possede les deux racines distinctes 1 et 1 (calculer le discriminant etc.) et :

T 0 % 1
fle) [ = 0+ |
0 0
f N\ a
_3V3
16

Détails : f(0) =

fi)=0G-1)

0—1DV0—02=0; f()=(1-1)VI—12=0 et

11 _ _3V3
4 16 16 °

_3,./3 —
4\ 16 —

Ona f=wuvavecu=wb ot w:xr 2z —13 et v: 2z~ /r. La fonction f est donc

dérivable sur R* par produit et f'(z) = u/(z)v(z) + u(z)v'(z). Or v/ = 6w'w* ! = 6w'w?,

d’ott f/(z) = 6 x 2 x (2x — 13)5y/z + (2z — 13)5 x

(22 — 13)°(262 — 13)
2Vx

1 24(2z - 13)°2
2/ 2\/T
13(2z — 13)°(2z — 1)

2Vx

(20 —13)°
PN

(20 —13)°(24w + 20 — 13)
2\/x B

1)a)
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1)b) Il semble que la suite (u,) soit croissante et converge vers 2,5 = 2.
2) Notons, pour n € N, P(n) la proposition : u,, € [1; g}

e On a ug = 1,5 € [1;2] donc P(0) est vraie.

e Supposons que PB(n) soit vraie & un certain rang n € N; on a 1 <
sance de f sur ]0; +oo[, on obtient f(1) < f(u,) < f(3). Or f(1) =% —

U, < g donc par crois-



N

f(un) = upyq et f (g) = %—%% = %—1 = g, dou 1 < upyq < g, ce qui prouve que P(n+1)
2

est vraie.

e Cela prouve par récurrence que pour tout n € N, on a u,, € [1; g}

3)a) Notons, pour n € N, M(n) la proposition : u, < t,q1.

_7_ 5 _1_ 5 _71_5_1 _ :
eOnau =3 g =2 33 T2 5 =% = 1,5 =1up donc M(0) est vraie.

e Supposons que M(n) soit vraie a un certain rang n € N; on a 1 < u,, < 4,41, donc par
N——

voir 2)

croissance de f sur |0; +oo[, on obtient f(u,) < f(Unt1), S0it Upi1 < Upi141 = Upyo, CE qui
prouve que M(n + 1) est vraie.
e Cela prouve par récurrence que pour tout n € N, on a u,, < u,41. La suite (u,) est donc

bien croissante.

3)b) Comme (u,) est croissante, on a pour tout n € N : u, > ug = 3.

. _ 5 _ 5 7 5 ) _ 5 5—2up ey .
4)a)SmtnEN.Onavn+1—§—un+1—§—(5—m>——1—1-%— 2un”,dou.
5
_ 27U __w
Un+1_ Un _ﬁ

4)b) On a u, > % donc ui < %, par décroissance de la fonction inverse sur R* . Or v,, = g—un
n

et u, < g donc v, > 0, d’ou i X U, < % X U, SOit Z—Z < %vn ou encore vUp11 < %vn.

4)c) Notons, pour n € N, (n) la proposition : v, < (%)n

eOnavy=2—-u=2-32=1et (%)Ozl donc MR(0) est vraie.

e Supposons que R(n) soit vraie a un certain rang n € N; on a v,, < (%)n, d’ou %vn < %X (%)n
. 1 . . - .

(car % > 0), soit %vn < (%)n+ . Or, d’apres la question précédente, on a v, < %vn, d’ou

n+

par transitivité de la relation d’ordre : v, < (%) 1, ce qui prouve que JR(n + 1) est vraie.

e Cela prouve par récurrence que pour tout n € N, on a v,, < (%)n

4)d) On a pour tout n € N: 0 < v, < (%)n et lim (%)n =0 vu que % €] — 1;1[. D’apres

n—-+oo
le théoreme “des gendarmes”, la suite (v,) converge donc vers 0. Comme v,, = g — Uy, ON a

U, = 2 — vy, ce qui prouve finalement (par somme) que la suite (u,) converge vers 2 —0 = 2.



