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I • Partie A

1) u : x 7→ x+1
2

= 1
2
x + 1

2
est dérivable (car affine) et strictement positive sur [0; +∞[

donc f =
√
u est dérivable sur [0; +∞[ de dérivée f ′ = u′

2
√
u
. Ainsi si x ∈ [0; +∞[, on a

f ′(x) =
1
2

2
√

x+1
2

= 1

4
√

x+1
2

= 1√
8x+8

.

2) Si x ∈ [0; +∞[, on a f ′(x) > 0 donc f est strictement croissante sur [0; +∞[ :

x 0 +∞

f ↗
√
2
2

(Détail : f(0) =
√

1+0
2

=
√

1
2

= 1√
2

=
√
2
2

)

3)

• Partie B

1)b) Il semble que la suite (un) soit croissante et converge vers 1.

2) Prouvons par récurrence sur n ∈ N, la proposition P(n) : un ∈ [0; 1].

• On a u0 = 0 ∈ [0; 1] donc P(0) est vraie.

• Supposons que P(n) soit vraie à un certain rang n ∈ N ; on a 0 6 un 6 1 donc par



croissance de la fonction f sur [0; +∞[, f(0) 6 f(un) 6 f(1). Or f(0) =
√
2
2

, f(un) = un+1

et f(1) =
√

1+1
2

=
√

1 = 1 donc
√
2
2

6 un+1 6 1, d’où 0 6 un+1 6 1 (vu que
√
2
2

> 0), ce qui

prouve que P(n+ 1) est vraie.

• Cela prouve par récurrence que pour tout n ∈ N, un ∈ [0; 1].

3)a) Si n ∈ N, on a : 1− un+1 = 1−
√

1+un
2

. D’où :

1− un+1 =

(
1−
√

1+un
2

)(
1+
√

1+un
2

)
1+
√

1+un
2

=
12−
√

1+un
2

2

1+
√

1+un
2

=
1− 1+un

2

1+
√

1+un
2

,

soit : 1− un+1 =
1−un

2

1+
√

1+un
2

= 1−un
2
(
1+
√

1+un
2

) .

3)b) On a
√

1+un
2

> 0 donc 1 +
√

1+un
2

> 1 d’où 1

1+
√

1+un
2

6 1
1

= 1 par décroissance de

la fonction inverse sur R∗+. Or un ∈ [0; 1] donc un 6 1 et 1−un
2

> 0, on a par conséquent :
1−un

2
× 1

1+
√

1+un
2

6 1−un
2
× 1, soit 1−un

2
(
1+
√

1+un
2

) 6 1−un
2

, c’est-à-dire : 1− un+1 6 1−un
2

.

3)c) Prouvons par récurrence sur n ∈ N, la proposition R(n) : 1− un 6
(
1
2

)n
.

• On a 1− u0 = 1− 0 = 1 et
(
1
2

)0
= 1 donc 1− u0 6

(
1
2

)0
, ce qui prouve que R(0) est vraie.

• Supposons que R(n) soit vraie à un certain rang n ∈ N ; on a 1 − un 6
(
1
2

)n
donc

1
2
× (1− un) 6 1

2
×
(
1
2

)n
(car 1

2
> 0), soit 1−un

2
6
(
1
2

)n+1
. Or d’après la question précédente,

1 − un+1 6 1−un
2

donc par transitivité de la relation d’ordre, on obtient 1 − un+1 6
(
1
2

)n+1
,

ce qui établit que R(n+ 1) est vraie.

• Cela prouve par récurrence que pour tout n ∈ N, 1− un 6
(
1
2

)n
.

3)d) • On a pour tout n ∈ N : 0 6︸︷︷︸
voir B.2.

1 − un 6
(
1
2

)n
. Comme 1

2
∈] − 1; 1[, on a

lim
n→+∞

(
1

2

)n
= 0 donc d’après le théorème � des gendarmes �, lim

n→+∞
(1− un) = 0.

• On a un = 1− (1− un) donc par somme, la suite (un) converge vers 1− 0 = 1.

• Partie C

Notons pour n ∈ N, B(n) la proposition un = cos
(

π
2n+1

)
.

• On a cos
(

π
20+1

)
= cos

(
π
2

)
= 0 = u0, donc B(0) est vraie.

• Supposons que B(n) soit vraie à un certain rang n ∈ N ; on a un = cos
(

π
2n+1

)
. Si x ∈ R,

on sait que cos(2x) = 2 cos2 x − 1 donc cos2 x = 1+cos(2x)
2

. En posant x = π
2n+2 , on obtient

cos2
(

π
2n+2

)
=

1+cos(2× π
2n+2 )

2
, soit cos2

(
π

2n+2

)
=

1+cos( π
2n+1 )

2
, d’où 1+un

2
= cos2

(
π

2n+2

)
(\).

Or 2n+2 > 4 donc π
2n+2 ∈

[
0; π

2

]
, d’où cos

(
π

2n+2

)
> 0 ; on déduit de la relation (\) que√

1+un
2

= cos
(

π
2n+2

)
et donc que un+1 = cos

(
π

2n+2

)
= cos

(
π

2n+1+1

)
, ce qui montre que B(n+1)

est vraie.

• Cela prouve par récurrence que pour tout n ∈ N, un = cos
(

π
2n+1

)
.



Ce résultat est cohérent avec le fait que (un) converge vers 1. En effet, lim
n→+∞

π

2n+1
= 0 (par

quotient car 2 ∈]1; +∞[) donc il est logique de penser que (un) converge vers cos 0 = 1

(même si ce n’est pas si évident que cela, comme nous le verrons dans le chapitre consacré

à la continuité).

II 1) • Si x ∈ R, on a f(−x) = 2
√

2 cos(−x)−cos(−2x). Comme la fonction cos est paire,

on a cos(−x) = cosx et cos(−2x) = cos(2x) donc f(−x) = 2
√

2 cosx − cos(2x) = f(x), ce

qui prouve que f est une fonction paire. Le graphe de f est donc symétrique par rapport à

l’axe des ordonnées.

• Si x ∈ R, on a f(x+ 2π) = 2
√

2 cos(x+ 2π)− cos[2(x+ 2π)], soit :

f(x+ 2π) = 2
√

2 cos(x+ 2π)− cos(2x+ 2× 2π). Or la fonction cos est 2π−périodique donc

cos(x+2π) = cos x et cos(2x+2×2π) = cos(2x) d’où f(x+2π) = 2
√

2 cosx−cos(2x) = f(x),

ce qui établit que f est une fonction 2π−périodique : son graphe est donc invariant par trans-

lation de vecteur 2π
−→
i .

2) On a f ′(x) = 2
√

2(− sinx)− 2× cos′(2x) = −2
√

2 sinx+ 2 sin(2x).

Or sin(2x) = 2 sinx cosx donc f ′(x) = 4 sinx cosx− 2
√

2 sinx = 4
(

cosx−
√
2
2

)
sinx.

3) Si x ∈ [0; 2π], cosx−
√
2
2

> 0 ⇔ cosx >
√
2
2
⇔ x ∈

[
0; π

4

]
∪
[
7π
4

; 2π
]
.

D’où :

x 0 π
4

π 7π
4

2π

sinx 0 + 0 − 0

cosx−
√
2
2

+ 0 − 0 +

f ′(x) 0 + 0 − 0 + 0 − 0

Et finalement :

x 0 π
4

π 7π
4

2π

2 2

f ↗ ↘ ↗ ↘
2
√

2− 1 −2
√

2− 1 2
√

2− 1



( Détails :

f (0) = 2
√

2 cos 0− cos 0 = 2
√

2− 1

f
(
π
4

)
= 2
√

2 cos π
4
− cos π

2
= 2
√

2×
√
2
2
− 0 = 2

f (π) = 2
√

2 cosπ − cos 2π = −2
√

2− 1

f
(
7π
4

)
= 2
√

2 cos 7π
4
− cos 7π

2
= 2
√

2×
√
2
2
− 0 = 2 )

4)


