TS1 — Correction du contréle n°5 de MATHEMATIQUES

[I]1)a) h est dérivable (donc également continue) sur R par produit et somme et pour tout
r € R, W(x) =32? — 122 = 3z(x — 4). On en déduit le tableau suivant :

x —00 0 4 « +00
3r — 0 + +
x—4 — — 0 +
B (x) + 0 - 0 +
-6 +00
—
—00 —38

(( détails : h(0) =0° — 6 x 02— 6 =—6 et h(4) =43 — 6 x 42 — 6 = —33 ))

e Siz#0,onah(z)=21*(1-%— L) Par produit et somme, on a lilll (1-8-5) =
T—r+00
140+0=1et lim 2* = +oo donc par produit lim h(z) = +oc.
T——+00 T—r+00
e On a lim 2° = —oo et par produit lim (—6x%) = —oo donc par somme lim h(x) =
lim (z° — 32® — 6) = —c0.
T—>—00

1)b) e D’apres son tableau des variations, on voit que h possede un maximum égal & —6 sur
| — oo;4]. Ainsi, pour tout x €] — 00;4], on a h(z) < —6 < 0, ce qui prouve que 1’équation
h(xz) = 0 ne possede aucune solution dans | — oo;4].

e La fonction h est continue et strictement croissante sur |4;4o00[; on a h(4) = —38 et
ml_l}r_{loo h(x) = 4o00. Or 0 €] — 38;+oo[ donc d’apres le corollaire du théoreme des valeurs
intermédiaires, I’équation h(z) = 0 possede une unique solution « dans |4; +o0].

e Bilan : I’équation h(z) = 0 posséde pour unique solution a dans R.

e La calculatrice fournit : 6,15 < a < 6, 16.

1)c) On déduit du tableau des variations de h complété (voir 1.a.) :

x —00 o —+00

h(x) - 0 +

2)a) e On a par somme : lim (2? + 1) = +o00. Or lim /z = +00 donc par composition

T—r—00 r—r+00
lim Va2 +1 =400 W,
Tr—r—00
D’autre part lim 2 = +oo et par produit lim (—9z) = +oc.
T—>r—00 T—r—00
Donc par somme, lim (z° — 9z —4) = —oc @),

T—r—00



D’apres (1) et (2), on déduit par produit que lim f(x) = +o0.
T——00

e On a par somme : lir+n (#* +1) = 4o00. Or hIJP Vv = 400 donc par composition
T—r+00 T—>+00
liIJP Va2 4+1=+oo @,
T—>+00
D’autre part, si o # 0, 22 — 92 — 4 = 22 (1 — % — %) Par produit et somme, on a
lim (1 — % — %) =14+0+0 = 1. Comme lim 2? = 400, on obtient par produit
T—r—+00 T——+00
lim (2% — 9z —4) = 400 ¥,
T—>—+00
D’apres (3) et (4), on déduit par produit que liril f(z) = +oc.
T—r+00

2)b) On a f = uy/v, ot u: x — 2> — 9x — 4 est dérivable sur R (par produit et somme)
et v:x — 22 + 2 est dérivable (par somme) et strictement positive sur R. La fonction f est

donc dérivable sur R par composition et produit et :

/

v
I b ‘
2
Ainsi, si x € R, f'(z) = (20 = 9)Va® + 2+ (2 — 9:5—4)2—:2 ’
r* +
2
) 2z —9)Va2 + 27  x(2? — 9z —4)
d’Ou ,x — + :
') W S
d’otl f/(iL‘) _ (2$_9)($2+2)+$3—9l’2—41’ _ 2$3+4$_9$2_18+$3_9$2_4x |
3 9 $2+2 5 ) I2—|—2
305 1822 — 18 3(s®—6a2—6) 3k
soit f'(x) = 2% z _ 3(z® — 62> —6)  3h(x)

x?+2 B Va2 42 VP2
2)c) Comme 3 > 0 et Va2 +2 > 0, f'(z) est du signe de h(z). D’ou, d’apres 1.c. et 2.a. :

x —00 « “+00
f(x) — 0 +
+00 +00
f - (o) —

1)a) On a f(z) = cosz — 1 + 122 donc g(z) = f'(z) = —sinz — 0+ 1 x 2z =z — sinx.
Onag'(r)=1—cosz. Orsiz €l — {0}, onacosz <1, soit ¢’(z) > 0. D’out :

X —Tr 0 ™

J(x) + 0 +

/




1)b) On déduit de la question précédente :

x —T 0 T
g=f - 0 +
n’—4 m2—4
0

(( détails : f(—m) = cos(—7) — 1+ %(_7.‘.)2 _ 7r22_4
f(m) = cos(m) — 14 §(m)* = #
f(O)zcosO—1+% x02=0))

On déduit du tableau des variations ci-dessus que f possede un minimum égal a 0 sur I.
D’ou, pour tout z € I, f(x) > 0 (et si x € I — {0}, f(x) > 0), soit cosx — 1 + %xQ >0, ou

encore cosx = 1 — %xQ.

2) On a m(z) = cosz — 1 + 3% — o donc n(z) = m/(z) = —sinz + § x 2z — 5; x 42,
soit n(z) = —sina + & — 2.
2)a) Onan'(z) = —cosz+1— 3 x 322 = —cosz + 1 — 32% = —(cosz — 1 + 32%) = — f(x).

On déduit de la question 1.b. :

n(zx) + 0 —

2)b) Le tableau de signes de n = m’ précédent entraine :

, . 7T2 7'('4
(( détails : m(—m) = cos(—m) — 1+ %(_WZQ — (-t =r -2 20
m(r) =cos(m) — 1+ it —Lat=2 -2 20

m(0) =cos0—14+0—-0=0))



On déduit du tableau des variations ci-dessus que m possede un maximum égal a 0 sur L.

Dot pour tout = € I, m(z) < 0, soit cos x—1+%:c2— 1

1.4 1.2, 1 4
5 < 0, ouencorecosx < 1 5T 5,27

3) D’apres les questions précédentes, on a pour tout z € I :

1—lx2<cosx<1—lx2+ix4,

2 2
S 1.2 1.2, 1.4
d'ou: —g2° <cosx —1< —52° + 5517,

2 ) 2
cos T —
etsiz#0: — —_—

< o < —1 + 42? (car 22 > 0).

1
2

im(—L 4+ L2y — 1, 1 2 1 anTe AOT¢
On a glﬂlir(l)( 5t 577 ) = —5 + 53 X 0° = —3 donc, d’apres le théoreme des gendarmes,

e . cosz —1
I'inégalité précédente prouve que lim ———— = —
x—0 _272

N[ =

e Notons A la droite d’intersection de &2 avec (ACD). On a (AC)C(ACD), d C Z et
d//(AC) donc, d’apres le théoreme du toit, on a A//d. Comme K€(ACD) et Ke &, on a
Ke A la droite A est donc la parallele a d passant par K.

e Les droites A et (AD) sont coplanaires (incluses dans (ACD)) et non paralleles, elles sont
donc sécantes en un point F. De méme, A et (DC) sont sécantes en un point G.

e Les droites d et (AB) étant coplanaires (incluses dans (ABC)) et non paralleles, elles sont
donc sécantes en un point J.

— Je(AB) et (AB)C(ABD) donc Je(ABD).

—JedetdC & donc Je .

— Fe(AD) et (AD)C(ABD) donc Fe(ABD).

—Fe Aet AC & donc Fe 2.

Ainsi, J et F sont deux points distincts appartenant a la fois aux plans (ABD) et &2, donc
(ABD)N2 =(JF).

e Les droites (JF) et (BD) étant coplanaires (incluses dans (ABD)) et non paralleles, elles



sont donc sécantes en un point H.

— He(BD) et (BD)C(BCD) donc He(BCD).

— He(JF) et (JF)C & donc He £.

— Geg(CD) et (CD)C(BCD) donc Ge(BCD).

— GeAet A C & donc Ge .

Ainsi, G et H sont deux points distincts appartenant a la fois aux plans (BCD) et &2, donc
(BCD)NZ =(GH).



