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1) Pour n € N, notons P(n) la proposition : u, > n?.
e Initialisation : on a uy = 1 et 0> = 0 donc ug > 02, ce qui prouve que P(0) est vraie.

e Hérédité : supposons que P(n) soit vraie pour un certain entier n; on a donc u, > n?.
Alors (en ajoutant 2n+3 de chaque coté de I'inégalité précédente) : u, + 2n + 3 > n?+2n+3,
———

Un+1

S0it Upy1 > n? +2n + 3 (x). Comme 3 > 1, on a n? + 2n + 3 > n? + 2n + 1, ce qui prouve
d’apres (%) que u,y1 > n®+2n + 1, soit u,.1 > (n+ 1) Ainsi, P(n + 1) est vraie.

Cela démontre par récurrence que pour tout n € N, u,, > n?.

2) Calculons les premiers termes de la suite u pour conjecturer une expression de wu, en
fonction de n :

U =Upp1 = U +2X0+3=1+3=4,

Up =U11 = U +2X1+3=44+24+3=9,

U3 =1Ugp1 = U +2X24+3=94+4+3 =16,

Uy =Ugy1 =uU3+2X3+3=16+6+3 = 25.

Ainsi, ug = 12, u; = 22, uy = 3%, u3 = 4% et uy = 52. On peut conjecturer que pour n € N,

on a u, = (n+ 1) : notons R(n) cette proposition.

Montrons par récurrence que la proposition R(n) est vraie pour tout n € N.

e Initialisation : on a ug = 1 = (0 + 1)? donc R(0) est vraie.

e Hérédité : supposons que R(n) soit vraie pour un certain entier n ; on a donc u,, = (n+1)=.
Comme Uy, ;1 = U, +2n+3, on a alors u, 1 = (n+1)2+2n+3, soit U, 1 = n?>+2n+1+2n+3
et finalement u,,; = n? +4n + 4 = (n + 2)% Ainsi u,,1 = [(n + 1) + 1], ce qui prouve que

R(n+ 1) est vraie.

Cela démontre par récurrence que pour tout n € N, u,, = (n + 1)2.



