Mbobiliser quelques souvenirs de 1°*°S concernant les suites...

Correction du devoir de rentrée

On considere la suite (u,) définie par : u, = (n + 0,3)* — n?.

. Onawuy=(0+0,3)?-0*=0,09;

u =(1+4+0,32-12=1,32-1=1,69—1=10,69;

Uy = (240,32 —22=2,32-4=5,29—-4=1,29 et

us = (34+0,3)2—-32=3,32-9=11,89 — 9 = 1, 89.

Notons (on aurait pu évidemment le remarquer des le départ) que :
U, = (n?+2x0,3xn+0,3%) —n?=0,6n+0,09

formule qui est beaucoup plus facilement exploitable. Par exemple :

U1000000 = 0,6 x 1000000 + 0,09 = 600000, 09 .

[[Attention : avec la plupart des calculatrices, si vous avez utilisé, sans la simplifier,
la formule u,, = (n + 0,3)? — n? en remplagant n par 1000000, le résultat fourni est

seulement une approximation : ~ 600 000, 1.]]

. Soit n € N. On a u, = 0,6n + 0,09 et u,+1 =0,6(n+ 1)+ 0,09 donc :

Upt1 — Up = 0,6(n+ 1) + 0,09 — (0,6n + 0,09), soit
Upy1 — Uy = 0,6n4+0,6+0,09—0,6n —0,09 ou encore u,11 —u, = 0,6, ce qui prouve

que la suite (u,) est arithmétique de raison 0, 6.

s est une somme de termes successifs de la suite arithmétique (u,). On sait alors que :
s — nombre de termes x premier terme ;— dernier terme _ (140 514 1) % Us1 + U140
Or us, = gb66>£<) 518—2 %,909 = 30,69 et w49 = 0,6 x 140 + 0,09 = 84,09 donc :
5 =090 x — ;— — =5165,1 .
nt3
. Onamzletpourtoutn>1,onaun+1:u 2—{_ , donc :
u+3 143 5
Uo = U = = =
2 1+1 7 5 )
ur+3 243 5 )
3 2+1 5 5 5
uz+3  2+3 S 11
T 2 2 2 4
5 1 .
eOnawu—u; =2—1et uz —uy = 5—2: 3 Comme uy — uy # uz — ug, la suite
(u,) ne peut pas étre géométrique.
2 5
eOna 2—Z_—90¢®B_-2_2 Comme 2 -+ %, la suite (u,) ne peut pas étre
U1 1 U2 2 4 (75} U9

géométrique.



3. Pour tout n > 1, on a v,, = 3 — uy,.

up+3  6—u,—3  3—u,
B 2 2

d’ott v, 41 = % X v, ce qui prouve que la suite (v,,) est géométrique de raison %

(a) Sin>1,ona v, 1 =3 — Upyy, SOIt Vpyg = 3 —

(b) On déduit de la question précédente que pour tout n > 1, on a v, = (l)nfl .

2
Orv1:3—u1:3—1:2doncvn:(%)n_1x2:2n%1><2:2n1,2.

(c) e s est une somme de termes successifs de la suite géométrique (v,,). On sait que :

1— ra‘isonnombre de termes

/ .
S = premiler terme X -
1 — raison

1—(3)" 1— 5
donc s :leJ:2x 1_2l =4(1—-5)=4- 5.
2
e Notons que v, = 3 — u,, entraine que u,, = 3 — v,.
Onadonc s =wu +up+---4+u, = B—v1)+B—ve)+--+B3—1v, =

3+3+-4+3—(nt+vot-+uv,)=3n—5=3n—(4—53) =3n—4+ 5
—_—

n fois

n

clo >1, u, = .

n a, pour n u 1
X 1 1 9 2 3 3
LU = Uy = —— = et Uz = ——— = —.
Y7241 907 2241 5 T34 1 10

2. En utilisant par exemple la calculatrice, on obtient les valeurs (arrondies) suivantes :

n | 10 | 100 | 1000 | 10000 | 100000 | 1000000

u, | 0,1 10,010,001 | 0,0001 | 0,00001 | 0,000001

Il semble donc que le terme u,, se rapproche de plus en plus de zéro a mesure que son

rang n grandit.

3. eSoitn>1,ona: uy —u, = nl L nil __n ,
(n+1)24+1 n2+1 n?’4+2n+2 n2+1
Dol t s — g — M+ n+1)  n@*+2n+2)
T 2 (2 +2n+2) 2+ 1) (n2+2n+2)
it et :n3+n2+n+1—(n3+2n2+2n): —n?—n+1
Lo T (n?+1) (n? +2n +2) (n2+1)(n2+2n+2)

eOnan®+1>0etn*+2n+2=(n+1)>+1> 0 donc d’apres la formule précédente,

Ups1 — Uy est du signe de —n? —n + 1.

Or —n?—-n+1=—(n*> +n—1)etvuquen >1,onan—1>0. Comme n> > 0,
S )

on en déduit finalement que u,+1 — u, < 0 et donc que la suite (u,,) est décroissante.

4. 11 suffit de choisir N; = 10.

10 10 10
En effet uy = o1 = 101 d’ou™ wuyy < 100 = 10!, Comme la suite (u,) est
décroissante, deés que n > 10 , on a u, < u dolt u, < 1071,

Ny



5. 1l suffit cette fois de choisir Ny = 100.

100 100 100
En effet uigg = 002 + 1 = 10001’ d’ou™ upg < 10000 — 1072. Comme la suite (u,)
est décroissante, des que n > 100, on a u, < uigo d'out u, < 1072,
No
6. Plus généralement, il suffit de prendre N = 10*.
En effet W0 e 100 _ gz — 10+, ¢
n effet ugr = (10k)2+1 BT ou™ wujgr < 0% = = . Comme

la suite (u,) est décroissante, des que n > ,on a u, < ugr dolt u, < 107

10
~—
N
(x) C’est en utilisant la décroissance de la fonction inverse sur R* qu’on peut prouver

que si a, b et ¢ sont trois réels strictement positifs tels que ¢ > b, alors & < {.



