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Correction de l’exercice n̊ 4 de la feuille � Complexes : les bases �.

• Notons que pour que Z =
z + 2 i

iz − 1
existe, il est nécessaire d’avoir iz−1 6= 0, ce qui équivaut

à z 6= 1
i

= − i. Le point M d’affixe z est donc implicitement différent du point A d’affixe − i.

• Méthode 1 :

On a Z =
a− b i + 2 i

i (a + b i)− 1
=

a + (2− b) i

(−b− 1) + i a
=

[a + (2− b) i][(−b− 1)− i a]

[(−b− 1) + i a][(−b− 1)− i a]

d’où Z =
−a(b + 1)− i a2 + (b− 2)(b + 1) i− a(2− b) i2

(−b− 1)2 − ( i a)2

⇒ Z =
−ab− a + 2a− ab + [(b− 2)(b + 1)− a2] i

(b + 1)2 + a2

⇒ Z =
a− 2ab

(b + 1)2 + a2︸ ︷︷ ︸
∈R

+
b2 − b− 2− a2

(b + 1)2 + a2︸ ︷︷ ︸
∈R

i (← forme algébrique de Z)

Donc Z est imaginaire pur ⇔ Rez = 0 ⇔ a− 2ab

(b + 1)2 + a2
= 0 ⇔ a− 2ab = 0

⇔ a(1− 2b) = 0 ⇔


a = 0

ou

b = 1
2

⇔


Rez = 0

ou

Imz = 1
2

⇔ M ∈ [(O−→v )\ {A}] ∪∆ , où ∆ est la droite d’équation y = 1
2
.

• Méthode 2 :

On a Z =

(
z + 2 i

iz − 1

)
=

z + 2 i

iz − 1
=

z + 2 i

i× z − 1
=

z − 2 i

− i z − 1
.

Donc Z est imaginaire pur ⇔ Z = −Z ⇔ z − 2 i

− i z − 1
= −z + 2 i

iz − 1

⇔ z − 2 i

− i z − 1
=

z + 2 i

1− iz

⇔ (z − 2 i)(1− iz) = (− i z − 1)(z + 2 i)

(en effet, comme z 6= − i, ni i z − 1, ni son conjugué − i z − 1 ne peuvent être nuls)

⇔ z − iz2 − 2 i− 2z = − iz2 + 2z − z − 2 i

⇔ −z − i z2 = − i z2 + z

⇔ i z2 − i z2 − z − z = 0



⇔ i (z − z)(z + z)− (z + z) = 0

⇔ (z + z) [ i (z − z)− 1] = 0

⇔ (2Re z) [ i (−2 iIm z)− 1] = 0

⇔ (Re z)(2 Im z − 1) = 0

⇔ (Re z = 0 ou Im z = 1
2
)

⇔ M ∈ [(O−→v )\ {A}] ∪∆ , où ∆ est la droite d’équation y = 1
2
.


