2) Dérivées de fonctions de référence

Fonction f définie sur par : est dérivable sur Fonctlop _dgrlvee r
est définie par
soit k un réel, f(x) = k v —
R (fonction constante) R J9=0
R f(x)=ax+Db R f(x)=a
R f(x) =2 R F1(x) = 2x
soit n un entier
R strictement positif R fx)=nx""t
f(x) = x"
1 1
]- o0 ; O[V]0; + oof f) =% ]- o0 ; O[V]0; + oof fx) ==
1
. — . "(X) = ——=
[0; + oof f(x) =/ 10; + oo ALY 2
R f(x) = cos x R f'(x) =—sinx
R f(x) = sin x R f'(X) = cos x
Démonstrations :
a) f(x) =k, k eR définie sur R.
Soit x € R et soit h # 0,
f(x+h)—f(x) _k-k 0 donc L'”J f(x+h)—f(x) :Ihirrg0:0

h
Donc pour tout x de R, f est dérivable en x et f '(x) =0. Donc f est dérivable sur R et f'(x) = 0.

b) f fonction affine démonstration dans le 12) du cours.

c) f(x)=x" définie sur R.

2 2 2 z
Soit xe R et soit h # 0, fx+h)—f(x) _ (x+h) -x =/+2Xh+h —/:2xkf+h =2x+h ,carh #0

h h h o

= Ll_@g(ZX +h) =2x

f(x+h)— f(x)

h
Donc pour tout x de R, f est dérivable en x et f '(x) =2x. Donc f est dérivable sur R et f '(x) =2x.

:donc lim
h—0

d) On admet la formule pour les fonctions puissances

e) f(x)= 1 définie sur R*.
X

1 1 X—(x+h)

Soit X € R* et soit h # 0, Fx+M)-f(X) _ x+h x_ Xx(x+h) _ -1 1 carh#0:
h h Hx(x+h)  x(x+h)
donc lim f(x+h)—1(x) =1lim —#):_i2
h=0 h 0" x(x+h) X

Donc pour tout x de R, f est dérivable en x et f '(x) = —iz. Donc f est dérivable sur R * et f '(x) = —iz .
X X



f) f(x)=+/x définie sur [0 ; +oc[
Soit x € ]0; +oc[ et soit h # 0,
f(x+h)—f(x)_M—\/§_M—\/§XM+\/§_ x+h—-x 1
h  hh Jxrh+dx  h(Wx+h+4%x)  x+h+x

car h # 0. Ainsi,
lim f(x+h)—f(x) _lim 1

1
h—0 h 0 x+h+x 24X

Donc pour tout x de]0;+oc[ , f est dérivable en x et f '(x) = L.
2%
- 1
Donc f est dérivable sur JO ; +oc[et f '(X) = ——.
] [et f'(x) %

g) les formules de dérivation pour les fonctions trigonomeétriques sont admises.

Exemples :
1) Déterminer la fonction dérivée sur R de la fonction définie sur R par f(x) = x°

En déduire une équation de la tangente T a sa courbe au point d'abscisse (- 2)

Solution : La fonction f est dérivable sur R et £'(x) = 3 x> ! = 3x?

Une équation de la tangente T est y = f'(— 2)(x — (-2)) + f(= 2) &y =3x(- 2)’(x + 2) + (- 2)°
&y=12x+24-8
& y=12x + 16

Donc T:y=12x + 16

2) Soit la fonction f telle que f(x)= o

a) Déterminer I’approximation affine de f (L+h) pour h proche de 0, associée a la fonction f .
b) En déduire, sans calculatrice, une valeur approchée de 1,01 et 0,99'°.

Solution :
a) f(x) est la forme x™ avec n = 19.
f est donc dérivable sur R, et pour tout réel x, f'(x) = 19x18.
Pour h proche de 0, on obtient I'approximation affine suivante de (1 + h) :
fA+h) = f(Dh+f(1) =19 +1
b) D'apres l'approximation affine précédente, ona:
1,011 = £(0,01) ~ 19x 0,01 + 1 = 1,19
0,991 = £(-0,01) 19 x (-0,01) + 1 = 0,81



3) Dérivées et opérations
Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle | de R, de fonctions dérivées respectives u' et v'.
Soit k un réel
Dans ces conditions les fonctions u+v, ku, uv et u® sont dérivables sur I.

. . , . 1 .u L
De plus, si la fonction v ne s'annule pas sur I, les fonctions v et v sont dérivables sur 1.

Fonction Fonction dérivée
Dérivée d'une somme u+v u'+v
Dérivée d'un produit par un réel, k kxu kxu'
Dérivée d'un produit uv u'v + uv'
Dérivée du carré u2 2u'u
Dérivée de l'inverse 1 -’
(' pour tout x de I, v(x) = 0) v p2
Dérivée d'un quotient u u'v—uv'
( pour tout x de 1, v(x) = 0) v V2

Démonstrations :
Dans les démonstrations suivantes, vous pouvez remplacer x par a si vous le préférez.

a) Somme u+v

U+V: X (U+Vv)(X) =u(x)+Vv(X)

Nombre dérivé de u+v enxest (U+V)'(x)

Soit h # 0, telque (x + h) e D, N D, et xe D,ND,,

(U+Vv)(x+h)—(Uu+Vv)(x) _ u(x+ h)+v(x+h)—u(x)—v(x) _ u(x+h)— u(x)+ v(x+ h)—v(x)

h h h h

Et lim U+V)(X+h)—=(u+v)(x) _lim u(x+h)—u(x) T lim v(x+h)—v(x)
h—0 h h—0 h h—0 h

car u et v sont dérivables en x.

Donc u + v est dérivable en x et (U+V)'(X) =u'(X)+V'(X).

=u'(x)+V'(x)

b) produit par un réel
ku: x = (ku)(x) = kxu(x)
Nombre dérivé de ku en x est (ku)'(x)
Soit h # 0, telque (x + h) e D, N D, et xe D,,
(ku)(x+h) = (ku)(x) _ kxu(x+h)+kxu(x) _ K x u(x+ h)—u(x)
h h
gt fim (KDCEN =R _ iy, UOHR) ~U(X) hr)]‘“(x) —kxu'(x)

h—0 h h—0

car u est dérivable en x.
Donc ku est dérivable en x et (ku)'(x) =k xu'(x)



c) produit de 2 fonctions
uv: X (uv)(x) =u(x) xv(x)
Nombre dérivé de uv en x est (uv)'(x)
Soit h # 0, telque (x + h) e D, n D, et xe D,ND,,
(uv)(x+h) —(uv)(x) _ u(x+h)v(x+h) —u(x)v(x)

h h
_ u(x+h)v(x+h)—u(x)v(x) +u(x)v(x+h) —u(x)v(x+h)
h
_ V(x+h)(u(x+h)—u(x)) +u(x)(v(x +h) —v(x))
h
u(x+h)—-u(x)
h

v(X+h)—-v(x)

=Vv(X+h) A

+u(x)

Et [im (UWx+h) = (W)(x)
h—0 h

car u et v sont dérivables en x.

Donc uv est dérivable en x et (uv)'(X) =u'(X)v(x) +Vv'(X)u(x)

+u(x) =v(x)u'(X) +u(x)v'(x)

= |h|ngv(x+h)w

v(X+h)—v(x)
h

d) Carré u”
Comme u est dérivable en x, alors u? est dérivable en x, d'apres le point précédent.
uz(x) =u(x)xu(x)

(uz)'(x) =U'(X) xu(x)+u(x) xu'(x) =2u'(x) xu(x)

e) Inverse d’une fonction

1:x»—>(1j(x):i

u u u(x)

Nombre dérivé de 1 en x est (1} (x)
u u

Soit h # 0, tel que, (x + h) € D, et xe D, tel que u(x) =0

1 1 1 1 u(x) —u(x+h)
o) (u(x+h>] [u<x>]: UUOER) 1 u()-u(c+h)

h h h u(x)u(x+h) h
Heon 21
lim~U W jim Lt umulerh) 1)
0 h 0 4(U(X+h) h (u(x)

car u est dérivable en x.

Donc % est dérivable en x et [lj (xX)=- xUu'(x)
u

1
(u(x))’



f) Quotient u

\Y

U0 g n L
f(x)_v(x) u(x) v

L. . 1 , . .
Comme u et v sont dérivables et que v ne s'annule pas, alors u et —sont dérivables et on peut utiliser la formule
de la dérivée d'un produit :

donc '(x) = U'(X) x —— +u(X) x| —— ;MN )~ 0) _ UEVO)~u(v(x)
v(x) v(x) v(X) (v(x)) (v(x))

donc (Ej (X) = u'(x)v(x) —UgX)V'(X)
v (V)




