CHAPITRE 6 : PRODUIT SCALAIRE

I.  Produit scalaire de deux vecteurs dans le plan

1. Généralités

Définition : Soit U~ et v  deux vecteurs du plan non nuls, et A, B, C trois points du plan tels que
7 =ABetv = AB

Le produit scalaire de u”’ et v, not¢ u’. v (lire u scalaire V), est le nombre réel obtenu en
effectuant le produit des normes par le cosinus de I'angle formé par les deux vecteurs.

= ||AB|| x |[AC|| x cos(BAC) = AB x AC x cos(BAC)
Si un des vecteurs est nul alors par convention le produit scalaire est nul.
Remarque : A un angle géométrique sont associés deux angles orientés opposés

Ces angles sont les angles (u, v )et( v , u);cesdeux angles orientés
opposés ont le méme cosinus ( cf ch 5)
Onnotedoncaussi U . vV =|u’||x] Vv|cos(u’, V)

Exemple : Soit u , v de normes respectives 4 et 5 tels que l'angle (u’, v )= g [27]

u.v =

Propriété : Cas particuliers des vecteurs colinéaires.

Si les vecteurs u et v sont colinéaires et de méme sens, alors u.v =

Si les vecteurs u et v sont colinéaires et de sens contraires, alors u.v =
Démonstration : A faire seul

Définition : Soit U un vecteur. Le produit scalaire u . u_ est appelé carré scalaire et est noté u
Par conséquent , u 2= |||

2. Propriétés

—) - .
W trois vecteurs du plan et k un réel

u.v=1y prodmt scalalre est symétrique

e v aliv U e B

u£v+w)—u.v+u.w .
KT V)= (kD). V = T.(kV) } produit scalaire est linéaire
(U + Vv)yP=u?+2u.v + v*

(U + Vv)(u-v)=u?-v?

Démonstration de (U~ + 7)2:%2+2 ULV o+ v?
Attention (U "+ v ) =[] U+ VP =] ulP+ ||V
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Exemple : Soit u , v de normes respectives 4 et 5 tel que l'angle (u’, v )= %[Zn]

Calculer (u '+ v )%et(u + v)(u — v)

Propriété : Deux vecteurs sont orthogonaux ssi leur produit scalaire est nul.
Démonstration : a rédiger seul

Remarque : le vecteur nul est considéré orthogonal a tout vecteur.

[I.  Autres expressions du produit scalaire
1. Avec les normes.

s - . - - —
Propriété : Pour tous vecteurs u et vi,ona u.V

I R ) —>12 —2
-§(||u+V||—||U||—IIVII)

Démonstration :

112 - — 5112
Remarque : Pour tous vecteurs U et Vv, on a U).V):%(Huﬂ + 19112 = |ld =3l

Démonstration :a faire seul

Exemple :

Soit (O; T>, T’) un repere orthonormal du plan (faire figure)
SoitA(1;2)B(-2;3)C(3;-1)etD(-1;-2)

Calculer AB.C

2. Expression analytique

Propriété : Soit (O ) )un repere orthonormé du plan,
Si U, V deux vecteurs de coordonnées respectives (x ; y), (x'; y') alors V.V =xx +yy'
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Démonstration :

Exemple : avec les points de I'exemple précédent :
A§.C% =

Ne pas confondre cette formule avec celle du déterminant de deux vecteurs det( v, 7) = xy' — Xy
permettant de démontrer que deux vecteurs sont colinéaires.

3. Projection orthogonale

Définition : On appelle projeté orthogonal d’un point C sur une droite (AB) I’unique point H de la droite
(AB) tel que : H=C si C e (AB) et (CH) perpendiculaire & (AB) si C ¢ (AB)

Propriété : Soient U, V deux vecteurs et A, B, C et D quatre points tels que 1 = AB et =CD

AlorsW.V'=A4B . CD = AB . HK oU H et K sont respectivement les projetés orthogonaux de C et de D sur
(AB)

Démonstration :

Exemple :

D c ABCD est un carré de coté 3 et

- CBE un triangle rectangle en B tel que BE = 2.
N Calculer AC.BE ,CE .AD etED .EB

1 ul

A B 2 E

[1l. Applications

1. Equation cartésienne d'un cercle

Propriété : Dans un repére orthonormé, une équation du cercle de centre A(x,;Yy,)et de rayon r est

2 2 2
(X_XA) +(y_yA) =r.
Démonstration :
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Exemple 1 : & est ’ensemble des points M (x; y) tels que x° +y° —10x+4y +23=0.
Quelle est la nature de &.

Exemple 2:
1) Donner une équation du cercle ~ de centre A et de rayon v/2 avec A(-1;3).

2) Faire une figure

3) Le point B(1 ;3) appartient-il au cercle ?

4) Donner les coordonnées des points d’intersection avec 1’axe des ordonnées.

5) Soit E et F les points de ~d’abscisse —1, donner une équation de la tangente & ~ au point

E(-L3++/2).
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Propriété :M est un point du cercle de diamétre [AB] si et seulement si MAMB =0.

Démonstration :
(=) Si M est un point du cercle de diamétre [AB], distinct de A et de B alors le triangle MAB est

rectangle en M.

Donc MA et MB sont orthogonaux, donc MAMB =0.

Si M = A alors MAMB =0

Si M =B alors MAMB =0

(<) Si MAMB =0, alors MA et MB sont orthogonaux.
Ou bien M =A

Ou bien M =B

Ou bien (MA) L (MB)

Dans chaque cas, M appartient au cercle de diametre [AB].

Exemple : Sans un repere orthonormé, donner 1’équation du cercle de diameétre [AB] avec A(3;4) et
B(-2;3).

2. Equations cartésiennes d'une droite définie par un vecteur normal

Définitions : y

Un vecteur non nul % est un vecteur directeur d'une droite (d) s'il existe deux /
points A, B de (d) tels que % = AB '

Un vecteur n normal a la droite (d) est un vecteur non nul n orthogonal & un vecteur directeur de (d).

Propriété: Soit (d) une droite, A un point de (d) et n un vecteur normal & (d)
Alors la droite (d) est I’ensemble des points M tels que AM.n=0
Démonstration :
(=) Soit M un point de la droite (d) qui a pour vecteur normal n.
o Si M et A sont confondus, alors AM.n=0
o Si M et A ne sont pas confondus, alors AM ' est un vecteur directeur de (d).
Donc AM et n sont orthogonaux donc AM.n=0.
(<) Soit M un point du plan tel que AM.n=0.
Ou bien AM =0alors A et M sont confondus donc M appartient bien & la droite (d).
Ou bien M appartient & la droite passant par A et orthogonale & n donc M e (d)..

Propriété: Dans un repére orthonormé,
Une droite de vecteur normal n(a;b)a une équation de la forme ax+by+c=0.
Toute droite dont une équation est de la forme ax+by+c =0, avec a et b des réels tels que (a, b) = (0; 0),

admet n(a;b) comme vecteur normal.
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Rappel : Une droite de vecteur directeur u(—b ; a) a une équation de la forme ax+by+c=0.

Démonstration :
o AXsYa) ﬁ(a; b) et (d) la droite passant par A de vecteur
normal n.
Soit M(x;y) ed
AM et n sont orthogonaux donc AM.n=0
or AM(X—X,;y—Y,)et n(a;b), donc M(x;y) d si et seulement si
a(X_XA)+b(y_ yA) =0
& ax—ax, +by—-by, =0

S ax+by+c=0
avec ¢ =-ax, —by,
e On appelle D I’ensemble des points M (X; y) tels que ax+by+c =0, avec a et b des réels non nuls
tous les deux.

Si b =0, alors D est une droite parallele a I'axe des ordonnées donc tout vecteur colinéaire a 7 est normal a

D donc 7i(a ; 0) est normal a D
Si b=0. Alors D est une droite caronay = —%x —%
Soit A(X,; Y,) un point de D alors axy + by, +c =0

Pour montrer que ﬁ(a; b) est un vecteur normal de D il suffit de montrer que pour tout point M (x;y) de
D, les vecteurs AM et n sont orthogonaux.

Or AM.an=a(x—x,)+b(y-y,) =ax—ax,+by—-by,=ax+by+c=0 car c=-ax,—by, et car
M(x;y)eD.

Donc D admet ﬁ(a; b) comme vecteur normal.

Exemples :
1) Soit A(L;—3) et n(2;5). Donner une équation de la droite passant par A et de vecteur normal n .

2) Soit A(3;—1) et B(2;4) . Donner une équation de la médiatrice de [AB].

3. Relations métriques dans un triangle
a) Theoreme de la médiane.

Théoréme : A et B sont deux points, | est le milieu de [AB]

Pour tout point M du plan, MA’ + MB® = 2MI? +%AB2
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Démonstration :

Exemple : Soit ABC un triangle, | le milieu de [AB] tel que AB =8, AC =10 et BC = 4.
Calculer CI.

b) Théoréme d'Al Kashi

Propriété : Soit ABC un triangle quelconque avec a=BC, b =ACetc = AB
a?=b%+c?-2bccos A

b?=a?+c?—2accos B

c®=a’+b*-2abcosC

Démonstration : Soit ABC un triangle c
Onnotea=BC,b=ACetc=AB.

Remarque : Si ABC est rectangle en A, on a cos A =0, on retrouve alors le théoréme de Pythagore.
Exemple : Soit ABC un triangle tel que AC = 3cm, AB =6 cm et A =30°.

1. Calculer la valeur exacte de BC.
2. Calculer la mesure de ABC a 10 prés.

c) Aire d'un triangle.

Propriéteé : Soit ABC un triangle quelconque avec a=BC, b = AC et c = AB et S l'aire de ABC

Liocoa lo a1
S—2ab S|nC—2ac sin B —2bc sin A

Démonstration : Soit ABC un triangle.

AHxBC
2

On note H le pied de la hauteur issue de A et S l'aire d'un triangle ABC. On a alors S =
Calculons AH
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Si B est un angle aigu Si B estun angle obtus

SiBestun angle droit.

Exemple : Déterminer l'aire exacte puis une valeur approchée & 1072 prés du quadrilatére ABCD tel que

BC =3cm, AC =6 cm, AD = 2 cm, BCA = 45° et CAD = 60°.

d) Formule des trois sinus

Propriété : Soit ABC un triangle quelconque avec a=BC, b= ACetc = AB

sinﬂ_sin@_sin/c\
a b ¢

Démonstration : Soit ABC un triangle quelconque avec a=BC, b= AC et c = AB et S l'aire de ABC

Exemple :

C

Pour construire un pont au-dessus d'une chaussée, on a besoin de connaitre la longueur AC.
Pour cela, on prend un point B tel que AB = 10m on a alors A=71°etB=093°

Calculer AC.

4. Trigonométrie

Formules d’addition : Pour tous réels a et b
cos(a+b)=cosacosb-sinasinb
cos(a—b)=cosacosb+sinasinb
sin(a+b)=sinacosb+sinbcosa
sin(a—b) =sinacosb—sinbcosa
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Démonstrations :

Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (O, 1 , | )

On place sur le cercle trigonométrique deux points A et B telsque (i, OA)=aet( i , OB)=b (en
radians)

e cos(a+ b)=cos(a—(-h))
e sin(a+h)= cos(% — (a+ b)) = cos((g - aj - b)

e sin(a—b)=sin(a+ (- b))
Exemple :
Calculer la valeur exacte de cos 1”—2 a l'aide des valeurs exactes des cosinus et des sinus de get%

Formules de duplication : Pour tout réel a
cos 2a=cos ’a—sina=2cos’a-1=1-2sin’a
sin 2a = 2sin a cos a

Formules de linéarisation : Pour tout réel a
2 14+cos2a
C0Ss* a =————

1-cos2a

sina =
Démonstrations : A faire seul
cos(2a) =cos(a + a) =

sin 2a =sin(a+ a) =

oS 2a = donc cos2a=

oS 2a = doncsina=

Exemple : Calculer la valeur exacte de sin — en remarquant que 2x— = %
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